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Borwort des Ueberſetzers. 


Rh halte eine ausführliche Rechtfertigung der beutfchen 
Derausgabe eines Werkes, wie dad gegenwärtige, welches 
vorzüglich nad Cauchy's Methoden und unter deffen uns 
mittelbarer Mitwirkung und Aufficht verfafit ift, für ganz 
überfläffig; denn auch eine nur oberflächlidhe Bergleichung 
deſſelben mit den ähnlichen deutfchen Werfen, namentlich 
mit den Werfen der Schtiftfteller, welche fich fo fehr gegen 
Ueberfegungen Elaffifcher ausländifcher Werke und deren 
Berbreitung ereifern, zeigt, dab es fowohl binfichtlicdy ber - 
Vollftändigkeit, ald der Eleganz und Strenge der Metho⸗ 
den, wefentlihe Borzüge hat. Was aber das Berlegen 
und Berbreiten von Ueberſetzungen auslänbifcher Elaffifcher 
mathematifcher Werke anlangt, fo haben darüber Recen⸗ 
fenten nichts zu befehlen. Das ift lediglich Suche bes 
Ueberfepers und Berlegerd, und Lesterer muß aus Er⸗ 
fahrung wiflen, wie er fich dabei fteht. — Wer den Werth 
Des Werkes nicht zu beurtheilen vermag, oder nicht Dazu ges 
neigt ift, braucht ja daflelbe nicht zu Taufen, fo wenig ic 
die gehaltiofen Probucte vieler deuticher originell fein wol⸗ 
Inder Autoren anfchaffe — 

Eben fo wenig gebe ich auf das Urtheil unwiſſender 
anonymer Recenſenten etwad; denn jeder Kenner, dem ein 
Bert von Männern, wie Cauchy, Poiffon, eto. in bie 
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fommt, was gerade durch Die Deutfche Herausgabe beſonders be⸗ 
zweckt werben foll, wird felbjt.beffer zu beurtheilen willen, was 
daran ifl. — Als der größte aller jegt lebenden Geometer 
. meine Borrede zu Cauchy's Borlefungen über die 
Anwendungen der Infinitefimalrehnung auf 
die Geometrie gelefen hatte, worin ich eine elende Recenfion 
über Cauchy's Differenzialrehnung in der Jena 
ſchen Literatürzeitung. in jeder. Beziehung. als ‚gbfurd dar⸗ 
ftellte, fchrieb er mir Folgendes: »Es ift nicht das erfte 
Mal, daß Cauchy's Werke in Deutfchland verkannt wer⸗ 
den ; denn noch in den Göttingenfchen Gelehrten Anzeigen 
wird Cauchy bei Gelegenheit einer Mecenfion feines Lehr⸗ 
buche der algebraifhen Analyſis ſehr getabelt, daß 
er aus w* 0 ſchließt u 0, v= =. — eie. ete. 


Dealfee a —8 denn es darin von Fünenb- 
lich kleinen Größene die Rede!? = 


Obgleich, ih num den kleinlichen Recenſenten von 
Cauchy 8 Differenzialrechnug ad absurdum geführt 
hatte und über Cauchy's Infiniteſimalrechnung 
in derſelben Literaturzeitung bereits eine gründliche und mit 
Sachfenntniß geſchriebene Recenſion erſchienen war; ſo hat 
ſich jener Anonymus doch nicht enthalten können, ſeinen 
Schulmeiſtermaßſtab an das zweite Werk Cauchy's zu legen. 
— Es würde ſich nicht der Mühe lohnen, bier auch Diefe 
zweite Recenfion als nichtig darzuftellen, bin aber ſofort 
dazu bereit, fobald fich bderfelbe Recenſent erfrechen ſollte, 
in Zukunft ähnliche Recenſionen zu verfaflen. — Was 
fließt man aber aus der Bergleichung zweier fo entges 
gengefet lautender Recenfionen über. daſſelbe Werk? — 


Dergleichen Recenſionen ſind jedoch, beſonders in der 
Jena ſchen Literaturzeitung nichts Neues. Schon Lid⸗ 
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tenberg fagt GPhyſikal. und math. Schriften Bd. A ©. 
875) vor.einem halben Jahrhundert: 


»Ich meine damit nicht den Zon gegen Ihren Recen⸗ 
fenten, der hätte wohl eine noch beiffendere Lauge verdient. 
Hierbei merke ich in Parentheſi an, daß bei ber Jena fchen 
Literatunzeitung auf der phyfifchen Bank ein Paar gar elende 
Leute figen müflen; zum Bcweife führe ich nody die Recen- 
fion von Gren's Phyſik an, die offenbar von einem Ig⸗ 
noranten herrührt, deſſen Recenſion defto gefährlicher ift, 
als ex ſich dabei das Anſehen eines vielwiffenden gut mü⸗ 
thbigen Mannes zu geben. weiß. Gutmüthig mag er viels 
leicht fein; aber ein Sgnorant. ift er gewiß. —« 


Mer alfo nicht betrogen fein will, muß das Buch ſelbſt 
prüfen, was bei dem jetzigen Zuſtande des deutſchen Buch⸗ 
handels glüdlicherweile mit feinen Schwierigkeiten verbun⸗ 
den iſt. — 


Was den Vortrag in dem gegenwärtigen Werke an⸗ 
langt, fo findet man darin zwar keine Thib aut ſchen Des 
clamationen, aber eine einfache, gehaltvolle, ächt mathemas 
tifche Darftellung. Ich kann nicht umbin, in Diefer Bes 
ziehung einige Zeilen Holland's aus Lambert's deut 
ſchen gelehrten Briefwechfel (Bd. 1, Brief XXI) hieher zu 
ſetzen: 


»Ich glaube, daß das, was man jetzt unter dem ſchö⸗ 
nen und angenehmen Vortrage verſteht, beinahe 
keiner einzigen Wiſſenſchaft gut anſtehe. Mir wenigſtens 
iſt es immer verdrießlich, wenn mich der Verfaſſer eines 
Buches, aus dem ich lernen will, unnöthiger Weiſe zu 
beluſtigen und feinen Vortrag durch eine gewiſſe Bered⸗ 
ſamkeit ſüße zu machen ſucht. Die Sprache gibt ohnehin 
ſchon zu unendlich viel Irrthümern Gelegenheit und bene⸗ 
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belt fo oft den Berfland, wenn er. auf den Grund ber 
Dinge geben will. — Der fogenannte ſchöne Bortrag 
häuft aber mit Vorſatz uneigentliche Redensarten, und ifl 
über alle Nothdurft und bis zur Berfchwendung wortreid. 
Man könnte deswegen in gewifler Art, fo parabor- es u) 
fiheinen möchte, fagen, daß.diefer ſchöne Bortrag,. an 
ftatt die Wiffenfchaften leichter zu machen, Die Schwierig- 
feiten darin vermehre. Für: denfende Lefer nämlich, die 
jeden figürlichen Ausdrud auf. feinen eigentlichen Sinn redu⸗ 
ciren und immer forgen, daß fie nicht irgendwo Durch einen 
Galimathias geblendet werden. Der große Haufe glaubt 
da zu verftehen, wo feine Einbildungskraft befchäftigt iſt. 
Er ift nicht gewohnt die Schale zu zerbrechen und zu ſu⸗ 
chen, ob und was für einen Kern fie enthalte. —« 


. Für die äußere Auöftattung: und Correetheit iſt, wie 
man. bei näherer Prüfung finden wird, die nöthige Sorge 
getragen, und am Schluſſe des Werkes follen auch Die 
etwa nöthig werdenden Ergänzungen beigefügt werden, ob- 
gleich ich mich nie entfchließen werde, ſolche Zuſätze zu 
machen, wie fie der oben erwähnte anonyme Recenſent an⸗ 
führt, nämlich jede leichte Zwifchenreduction und Transfor⸗ 
mation. Denn wenu das Gerüfte ftehen bleibt, fo wird 
und durch daſſelbe der Anblick des Gebäudes entzogen — 
ſagt A. v. Humboldt. — 


Dr. S. 





Borrede des Verfaſſers. 





Wahrend die Differenzialrechnung in den letzten Jahren faſt 
ſtationaͤr blieb, machte die Integralrechnung außerordentliche 
Fortfchritte, und es fcheint eine neue Aera für fie zu begin: 
nen; denn Probleme, deren Schwierigkeiten ſich bis dahin 
nicht hatten befiegen laſſen, fanden eine leichte und einfache 
Auflöfung, und die Grenzen, vor welhen Euler, Lagrange, 
Laplace, Legendre,.... ſtehen bleiben mußten, wurden 
weit hinauögerüdt. Cine große Anzahl von Geometern, wie 
Cauchy, Liouville, Sturm, Binet, Lame, Gatas 
lan, Blanchet, Bertrand in Frankreich, Gauß, Ja⸗ 
cobi, Lejeune-Dirichlet, Richelot in Deutſchland, 
Labatto in den Niederlanden, Oſtrogradzky und Bous 
niatowsty in Rußland und Zortolini in Rom wett 
eiferten im Gebiete der Integralvechnung. Die wiſſenſchaft⸗ 
lihen Sammlungen, deren es jedt ſchon eine fo große Ans 
zahl giebt, bieten faft jede Woche mehrere Abhandlungen über 
allgemeinere und. vereinfachte Theorien, über glüdliche Ans 
wendungen ꝛc. zum Studium dar. Cauchy allein hat feit 
dem Zeitpuncte der Ankündigung ded vorliegenden Werkes 
mehr ald achtzig Noten und Abhandlungen über die Inte⸗ 
gralrechnung gefchrieben, welche wir in dem gegenwärtigen 
Werke analvfiren mußten, woraus fi) die verzögerte Erfcheis 
nung biefed bereits im Jahre 1841 im Drude begonnenen 
Werkes erklaͤrt. Daffelbe follte nach der urfprünglichen An» 
Fündigung nur einen Band bilden; allein alödann würde 
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dad Wert zu unvolltinri geworden fein, und, hätte die 
Wiffenfchaft der Integralrechnung nicht nad) ihren gegenwär: 
tigen Intereffen und Zortfchritten darftellen können. Das 
große Wert von Lecrois: Traite da Calcul differentiel et 
dn Calcul Integral, 3 Vol, in 4°. 1810 — 1819 ift jebt 
veraltet und noch durch Fein neuered erfegt, obgleich den fo 
zahlreichen Zreunden der mathematifchen Wiſſenſchaft die Ent- 
deckungen und Werbefferungen der neuern großen Geometer 
größtentheild nicht Leicht zugänglich find, fo daß ein Werk, 
welches den gegenwärtigen Zuftand der Wiſſenſchaft bare 
für Biele erwünſcht fein muß. 


Wir haben daher dad gegenwärtige Werl über bie Ia⸗ 
tegralrechnung in zwei Bände eintheilen müſſen, wovon der 
erſte die eigentliche Integralrechnung, d. h. die Integration 
der verſchiedenen Arten Differenzialausdrücke und der gewöhn⸗ 
lichen, ſo wie der partiellen Differenzialgleichungen enthalten 
ſollte; allein da alsdann dieſer erſte Band zu voluminds ge⸗ 
worden ſein würde, ſo mußten wir die Integration der par⸗ 
tiellen Differenzialgleichungen, die analytiſchen und geometri⸗ 
ſchen Anwendungen, welche von der Integration der Differen⸗ 
zialgleichungen abhängen, die Variationsrechnung, die Anwen⸗ 
dung der Cauchyſchen Reſtrechnung auf die Integralrech⸗ 
nung, die umgekehrte endliche Differenzenrechnung, die Theo⸗ 
vie der elliptiſchen Functionen ꝛc. 2c. für einen zweiten Band 
-auffparen, welcher zugleich eine genaue und fpecielle tabella- 
riſche Weberficht der Leiftungen der verfchiebenen Geometer, 
beren Arbeiten wir benußt haben, enthalten wird. Hiſtoriſche 
Bemerkungen haben wir nicht hinzugefügt, um die Klarheit 
und den Zufammenhang der Beweiſe nicht zu flören, und 
was die von und gewählten Methoden betrifft, jo haben wir 
uns fo viel ald möglid) an die von Cauchy gehalten, wel⸗ 
cher alle Zweige der Mathematik, und befonder& die Jute⸗ 
gealrechnung, fowohl in Beziehung auf die Strenge und Eles 
ganz der Methoden, ald in Beziehung auf neue Refultate fo 
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außerordentlich bereichert hat. Jedoch haben wir uns nicht 
ausfchließlih an Cauchy gehalten, fondern auch die werth⸗. 
vollen Methoden anderer Geometer angegeben. Auch haben 
wir metapbufifche Betrachtungen über die unendlich Kleinen 
Größen und über die verfchiedenen Methoden, welche bei 
mündlichen Borttägen fehr wohl angeftellt werben können, 
vermieden, und hauptſaͤchlich nur die Einfachheit und Strenge 
der Beweiſe im Auge gehabt. In wie fern wir nun vers 
mittelft einer fo Eräftigen Stüge wie Cauchy in diefer letz⸗ 
ten Beziehung mehr geleiltet haben, ald unfere Vorgaͤnger, 
mag der Lefer aus der Vergleichung unfered Werkes mit den 
beflen der bereits früher erfchienenen Werke über benfelben 
Gegenftand felbft erfehen, und wir haben hier nur noch einige 
Bemerkungen über die nähere Einrichtung des Werkes hinzu⸗ 
zufügen. 


Mit Cauchy halten wir dafür, daB man den Namen 

und den Zweck der Integralrechnung, fo wie die Bezeichnuns 
gen und den Zufammenhang derfelben mit der Differenzials 
rechnung nur dann deutlich erklären Tann, wenn man von 
dem beflimmten Integrale ausgeht, welches wir als 
die Grenze betrachten, gegen welche die Summe der unend» 
lich Heinen Werthe ohne Ende convergirt, welche das Diffes 
renzial annimmt, wenn man bie unabhängige Veränderlihe = 
von einem endlichen reellen Werthe zo zu einem andern eben- 
falls endlihen und reellen Werthe X ftetig übergehen läßt. 
Später gelangen wir zu dem unbeflimmten Integrale, befien 
Eriftenz auf dieſe Weiſe unabhängig von geometrifchen Be⸗ 
trachtungen, deren man ſich wohl fonft bedient hat, darge 
than wird. Hierauf entfernen wir uns von Cauchy und 
verweilen bie fchiwierigere Berechnung der beflimmten Inte 
greale in die fechöte Vorleſung, indem wir die vier vorher⸗ 
gehenden Borlefungen den unbeftimmten Integrationsmetho⸗ 
den widmen. 
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Wenn bie Function unter dem Integralzeichen aufhört, 
ndlich und fletig zu fein, und zumellen auch, wenn bie Gren- 
gen des Integrales unendlic werden; fo Tann das beftimmte 
Integral unendlich werden, oder unter einer unbeflimmten 
Form erfcheinen. Oft ift diefe Unbeftimmtheit nur fcheinbar 
und dad Integral hat in der That nur einen einzigen und 
beftimmten Werth, wogegen in andern Zällen die Unbeflimmt- 
heit auch wirklich flatt finden Tann, fo daß das Integral 
“unendlich viele Werthe hat, worunter aber blos einer befon- 
ber bemerkenswerth ift, welhen Cauchy den Haupt: 
werth genannt hat. Endlich Tann das Integral, welches 
im Allgemeinen fehr Elein ift, wenn die Grenzen einander fehr 
genähert find, einen endlichen Werth bekommen und ein ſo⸗ 
genanntes finguläres beflimmtes Integral werden, wenn 
die. Function unter dem Integralzeichen aufhört, ftetig zu fein. 


Die nähere Betrachtung diefer wichtigen Eigenthümlich- 
keiten bilden den Gegenfland der fechöten und fiebenten Vor⸗ 
lefung. Die Theorie der fingulären Integrale ift fehr frudht- 
bar; denn fie liefert den Werth einer großen Anzahl von 
Integralen, welcher fi) auf andere Weife nur fchwer würde 
berechnen laflen, und führt fogar auf allgemeine Formeln, 
welche zur Berechnung. beſtinmier Integrale dienen können. 


Cauchy hat auch noch eine andere Bemerkung gemacht, 
wodurch er auf ganz unerwartete Reſultate geführt iſt. Die 
durch eine doppelte Integration erhaltenen Ausdrücke können 
nämlich von einander verfchieden fein und, von der Aufein⸗ 
anberfolge der Integrationen abhängen, wenn bie unter bem 
boppelten Integralzeichen ftehende Function, oder ihre Ableis 
tungen aufhören endlich und ftetig zu fein. Die neunte Vor⸗ 






wo Die unter dem Zeichen Sf tehende Zunction imagin 
Es ift faft nicht zu begreifen, weshalb diefe fo wichtige Ne: 
merkung nod) fo wenig bekannt ift, fo daß ſich noch tägli 
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felbft geübte Geometer erlauben, die Ordnung der Integra⸗ 
tionen umzukehren, ohne ſich zum Voraus zu überzeugen, daß 
diefe Umkehrung zuläffig ift, wodurd viele Bendk u unvoll⸗ 
ſtaͤndig werden. 


Um Anfänger im Calcul zu üben und fie auf ein tiefe 
res Studium ber vielfachen Integrale vorzubereiten, haben 
wir die vorhergehenden Theorien ‚auf die Löfung der drei 
Probleme der Rertification der Gurven, der Quadratur ber 
Flächen und der Eubatur der Körper angewandt und dieſen 
Sundamentalanmendungen, welche Cauchy fo elegant behan⸗ 
delt bat, vier Borlefungen gewidmet. Eine interefiante Note, 
welhe Zortolini in dem Gionarle arcadico bekannt ges 
madıt bat, hat den Stoff zur zwölften Vorleſung gegeben. 
Diefer italienifche Geometer Löft in dieſer Note mit großer 
Gefchiclichkeit Die Aufgabe: Wenn die zwifchen dem 
Bogen einer Eurve und einer der Coordinaten 
feines Endpunctes flattfindende Relation geges 
ben ift, die Bleihung diefer Eurve zu finden,« 
und wir haben diefe Theorie auf einige auögewählte Beiſpiele, 
worin fid) die Rechnung verrichten läßt, angewandt. 


In der ſechszehnten Borlefung haben wie das Problem 
der Duabratur der Flächen und der Eubatur der Körper aus 
einem allgemeinern Gefichtöpuncte betrachtet. Diefe neue von 
Cauchy herrührende Methode giebt nicht bios die Fläche 
oder dad Volumen, weldye zwijchen gegebenen Grenzen lies 
gen, fondern auch jede andere Größe, welche mit diefer Fläche 
oder diefem Volumen gleichzeitig zu: oder abnehmen muß. 


Mit der fiebenzehnten Worlefung beginnt die genaue Ans 
gabe der Arbeiten der neuern Geometer über die Reduction 
der vielfachen Integrale. Da die fruchtbarfie Rebuctiond« 
methode auf einer Zransformation ſchicklich gewählter Goor⸗ 
binaten beruht, fo haben wir geglaubt, zuvor Die nöthigen 
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Begriffe über die Eoordinatenfpfteme, deren ſich die Geome⸗ 
ter mit dem meiften Glüde bedient haben, mittheilen zu müſ⸗ 
fen. Insbeſondere haben wir die vom Lamé fogenannten 
elliptifchen Coordinaten betrachtet, bei deren Anwendung 
ein beliebiger Punct des Raumes als der Durchfchnittöpunct 
dreier Blächen ded zweiten Grades betrachtet wird, wovon 
jede von einem veränderlihen Parameter abhängt. Diefe 
homofocalen Flächen haben merkwürdige Eigenfchaften, welche 
wir Eur; angeführt haben. 


Nach diefen vorläufigen Betrachtungen mußte die allge 
meine Formel aufgeftellt werden, vermittelft welcher man in 
der Integralrechnung eine Wertaufchung der WBeränderlichen 
bewerkſtelligt. In diefer Beziehung befindet ſich aud) in den 
vollftändigfien Werten über Integralrechnung eine Lüde, 
welche wir auszufüllen gefucht haben, und für dad Wenige, 
welches man in den befannten Werken findet, haben wir zwei 
fttenge Methoden von Cauchy und Catalan fubflituirt, 
und bedauern, daß wir die Jaco biſche Methode nicht haben 
mittheilen können, weil fie zu viel Raum erfordert haben 
würde. - 


Hierauf fchreiten wir unmittelbar zu dem Probleme der 
Zransformation oder Reduction der merkwürdigſten vielfa- 
hen Integrale und leiten mehrere von Cauchy, Poiffon, 
Lioupville, Lamé, Lejeune-Dirichlet, Chasles, 
Catalan, Tortolini aufgeſtellte Formeln ab. 


Die von Leujeune-Dirichlet und von Catalan 
angewandten Verfahrungsarten find befonders merfwürdig. 
Der erfte diefer Geometer multiplicirt den zu integrirenden 
Ausdruck mit einem Factor, deffen Werth innerhalb der In⸗ 
tegrationdgrenzen der Einheit gleich ift, und außerhalb der- 
felben verfhmwindet. Der zweite Geometer ſtützt ſich auf ehr 
feine geometrifche Betrachtungen, vermöge weldyer derſelbe 
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für ein fchwierig zu integrivendes Flächen» oder Volumen⸗ 
element ein anderes gleichbedeutendes Element von folder 
Befchaffenheit fubftituirt, Daß man eine oder zwei Integratio⸗ 
nen unmittelbar verrichten Tann. Sehr einfache analytifche 
Betrachtungen erweitern alödann dieſe Methode auf den Fall 
einer beliebigen Anzahl von Veraͤnderlichen. Vielleicht haben 
wir und bei Ddiefen Unterfuchungen ihrer Originalität wegen 
zu lange aufgehalten; allein nach unferer eigenen Erfahrung 
kann man die Integralrechnung nur dann wahrhaft ftubiren, 
wenn man die geebnete Bahn der gewöhnlichen Lehrbücher 
verläßt und den Meiftern der Wiffenfchaft in ihren neuen 
Wegen folgt. 


Die Rebuctionsmethode von Dirichlet beruht auf einer 
zuerfi von Euler aufgeftellten fehr fruchtbaren Formel, welche 
Poiffon, von der Integration eines Syſtemes gleichzeitiger 
Differenzialgleichungen auögehend, zuerft bewiefen hat, wel: 
yes aber ein Ummeg ift, und wir haben ed daher für beſſer 
gehalten, zwei höchft merkwürdige und wenig befannte Ab⸗ 
bandlungen von Cauchy zu analyfiren, wovon die eine ben 
Zitel: Memoire sur les integrales definies, prises entre des 
limites imaginaires, und die andere ben Titel: Recherche 
d’ane formule generale qui foarnit la valenr de la plapart 
des integrales definies connues, et celles d’an grand nombre 
d’autres führt. Man findet übrigens in biefer ein- und zwan⸗ 
zigſten Borlefung fowohl die wahren Grundlagen des Weber: 
ganges vom Reellen zum Imagindren, als ein fehr finntei- 
des und allgemeined Verfahren, welche die Werthe einer 
Menge beftimmter Integrale giebt, und um von diefer Me: 
thode eine Anwendung zu geben, haben wir die bekannte 
merkwürdige Wallis’fche Formel abgeleitet, weldye das Ver⸗ 
hältniß des Kreisumfanged zum Durchmeſſer ausdrückt. 

Hierauf fommen wir zu dem zweiten Theile der Inte 
gralrechnung, nämlich zu der Integration der Differenzials 
gleihungen. Die Vorlefungen 22, 23, 24 und 25. bieten 
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nichts Neues dar; aber in der Vorleſung 26 wird eine neue 
Methode auseinandergeſetzt, vermittelſt welcher Cauchy bie 
Exiſtenz eines Werthes nachweiſ't, welcher einer Differenzial⸗ 
gleichung der erſten Ordnung genügt und dieſen Werth mit 
einem gegebenen Grade von Annäherung berechnen lehrt. 
- Diefe Methode, weldye einen wefentlichen Fortfchritt der Wife 
fenichaft bildet, ift zwar gedrudt, aber nicht in's Publikum 
gekommen, und folglid) fehr wenig befannt. In Borlefung 
28 wird gelehrt, ‘wie man die Grenze ber Zehler beftimmt, 
welche man begehen Fann, wenn man vermittelt des eben 
erwähnten Berfahrens die particulären Integrale einer Diffe⸗ 
venzialgleichung der eriten Drönung berechnet. | 


Die fingulären Auflöfungen haben eigenthümliche Merk: 
male, vermittelft welcher man fie vor der Integration unmit- 
telbar aus der gegebenen Differenzialgleihung ableiten Tann, 
und welhe Euler, Lagrange, Laplace, Poiffon fuc- 
ceffive unterfucht Haben. | 


Diefe großen Geometer haben zu beweiſen geſucht, baß 
die characteriſtiſche Eigenfchaft der fingulären Auflöfungen 


darin beftehe, den Differenzialcoefficienten z, unendlich, ober 


unbeftimmt zu machen; allein diefe Eigenfchaft ift nicht fo 
allgemein, ald fie geglaubt haben, und der von ihnen gege- 
bene Beweis hängt von Reihenentwidelungen ab, deren Con— 
vergenz durch nichts. bewiefen wird. In Vorleſung 29 wird 
aber gezeigt, wie Cauchy den eigenthümlichen Character der. 
fingulären Auflöfungen ſtreng definirt und fie von der pattie 
culären Sntegralen unterfcheidet. 


An Borlefung 31 haben wir als Anwendungen außer. 
dee Riccatifchen Differenzialgleihjung auch die neuerlich von 
Zacobi behandelte Gleichung: . 











XVII 


(A+A2-+ Ary) (zdy —yds)— (B+Biz-+-B’y)dy 
—(C+C:+ C'y)dx=0, 


fo wie die Differenzialgleichung: 


dx 
Vorra-+,a+gıHta, ’ 
— — — ꝰ — — 
Vaoytaytaytayta' 
integrirt. 


Die Borlefung 32 befchäftigt ſich mit der Integration 
der totalen Differenzialgleihungen der erften Ordnung mit 
einer beliebigen Anzahl von Weränderlihen, und man findet 
daſelbſt eine elegante Transformation des Ausdrudes Xdx 
+ Ydy-+ Zdz, woraus fid) unmittelbar ergiebt, in welchem 
Falle diefes Trinom ein genaues Differenzial if. 


In Borlefung 33 wird die bereits in Vorlefung 27 auf 
‚eine Differenzialgleihung der erften Ordnung mit zwei Ver: 
änderlichen angewandte Integrationgmethode auf ein Syſtem 
von n gleichzeitigen Differenzialgleihungen der erften Ord⸗ 
nung mit n + 1 Differenzialen oder mit n Ableitungen er: 
weitert, und diefe Arbeit Cauchy's, welche bisher nod) 
nicht veröffentlicht war, zeichnet fich befonderd durd) Eleganz 
und Einfachheit aus. 


Ein bemerkenswerthes Factum ift ed, daß man in der 
Sntegralrechnung große Schwierigkeiten nur dann befeitigen 
fann, wenn man die correfpondirenden particulären Werthe 
der urfprünglichen und der neuen Unbelannten unmittelbar in 
die Rechnung einführt, oder was auf daſſelbe hinausläuft, 
gleih zum Voraus für die willlührlichen Conftanten, welde 
dur die Integration eingeführt werden müffen, particuläre 
Werthe der Weränderlihen und ihrer Ableitungen fubflituirt. 


An RBorlefung 34, welche von der Antegration der 
gleichzeitigen linearen Differenzialgleichungen der erflen Ord⸗ 
Moigndo, Integralrechnung. u 
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- nung handelt, findet man die einfache Methode, durch welche 
man dad Integral vervollfländigt, wenn die von Gau 
hy fogenannte- characteriftifhe Gleihung, deren n Wurzeln 
auf die gefuchten n Integrale führen, gleiche Wurzeln hat. 


Bei der Integration einer Differenzialgleihung von einer 
beliebigen Ordnung haben wir zugleich Die Bedingungen ber 
SIntegrabilität des Differenzialausdrudes F (x, y, D, y, ...u 
D:y) der nten Ordnung fireng abzuleiten gefucht. Lexell, 
Lagrange und Poiffon fiheinen nicht beachtet zu haben, 
daß Euler nicht blos gejagt hat, daß die Bedingung: . 

D,F _ D,D,F+ D: D..F—.. —=( 


erforderlich, fondern aud), daß fie hinreichend ifl. Die Me- 
thboden, durch welche Lagrange, Poiffon. und Ber: 
trand die Euler’fche Formel unabhängig von der Varia⸗ 
tionsrechnung zu beweifen gefucht haben, find nicht ‘ganz 
fireng, und die Methode, welche wir mitgetheilt haben, rührt 
von 3. Binet her, und fcheint von jedem gegründeten Ein- 
wurfe frei zu fein. 


- Die beiden folgenden Vorleſungen, welche von den all- 
gemeinen Eigenſchaften der linearen. Differenzialgleichungen 
der nter Drdnung mit veränderlichen oder conftanten Goeffi= 
cienten und mit, oder ohne zweiten Theil handeln, verdienen 
eine befondere Beachtung, und wir glauben alles biöher über 
diefen Gegenftand Gefagte bündig und mit der gehörigen 
‚Klarheit zufammengeftellt zu haben, weil fi) hier eine gün- 
flige Gelegenheit darbot, den Anfängern die Methoden der 
verfhiedenen Geometer und die fo vielfachen Hülfsmittel ber 
Analyfid kennen zu lehren. Lioupille hat im zweiten 
Bande feines Journaled gezeigt, daß d’Alembert zu: 
erft dad Integrationsverfahren angewandt hat, welches ſich 
Libri zugeeignet hatte und auf folgender Fundamentaleigen⸗ 
Ihaft beruht: Wenn man m particuläre Integrale der linea⸗ 
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ven Diffesenzialgleichung obne zweiten Theil kennt, fo kann 
man die Integration derfelben Gleichung mit einem zweiten 
heile auf die Integration einer neuen linearen Differenzials 
gleichung der (n — m)ten Ordnung zurüdführen, und wir 
waren nicht wenig erflaunt, ald wir bei einen: zu wenig bes 
kannten Schriftftele, Dubourguet, dieſe ganze Theorie 
fanden, mit Ausnahme der Formel, welde dad allgemeime 
Integral der linearen Differenzialgleihung mit einem zweiten 
Theile vermittelft eines vielfachen Integrales als Yunction 
der 9 particulären Integrale der Differenzialgleihung ohne 
zweiten Theil ausbrüdt. 


In Borlefung 38, welche ſich mit ber Integration eini= 
ger linearen Differenzialgleichungen der aten Ordnung mit 
veränderlichen Coefficienten befchäftigt, haben wir befonders 
die Sntegrationsmethode der Riccati’fchen Differenzialgleis 
dung : | 

D2 z— ar: =0 


vermittelft eines beflimmten Integrales hervorgehoben, weldye 
Wantzel neulich der Academie der Wiffenfchaften zu Paris 
als neu vorgelegt hat; aber welche man fchon in der 1817 
von Bugnot beforgten Ausgabe von Cauchy's VWorle⸗ 
fungen an der polytechnifchen Schule zu Paris findet. 


Das Verfahren, durch welches Lobatto bie beiden Dif—⸗ 
ferenzialgleichungen: 
D:y—2y=0, Dy Pabry-0 


—* 


integrirt, iſt ebenfalls ſehr inſtructiv. 


Um enblich die vorhergehenden Theorien in ein noch hel- 
leres Licht zu feben, und mit den Rechnungskunftgriffen ver- 
tzaut zu machen, durch welche man fortwährend in der In⸗ 
tegralrechnung die Mangelhaftigkeit der allgemeinen Theorien 
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zu fuppliven fuchen muß, und um den gegenwärtigen Zuſtand 
der Wiffenfchaft näher kennen zu lehren, haben wir es für 
nöthig gehalten, Die verfchiedenen Glafien von Differenzialglei- 
- chungen kurz durchzugehen, welche die Geometer entweder 
direct, oder durch mehr oder weniger indirecte Methoden in⸗ 
tegrirt haben. Unter diefen Anwendungen kommt die Jnte⸗ 
gration des folgenden Syſtemes von Differenzialgleichungen 
der zweiten Ordnung: 


‚Pie=D, R, D}y==DyR, D?z—=D:R, ... 


vor, welche Binet durch ſehr ſinnreiche Betrachtungen be⸗ 
werkſtelligt hat. 


In dem Vorhergehenden hat man geſehen, wie man die 
Integration einer Differenzialgleichung der nten Ordnung auf 
die Integration von n gleichzeitigen Differenzialgleichungen 
der erften Ordnung zurüdführt, und in Vorlefung 39 zeigen 
. wir, .wie man umgelfehrt die Integration eines Syſtemes von 
n gleichzeitigen Differenzialgleihungen der erften Ordnung 
auf die einer einzigen Differenzialgleihung der aten Ordnung 
zurücdführen Tann. 


Wenn eine der biöherigen zur Integration der Differen- 
sialgleihungen angeführten Methoden anwendbar ift, fo muß 
man zu der Integration durch Reihen feine Zuflucht neh⸗ 
men, weldye wir unter allen biöher angegebenen Formen aus⸗ 
einander fehen und nur mit großer Vorſicht angewandt were 
den muß. Einige Betrachtungen über die fingulären Aufld- 
fungen der Differenzialgleihungen von einer beliebigen Ord⸗ 
nung bilden den Schluß von Vorleſung 39. 


Die näherungsweife Integration der Differenzialgleichungen 
iſt iluforifh, fo lange man Fein Mittel hat, wodurch man 
fi überzeugt, wie wir in Vorlefung 27, 83 gethan haben, 
daß die erhaltenen Werthe convergent, ober bie Grenzen, 
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welchen fie fich ohne Ende nähern, Yunctionen find, welche den 
gegebenen Differenzialgleihungen genügen. Die Methode, 
welche wir auseinander gefeßt hatten, läßt in theoretifcher 
Beziehung nichts zu wünſchen übrig, und wir haben fie zu: 
gleich auf ein Syſtem von Differenzialgleihungen von einer 
beliebigen Ordnung , deren Integration fich auf die Integra: 
tion gleichzeitiger Differenzialgleihungen der erften Ordnung 
zurüdführen läßt, erſtreckt. Cauchy bat feitvem aber ein 
neues Integrationöverfahren durch Reihen angegeben, welches 
in praßtifcher Beziehung und auch in andern Rüdfichten viele 
Borzüge darbietet. Wenn fi die Integrale nicht unter end- 
licher Form erhalten lafien, fo kann man durch dieſe fchöne 
Methode wenigftens die Eriftenz der allgemeinen Integrale 
fireng beweifen und fie mit jedem beliebigen Grade von An⸗ 
näherung berechnen, weil diefe Methode fowohl die Bedin⸗ 
gungen angiebt, unter welchen die dieſe Integrale ausbrü- 
Eenden Reihen convergent bleiben, al& die obern Grenzen 
der Zehler, welche man begeht, wenn man von jeder Reihe 
blos ihre n erften Glieder beibehälf. 


Diefed ift der lebte Zufland der Wiffenfchaft in Bezie⸗ 
bung auf die Integration der Differenzialgleichungen, und es 
folgen nun blos noch eine Note und ein Zufag. In der 
erften wird nad Cauchy gelehrt, wie man die abfoluten 
Marima, oder Minima leichter berechnet, . und in dem 
letztern wird gezeigt, wie man nad Poiffon und Jacobi 
in vielen. Zällen die Integrale eines Syſtemes gegebener Dif: 
ferenzialgleihungen ohne Integration aus einander ableiten 
kann. 


Der in der erſten Vorleſung bewieſene Fundamentalab⸗ 
ſatz: »daß ein beſtimmtes Integral dem Producte 
aus der Differenz der Grenzen und aus einem 
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mittlörn Werthe ber unter, dem Beiden Reden 
den Function glei ift,< beruht nebft vielen andern 
wichtigen Refultaten auf folgendem fehr fruchtbaren Behrfage: 
Wenn a, 0’, u,.... Größen von einerlei Zeichen find, fo iſt 
die Summe: . 


’ % 
aa aa aa” +... 
‚gleich dem Producte aus der Summe a + a’ + a +... 
und einer Mittelgröße zwifchen den Coefficienten a, a/,a"...., 
und dieſer Lehrſatz ift felbft nur ein befonderer Kal des fol- 


genden allgemeinern Satzes ,welchen wir hier noch beweiſen 
wollen. | 


Wenn b, b’, 8", .... Größen von einerlei Zeichen find, 
und man hat die Brühe 5, 5 ir ...., fo iſt ber Bruch 
ne eine Mittelgröße zwifchen diefen Brücen, 
d. h. größer als der kleinſte und kleiner ald der größte der⸗ 
felben. Denn wenn g den größten und p.ben Meinften bie- 
fer Brüche bezeichnet, fo hat man: 


a>p «>p >p 
&g' <g’ vg’ 


und folglich, wenn b,b'b".... poſitiv find: 


ww, „>5P „>bp 
a —dg’ <bg’ <b’g' 


alſo: +++ Zeiten 
und: atratat..>P, 

b+b +" +..<g 
aber wenn 5,6',6”.... negativ find: 


_ 1] HU 
app, @ <h, @ Sr 





un 
. f] 17 <(b+b WW... 
ſolglich: ara ta +. Sort Jh 
. at«+a”+...>p 
DV + +... <g 


Wenn o,a',a#.... eben ſowohl als 5,5%,8”.... Groͤ⸗ 
Ben von einerlei Zeichen find, fo haben auch die Nenner der 
Brüche: 


und: 


ba’ War! watt“ 
einerlei Zeichen, und man hat folglich: 
an + aa’ + aa" +...>p 
ba + b’a’ + b’a'’+ u .<g 
Setzt man nun: | 
b=eb=b—...—1, 
fo ift p die Heinfte und g die größte der Größen a, a’, a” .. 
und wenn M.(a,a’,a”....) eine Mittelgröße zwiſchen bie 
fen Größen bezeichnet; fo hat man: 
aataa®+a’a” +... =(a-+a-+0a”..)M.(a,a’,a’”,...). 
. Wir haben ohne Beweis und als eine offenbare Folge: 
rung aus ber Fundamentalformel: 
fod-fa@)=a fl +3 — %)] 


der Differenzialrechnung angenommen, daß jede Function f(x), 
deren Ableitung f’(a) befländig Null ift, nothwendig eine 
Conftante fein muß; denn wenn beftändig f(x) =0 ift, 
fo hat man: 


fa +3@—2))=0, fa=fa)=ec, 


und wir fügen noch hinzu, daß die Gonftante c völlig will 
tührlich ift, und daß ed, wenn bie Function f(x) für ver: 
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ſchiedene Werthe von = Stetigkeitsunterbrechungen darbieten 
kann, nicht nothwendig iſt, daß fie vn = — o bis 
= = + denſelben Werth behält, fondern fie Tann blos 
zwifchen zwei auf einander folgenden Gliedern der Reihe: 


—@, Zur. an 7) Am +» 


conftant bleiben, indem fie fucceffi ive die Merthe co/Ci/ LIE 

annimmt. Wenn man mit Cauchy duch Va3 immer * 
poſitive Wurzel, d.h. -Ha oder — a bezeichnet, jenachdem 
a pofitio, oder.negativ iſt; fo wird die Function f(z), welche 
den vorhin auögefprodhenen Bedingungen genügt, offenbar 
durch folgende Gleichung gegeben: 


(= Im — Go a 





2 V (0 — 2.) 
644% z2— Ip — Em ⸗1 = — In 
Ver Ve 
Denn die fo beflimmte Function ift zwifchen den Grenzen 
z=— 0, 2=2,, beftändig — co, zwifhen den Grenzen 


2—_I, beftändig — Cci, .... und endlich zwiſchen 
den Grenzen —x,, 2 @ beftändig — c,. 


Berichtiguns. Auf der erſten Seite der Vorrede des Ueberſezers am Ende der 
letzten Beile fehlt das Wort: Haͤnde. 
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Vortfepung der geometrifhen Anwendungen. — Quabratur ebes 
ner Eurven. — Verhältniffe zwifchen den Flächen, welche von 
den durch die Gleichungen: 


fa,y9=0, r(&, y)=0, 
rer) 


ausgebrüdten Curven eingefchloffen werben. — Flaͤchen eines 
Segmentes des Kreifes, der Eilipſe und ber Hyperbel. — 
J che eines hyperboliſchen Sectors, welcher zwiſchen der 

ze der x, dem Hyperbelbogen und dem vom Mittelpuncte 
nah dem Enbpuncte des Bogens gezogenen Radiusvector 
Tiegt. Wenn ſich biefer legte Punct in's Unenbliche entfernt, 


b3 


4 


08 & — 
22 17 —a — 
A eeVR, A er cos brdr— Vie 


6 — 72 





90 — 103 


vn 





ſo wird die Flaͤche dieſes Sectors di .— W 
der in den —— Guroen: mendiich groß ee 


— Im 
liegenden Fläche. — Flaͤche ber Evolute ber EHipfe . . . 


Bierzehnte Borlefung. 

Sortfegung ber geometriiden Anwendungen. — Quabratur ber 
krummen Oberflächen. — Berbältniß zwifchen einer frummen 
Dberflähe und ihrer Projection auf eine beliebige Ebene. — 

immung einer Fläche auf einer Erummen Oberflaͤche, 
welde in allen ihren Puncten gegen eine ber Goorbinaten: 
ebenen biefelbe Neigung bat. — Flaͤcheninhalt des Theiles 
ber cplindrifhen Flache 2 —Rz-+-s?==0, welder in ber 
Kugel 2 y? +3? —=R? liegt. — Flaͤcheninhalt des Stüdes 
ber Kugeloberflähe, welches auf der Seite der pofitiven y 
durch die cylindrifhe Fläche abgefchnitten wird. — Flächen: 
inhalt einer Rotationsoberflähe - - - = 2 2 2... 

Funfzehnte Borlefung. 

Kortfebung ber geometrifhen Anwenbungen. — Subatur ber Kör: 
per. — Berhaͤltniß zwiſchen dem Bolumen eines Körpers 
und den Durchſchnitten bdeffelben mit Ebenen, welche zu den 
den Körper begrenzenben Ebenen parallel find. — Verhaͤltniß 
zwifchen den von ben gefchloffenen krummen Flaͤchen: 


f&,y,)=P0, r( y, z)=0, 6, 2 :) —=(, 


E— ra 2)=0, 13 2, 2)=0 


begrenzten Bolumen. — Anhalt der von Rotationsoberflächen 

begrenzten Bolumen . . . . . rn 
Sechtzehnte Vorlefung. 

Anbere Ableitungsart der Kormeln für die Quabratur ebener Flaͤ⸗ 
hen und für die Eubatur der Körpers. Ausdrud des Bo: 
Iumens in Polarcoorbinaten . . > 2 er 2 en 

Siebenzehnte Borlefung. 

Reduction ber vielfahen Integrale. — Erfte Methode vermittelft 
einer Goorbinatenveränderung. — Elliptiſche Goordinaten 
von Lams. Binet’s Climinationsmethobe, melde auf 
eine beliebige Anzahl von Sleichungen von ber Form: 


3 n < 
— L + 12.=1,... 
tt 
anwendbar ift. — Eigenſchaften der hHomofocalen Oberflächen. — 
Aligemeineres Soordinatenfuflem als das von fame. . . 
Achtzehnte Vorlefung. 

Fortſetung. — Allgemeine Formel für bie Transformation der 

Beränberlichen in ben vielfachen Integralen. — Alte umvoll⸗ 


(4 


14 — 19 


. 13 — 197 


138 — 14 


. 143 — 154 


155 — 1 
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fländi: e Methode. — ‚Saudy’s Methode. — Sacobi's - 
Behrfak. — Catalan's Methode . ’ een 162 — 171 


Reunzebnte Borlefung. 


Fortſetzung. — Rebuction der vielfachen Integrale durch eine 
Zransformation der Koordinaten. — Ableitung-ber Formeln: 


SS f(a cos%+a’ sind, ß cos ua+ B’ sin u)du 
= /” f(cosu, sinu)du, 


S. u A f(au+”’ ACH HEwaUHT 4 wind 
=/ Ir —J v, w) sin ududS, 


SS ru cos u sin a cos ꝰ +a”sinusin®) sin udud$ 
nee) J 


+ 
Sr 
= / rd 
Ä . einvwdu Am 
Q— ——,— 
S N (u? — v2) dudv nr 
0 sı VRR va u v2 7 


Geometriſcher Beweis der Formel: 


2 (AR u2) (v2) RB) _ | 
S. S SE M — Tre = vr pr?" vn Be, 


° S. fi I—m? sin?I — n? sin?« 
V 1Min? I—m2sin?3 Y In? sin®u du do æ 


Legendre's Theorem über die elliptiſchen Functionen.. 172 — 192 
Zwanzigſte Vorleſung. 
Berſchiedene andere Methoden zur Reduction oder Srandforma: 
tion ber vielfahen Integrale. — Cauchy's Methode, wei 
darin befleht, daß man in dem gegebenen Integrale für 
einen F Bactpr der Function unter dem Zeichen S ein (hietie 
gewähltes beftimmtes Integral ſetzt. Beweis ber Formeln: 


| zi-Iym-Izn-tgrasg-iygnen 
J. V. Y. (fax —[— — dı dy di... 
_fF (Bm) T{n)... ”» tu⸗ i e tdt 


.. Wrath.’ 


on 
27 / , fi(ata’?+a”2)cosujsintdu, 











XIX 


SIT. (ras+Byrrar. m dr dy dz... 


_ TOT (m) Tin)... Pain...) | 





-Tku) alfa.’ 
Tii+a) Pi- =, 


FE 
PUT... r(1+>+°+°+..) 


Dieſes Iegte Integral muß auf alle pofitive Werthe von 
„hr. weldye der Ungleichheit: 


= \? y\ı 3 \r 

DH H-<i 
genügen, erftredt werben. — Methode von Lejeune:Di: 
tichlet, welche darin befteht, daß man ben zu integrirenben 
Ausbrud mit einem Factor multiplicirt, deſſen Werth inner: 
halb der Integrationsgrenzen S J ift, und welder anßerhalb 
diefer Grenzen verfhwindet. — Beflimmung bes dreifachen 
SIntegrales: 


4 dz dy ds — 
8* n— Se» +(y-B)?+(z— Jet’ 
welches zur Berechnung der Anziehung bes Ellipſoides: 


—— 


dient. — Catalan's Methode, welche darin beſteht, daß 

man mit Huͤlfe geometriſcher Betrachtungen fuͤr ein Flaͤchen⸗ 

oder Volumenelement ein anderes leichter zu integrirendes 

fegt. — Anwendung auf die Beſtimmung ber ganzen Ober⸗ 
che des Sllipfoides durch die Gleichung: 


S=re+ 7a [ac )E(k,n)+eElk,n) 


Beweis ber Formel: 
I—m! u? — an? y?— pi?! 


s=//, dx dy dz I p_2 
J 


I—m? dU L-n? dU I- pdÜ 
=5:(75 n da p dp)" 
— Analgtifhe Erweiterung biefer Methode auf eine belies 

















— 


bige Anzahl von Veraͤnderlichen. — Verſchiedene Anwendun⸗ 


gen. — - Rote über bie Beſtimmung ber Grenzen der Ver⸗ 
nderlihen A, u,»,...., welche mit z,y, 3, .... durch bie 
eben 


J 

1, 

— — 
—— 7 . — pe 


verbunden ſind, und der Bedingung: 


Bun 





* < 
Pat Bet ast-S —1 


entfprechen. — Rote von Lioupille und Plana über die 
Realität der Burgen der Gleichungen: . 


ı? 


2 
Er Baer Dr 


Ein und zwanzigfte Vorleſung. 
‚Ueber ben Uebergang vom Reellen zum. Imaginären bei ber Be: 


fimmung beftimmter Integrale. — Beweis der Euler’fdyen 
Fornieln: 


SE lee ya OT ie LESEN 


⸗ Zi dy= / RR ı+Y-i | 


Y3 
Beweis ber Sleihung f*2 F(a)de= A, welde die Be: 
flimmung ber barin oörfommenben Integrale auf die Beſtim⸗ 
mung der Wurzeln der Gleichung 55 = 0 zuruͤckfuͤhrt. — 


Der Fall, wo A=0 iſt. — Anwendung dieſer letzten For⸗ 
“mel auf die Summirung gewiffer Reihen. — Wallis'ſche 


Formel: 
7 22446 
2 7” 13355 


Directer Beweis derfelben Formel. — Beweis der Gleihung: 
1 an — 
fo 5, .„ fat re'V 1) dt, 


wodurch eine Junction, welche nebft ihrer Ableitung ſtetis 
ift, in ein beflimmtes Integral verwandelt wird . 


19 — 226 


227 — 248 
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Zweiter Theil, 
Integration der Differenzialgleihungen. 


Bwei und zwanzigfte Vorlefung. 
Allgemeine Principien. — Differengiaigleihungen ber erſten Ord⸗ 
nung. — Unmittelbare Integration. — Raͤhere Beſtimmung 
der Differenzialgleichung: 


du\.. 
fiz, v2)=0. 


Das allgemeine Integral einer ſolchen Gleihung muß immer 
eine willkuͤhrliche Conſtante enthalten. — Particuläre unb 
finguläre Integrale. — Bedingungen der Integrabilität . . 


Drei und zwanzigfte VBorlefung. 

Integration durch Bubftitution. — Integration vermittelft eines 
ſchicklichen Factors. — Wenn man annimmt, daß das allge: 
meine Integral eriftirt, fo kann man leicht die Eriftenz des 
integrirendben Factors nadhmeifen. — Cauchy's Beweis. — 
BP. Binet’s Beweis. — Partielle Deren leihung, von 
welcher ber integrirende Factor abhängt. — Beftimmung bie: 
fes lei in einigen befondern Fällen. — Lineare Diffe: 
renzialgleich ung. Domogene Di erenziatgleichuns. — Sn 
tegration ber Differenzialgleihung: . . 


 (Ar+By+E)dr+(Cr+Dy+E) y=0 


Vier und zwanzigfte Borlefung. 


Integration durch Differenzirung oder durch Subftitution ber Ab⸗ 
leitung y’ für bie unbekannte Bunction y. . . .. 


Fünf und zwanzigſte Vorleſung. 
Verfahren, durch welches man aus dem allgemeinen Integrale 
gewiſſe finguläre Integrale ableiten kann. — Beſtimmung 
der in dem allgemeinen Integrale vorkommenden Conſtante 


Sechs und zwanzigfte Vorlefung. 

Strenge Methode zur Nachweiſung ber Eriftenz eines Werthes 
von y, welcher einer Differenztalgleihung der erften Ordnung 
genügt unb zur Berehnung diefes Werthes mit einem gege: 

enen Grade von Annäherung. — Warum biefe Methode nur 

zur Berechnung des Integrales dienen Tann, wenn der ber 
unabhängigen Weränderlichen beigelegte Verth awiſchen ge⸗ 
wiſſen Grenzen liegt . . 


Sieben und Imanzigfe VBorlefung. 
Anwendung ber in ber vorhergehenden Borlefung auseinanderge⸗ 
fegten Methode auf die Integration einer beliebigen Diffes 
zengialgleihung ber ber erften Ordnung mit wei Beränberlis 
NnayYy.- » .. 


Acht und zwanzigfte Bertefung. 

Srenze ber Fehler, welche man begeben Tann, wenn man bie 
in den vorhergehenden Vorleſungen auseinandergefegte Mes 
thode zur numerifhen Berechnung der particulären Inte 
grale einer Differenzialgleihung ber erften Orbnung ans 

— Wenn man a priori annimmt, daß das Integral 
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eriftirt, fo Tann der Fehler auf bie ‚Hälfte zebucirt werben. 
— Andere Methode zur näherungsweifen Integration. — 
Numerifche Anwendungen. — Berechnung eines ber particus 
lären Integrale der Differenzialgleidhung : " 


dy= ( + y?) dı 
bis auf O, 1 genau .. 


Neun und zwanzigſte Votleſung. 


Beſtinmung aller particulaͤren, oder ſingulaͤren Integrale, welche 


einer Differenzialgleichung der erſten Ordnung angebdren 
können. — Eigenfchaften einiger biefer Integrale. — Wert: 
male ber fingulären Integrale. — Ein gegebenes Integral 
ift eine particuläre, oder finguläre Auflöfung, jenachdem ein 
gewifles beftimmtes Integral ein beflimmtes finguläres In⸗ 


* 


tegral iſt, oder nicht 


Dreißigſte Vorleſung. 


Integration der Differenzialgleichungen der erſten Ordnung, wos 


rin bie Ableitung y’ auf ganze, oder gebrochene, poſitive, 
ober negative Potenzen erhoben, vorlommt. — Anwendung 
auf die Beflimmung ber Gleichung einer Curve, wenn man 
die Relation zwiſchen dem Gurvenbogen s und ben Goor: 
dinaten z, y kennt. — Die Integration laͤßt fi jedesmal 
bewerfftelligen, wenn der Bogen s eine homogene Kunction 


der Beränderlihen x, y if. — Betrachtung ber Faͤlle, wo 


man bat: . 
—2ry, s=ar+by, t=rıyy!, =y!+mel... 
Ein und breißigfle Borlefung. 


Integration einiger_ber merkwuͤrdigſten befondern Differenzialgleis 


/ 


Aungen ber erften Ordnung. — Riccati’s Bleihung: 
dy = (ay’+bx")dı. 


Betrachtung bes Kalles, wo die Irennüng der Veraͤnderli⸗ 
* moͤglich iſt. — Numeriſche Anwendung auf die Glei⸗ 
ng: 


dy—= y’dı +2r Bar. " 


Im Allgemeinen zu befolgender Bang. — Die Differenzial: 
gleihung : 


dy—= by’r*dr + ax dı 


laͤßt fih auf bie Riccati’fhe zurüdführen. Daffelbe ift in 
gewiften Fällen mir der Differenzialgleihung: 


dy=ay’d«+ byrrdr+ cr*dx 
und in allen Faͤllen mit ben Gleichungen: 
n(n—1) 
Fa 
der Fall. — Integration der Differenzialgleichung: 


2n 
Diz +7 Dız=Bz, D?u— u—Bu 


[4 





(A+A’z+ A”y)(zdy— ydır)-(B+B’s-+B’y)dy' 
+ (C +Cr+ C’y)dz ==(), 
Integration der Gleichung: 
dx - 


Veritas’ ra? ra + 0, 





dy 


— ° 
UV ftaytaytayta 


+ gagrange's, Ridelot’s und Cauchy's Werfahrn: : 


Zwei und breißigfie Borlefung. . 
Integration ber totalen Differenzialgleihungen mit einer belle: 
igen Anzahl von Beränderlihen. — Diferengialgteidamgen 

mit drei Beränderlihen. — Unmittelbare Integration, v 
vermittelft eines integrirenben Factors. — Bedingungen ber 
Sntegrabilität. — Die Beſtimmung bed Integrales Aßt ſich 
auf die Integration zweier Differenzialgleihungen mit zwei 
Veränderlihen zurädführen. — Verſchiedene Anwendungen. 
— Wenn bie Integration nicht möglich ift, fo kann man ber 
gegebenen Steihung, welche eine gemeinfame Gigenfihaft un: 


Ey 
.. 


„ 


. s 
. 
. 
’ 


endlich vieler Curven von boppelter Krümmung ausdrüdt, : 


bo immer durch das Syſtem ber beiden Gleichungen genuͤ⸗ 


en. — Transformation bes Trinomos Xda Vdy Zds. 


ertmal, woran man erkennt, daß daffelbe ein genaues 


Differenzial ift. — Betrachtung bes Falles, wo die Differens‘ 


ziale auf höhere Potenzen erhoben find. — Der Ball, wo bie 


egebene Differenzialgleihung eine beliebige Anzapı von Ber: - 
n . . 0 


rlichen enthält. . . .. . 0.2. 


Drei unb dreißigfle Vorlefung. 


Ueber die Integration eines Syſtemes von » gleichzeitigen Diffe: 
renziaigleihungen der erften- Ordnung mit n +1. Differenzj 

Ien ober mit n Ableitungen. — Beweis der Eriftenz der all: 

gemeinen Integrale. — Senäherte Berechnung. Berfelben. — 

renzen der begangenen Fehler. — Das Syſtem ber allge: 


\} 4 


meinen Integrale muß nothwendig » willtübrliche Eonftanten ' 


enthalten, unb es giebt nur ein foldhes Syſtem. — Singu: 
laͤre Integrale » > 2 2 22er. ... 


Vier und dreißigſte Vorleſung. 


Jntegration ber gleichzeitigen linearen Differenzialgleichungen ber 
erften Orbnung und eniger andern Differenzialgleihungen. — 
Die Integration hängt von der Auflöfung einer cdyaracteri: 


# . 


ſtiſchen Bleihung ab. — Betrahtung des Falles, wo biefe' 


Gleichung gleihe Wurzeln bat. . . - 
Fünf und breißigfte Vorlefung: 


Integration einer Differenzialgleihung von einer beliebigen Ord⸗ 
nung mit zwei Veränderlihen. — Allgemeine Principien. — 
Bedingungen ber Integrabilität einer ſolchen Sleihung. — 
Das allgemeine Integral enthält nothwenbige Sonftanten. — 
Jedes finguläre Integral enthält nothwendig weniger, ald » 
Eonftanten. Soll ber Ausbrud Flæ, Yy, Yı +... XxG-MN 
ein genaues Differenzial fein, fo ift erforderlich, aber auch hin 
veidend, daß man babe: 


Moigno, Jutegralrechnung. IH 


D,F— D,D.F+DID,F—..=0. r 


Beweis von 3. Binet. Bedingungen, weldhe erfüllt wer: 
den müflen, wenn die Function F eine gewiffe Anzahl von 
Malen integrabel fein fol. — Erweiterung diefer Methobe 
auf eine Differenzialgleihung von einer beliebigen Orbnung 
und irgenb einer Anzahl von Veränderliben. — Euler’s 
merkwürdige Kolgerungen hieraud - - - 2 0 0 0. . 42 — 4 


Schs und dreißigfie Borlefung. 


Allgemeine Eigenſchaften und Integration ber linearen. Differen- 
zialgleihungen der aten Ordnung mit veränberlidhen, ober 
sonftanten Gsefficienten und mit, ober ohne zweiten Zheil. — 
Erfte Eigenfhaft: Die Integration ber Differenzialglei: 
chung mit einem zweiten Theile läßt fi immer auf bie Integration 
derfelben Steigung ohne zweiten Theil zurüdführen. — Zweite 
Eigenſchaft: Das allgemeine Integral ber linearen Dife 
ferenzialgleihung mit einem zweiten Theile ergiebt fid ver: 
mittelft eines vielfachen Integrales aus ben Integralen von 
» linearen Differenzialgleihungen ohne zweiten Theil. — 
Dritte Gigenfhaft: Das allgemeine Integral der Difs 
ferenzialgleihung mit einem zweiten Theile ergiebt fi ver- 
mittelft eines vielfachen Integrales aus m particulären Ins 
tegralen der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil. — 
Bierte Eigenfhaft: Wenn man m particuläre Inte: 

rale der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil kennt, fo 
ann man bie Integration ber Differenzialgleihung mit einem 
zweiten heile immer auf die Integration einer neuen linea- 
ren Differenzialgleihung von ber (mn —m)ten Orbnung zu: 
ruͤckfuͤhren. — Fünfte Eigenfhaft: Wenn Yı, Yarccı 
Yan, n particuläre Integrale der Differenzialgleihung ohne 
eiten heil find, und y, ift ein particuläres Integral der 
ifferenzialgleihung mit einem zweiten Theile; fo find bie 
allgemeinen Integrale der Differenzialgleihung mit, ober 
ohne zweiten Theil refp.: 


y= CYı + C,Yz +C,Y, +..+ CY.ty „ 
Y=CY, OVS +GY, .. O.V. 


Analogie zwiſchen den linearen Differenzialgleichungen und 
ben algebraiſchen Gleichungen. — Lehrſaß von Libri und 
Beweis deſſelben von Liouville. — Beiſpiel der Erniedri⸗ 
gung ber Ordnung linearer Differenzialgleihungen . . . IB — MI 


Sieben und breißigfte Vorlefung. 


Sntegration ber linearen Differenzialgleihung der nten Orbnung 
mit conftanten Coefficienten und mit, ober ohne ein letztes 
veränderlihes Glieb. — Erfte Methode: Reduction ber 
linesren Differenzialgleihung der nten Ordnung pn ein Sy: 
ſtem von » linearen Differenzialgleihungen ber erſten Orb: 
nung. — Zweite Methode: Durch fucceffive Erniedri⸗ 
gung der Drbnung ber gegebenen Differenzialgleihung. — 

ritte Methode: Durch den Uebergang von der Differens 
Kualeiäung ohne zweiten Theil zu ber mit einem zweiten 
.— Betrachtung bed Falles, wo man n— m In: 
tegrale biefer legten Gleichung Tennt. — Betrachtung bes 
gelte, wo die dharacteriftifhe Gleichung gleiche Wurzeln hat. 
erfchiebene BVerfahrungsarten, wodurd man dem Integrale 
feine ganze Allgemeinheit wieber giebt. — Unterſuchung bes 
alles, wo die characteriſtiſche Gleihung gleiche Wurzeln dat. 





— Berſchilebene Anwendungen D eichungen 
ohne ee einem conftanten, He ver en weiten 


e . ® u ö“„e ee 2. ee 22 0 o “ 0 “ . [2 o ® — o 


Abt und dreißigſte Borlefung. 


Integration einiger linearer Differenzialgleihungen ber nten Orb: 


nung mit veränberlichen Goeffisienten. — Betrachtung ber 
Differenzialgleichung: 


Ay 
(a+b2)* 
Unt des Falles, wo die characteriſti Glei 
ie en * — —S Dane 
Diz=axz 


vermittelt eines beftimmten Integrales. — Betrachtung bes 
an wo man bas allgemeine Integral ber Differenzials 
gleichung: 


A 
D:y +25 DE 'y+..+ — X 


D! z= ar" ?z 


unter enblider Form erhalten kann. — Lobatto's Berfah⸗ 
zen zur Integration der beiden Differenzialgleihungen : 


Diy—ay=0, Dytabry=0. 


Berſchiedene Anwendungen: I. Gleichungen, worin 
eine Ableitung von irgend einer Ordnung als Function ber 
um eine ober zwei Ginheiten niebrigern Ableitung ausges 
druͤckt fl. — I Differenzialgteihungen der zweiten Ord⸗ 
nung, worin eine ber Veraͤnderlichen 7, Z fett. — III. Ho⸗ 
mogene Differenzialgleihungen. — IV. Differenzialgleichung, 
weile homogen wird, wenn man darin y als vom mien 
Grade betrachtet. — V. Differenzialgleihung, worin die Ber: 
aͤnderliche y unb ihre Differengiale dy, 1.0. überall 
einerlei Dimenflon haben. — Vi. Integration ber Differen- 
zialgleichung: 
Ey aydı? 
—ñ— — 
(by’+c+2dr+er?)? 


vermittelft eines unbeftimmten Factors. — Integration ber 
Differenzialgleihhungen: 
Diytf)D,y+FYy)D,y—=0, 
z2D,f+D,zD,f+D: zD,.f..+D"zD,f=0. 
Integration ber gleichzeitigen Differenzialgleichungen: 
Dix =D,R, Diy=D,R, D?z = DR, .... 
giminstiongmetgobe, welche auf bie beiden Differenzialgleis 
en: . 


M, Di’y+-M,Di’y+- M,Di’y+.. =, 


N, D’y+N,D°’y+N,Di'’y+..=T, 
anwendbar ft . . . 2.1. . 0 0200 0 u. 01° 0° 


X 


Neun und dreißigſte Vorlefung. 


‚Reburtion eines Syſtems von n Differenziaigleihungen ber erften 
Drbnung auf eine einzige Differenzialgleihung der aten Orb: 
nung. — Integration durch Reihen, und zwar vermittelft 
der Zapylor’fhen und? Maclaurin’fchen gormel ‚ ober 
durch die Methode der unbeftimmten ®oefficien- 
ten. — Anwendung auf die Ricceti’fhe Differenzialglei- 
hung. — Transformation ber erhaltenen Reiben in beftimmte 
Integrale. — Betrachtung des Falles, wo ſich bie Integra: 
tion verrichten läßt. Beſondere, auf die Differenzialgleihung : 


anwendbare Methode. — Ausdruck des Integrales vermittelft 


einer Reihe vielfahher Integrale. — Befonders auf bie Glei⸗ 


hung : 
D?z—=Xz 


anwenbbares Verfahren. — Einige Eigenſchaften der Diffe⸗ 
renzialgleichung der zweiten Ordnung: 


D’y+X.D.y+X,y=0. 
Rote über bie fingulären Integrale der Differenzialgleichuns 
gen einer beliebigen Ordnung .. » » 2 0 0.» . 


Vierzigfte Borlefung. 
Neue Methode zur Integration eines beliebigen Syſtemes gleich⸗ 
zeitiger Differenzialgleihungen der erflen Ordnung. — Die 
ntegration biefes Syſtemes von Differenzialgleihungen wird 
auf die Beflimmung der particulären Integrale einer Huͤlfs⸗ 
gleichung mit partiell ifferenzialen zurüdgeführt. — An: 
wenbun erintedene Deripiele. — Entwidlelung der ge: 
ſuchten —*83* in Reiheen.. 


Ein und vierzigſte Vorleſung. 


Beſtimmung der Grenzen, zwiſchen welchen die Reihen, welche 
die allgemeinen Integrale eines Syſtemes von Differenzial⸗ 
gleichungen ausdruͤcken, convergent bleiben, und der Fehler, 
welche man begeht, wenn man von jeder Reihe nur die n 
erften Glieder nimmt. — Rote über die Beflimmung ber ab: 
foluten DMarima und Minima, — aufag über die Methode, 
vermittelft welcher man in gewiſſen Faͤllen alle Integrale 
eines Syſtemes gegebener Differenzialgleihungen aus einigen 
berfelben ohne Integration ableiten fann . . » » - ur 
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370 — 380 


50 — 618 





Antegralrechnung. 


« 
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| &rfter Theil. — 
Integration der entwickelten Differenzialausdrücke. — Analy⸗ 
tiſche und geometriſche Anwendungen. 


Erſte Borlefung. 


Definitionen. — Beftimmte und unbeftimmte Integrale. 





$. 1. Die Integralrehnung ift dad Umgelehrte der Dif- 
ferenzialrechnung. Tor auptobject befteht darin: die Fun⸗ 
ction zu finden, weldhe, wenn fie differenzirr wird, 
ein gegebenes Differenzial wiebergiebt, oder die Intes 
tegralrehnung lehrt: wie man von den Differenzialen 
und Ableitungen zu den urfprüngligen Functionen, 
wovon fie abgeleitet find, zurüdgeht. | 
8. 2. Da dad Differenzial f (2) dr einer fletigen Function 
F(z), wenn es ftetig und unendlich Fein ift, dem Zuwachſe ber 
Function gleich ift, wenn die unabhängige Veränderlihe z einen 
unendlich Fleinen Zuwachs befommt; fo folgt ‘unmittelbar, Daß, 
wenn man die Summe ber unendlich Heinen Werthe bildet, welche 
diefed Differenzial annimmt, wenn man x ftetig, d. h. nach un= 
endlich kleinen Incrementen dr von einem endlichen und reellen 
Werthe z. zu einem andern ebenfalld endlichen und reellen Werthe 
X. übergehen läßt, man nothwendig die Summe der Zumächfe er- 
hält, welche die Function F(x) annimmt, indem fie von dem 
Werthe F (ze) zu dem’Werthe F(X) übergeht, und daß biefe 
Summe folglih ‘den Gefammtzuwahfe FIX) — Flxe) biefer 
Function gleih if. Man erhält folglich, bis auf eine Conſtante 
— Fläs), den Werth der Fünctien F (x), welcher irgend _einem 
reellen Werthe X von x entfpricht, wenn man -die Summe ber 
unendlich Heinen Werthe des Differerizialed f(x) dr bildet, indem 
x von x, zu X übergeht. Diefer Fundamentalſatz, deſſen Rich⸗ 
tigkeit aus den folgenden Betrachtungen noch vollftändiger hervor: 
geben wird, ift die Beranlaffung gewefen, daß man die urfprung- 
Moigne, Integralrechnung. 1 
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liche Function F(z) die Summe oder das Integral und ben 
Inbegriff der Methoden, vermöge welcher man von dem Differen- 
iale f(x) dx zu der urſpruͤnglichen Function FLx) oder zu gewif: 
Een beftimmten Werthen diefer Function übergeht, die Antegral- 
ralrehnung genannt hat. 
8.3. — al Es fei fix) «ine zeigen ben Gren- 
zen 2, X ftetige Function, fo wollen wir das Inter 
all X— on inn Intervalle dd —ı ar ----- , 
1 = X zerlegen und jedes dDerfelben mit 
dem Werthe der Function multipliciren, welder dem 
Anfange jebes Sntervalled oder Elemente ent 
fpridt, nanlid ı —ou mit f (a), aa mitf @) 
.... A—-NY mit f (mn); fo bat die Summe diefer 
Producte, nämlich: . 
S=4—-u)f)ta -dfa)t+.- Rn )f-1) 
nah einem betannten Zehrfage einen endlichen Werth, 


weldber dem Producte aud der Summe X— nz der 
Größen 1 —a, ar .... K—M-ı von demfelben 


zwifchen den Werthen fa), (a), ---- fn-ı), d. h. 


Zeichen und einem Werthe 2/9 welcher ein Mittel 
l 


größer, als der Fleinfte und kleiner, ald der größte 
erfelben ift, gleich ift. 
Anmertung 1. Da diefe Größen oder Goefficienten be⸗ 
fondere Werthe ded Ausdrudes Fla, +3 (K— 2e)] find, welche 
wifchen O und 1 liegenden Werthen von I entfprechen, fo ift 
as Mittel auch ein Ausdruck von derfelben Form, und man hat: 


s=X—z) fu +3&—z)]. 
Anmerkung 2. Wenn fih alle Elemente der Differenz 


 X— x, auf ein einziges rebucirten, welches offenbar diefe Diffes 


renz felbft wäre; fo hätte man blos: 
| S=X—u)f) 


und 'man braudte, um, von diefem legten Falle zu dem vorher: 
— 5 uͤberzugehen für f(x) nur einen Ausdruck von folgender 


orm zu ſetzen: 
fa +3 &—2)) a 


$. 4. Lehrſatz 2. Der Werth von S hängt im All 
gemeinen von der Anzahl und von dem Werthe der 
lemente 1 — 2, -i, ....... X—r,-ı, und folglid 
von der gewählten Cintpeilungsart des Intervalles 
X—2, ab; aber wenn bie Zahlenwerthe diefer Ele 
mente fehr klein und ihre Anzahl fehr groß werben, 
fo bat die Eintheilungsart des genannten Anter- 
tervwalles auf den Werth von S PFeinen merflihen 


Einfluß mehr. 


Beweis. Wir wollen zuvärderft annehmen, daß bie zweite 
Eintheilungsart eine abermalige Eintheilung (Untereinthellung) 


. .. 


der Elemente n — u, — 2, .... ſei, fo find die verſchiedenen 
Glieder von S, nämlich ... s 


ar), az) fe), --.., A m-Dfm-ı 
nach 8. 3 refp.: 
a-a)fa + a) dl) +), 


3 —a)flaı 3) a) Te) ta),---- 


L—1,-Ifn- + sSX—-,-_N=-A—u-Nin- Ita - 1), 


wo, A, ..... es Größen find, welche mit den Differenzen 
—5 3 — Ur... X — -ı verſchwinden, und man bar 
olglich: 


—A— ——,— . Xu )f- 
ER 


wo € ein Mittel zwifhen &, &, ..... &, und folglich auch 
eine febhr Peine —2— iſt, wenn die Intervalle an, —* 
ſehr klein find, und weiche mit dieſen Intervallen verſchwindet. 
Der Werth von S wird alſo nicht merklich geändert, wenn man 
” einer zweiten Eintheilung fchreitet, worin jedes der ſchon ſehr 
feinen Elemente der erften Eintheilung wieder in mehrere Ele⸗ 
mente zertbeilt wird. Wenn die zweite Eintheilung Feine aber- 
malige Eintbeilung der erften wäre, fo koͤnnte man fie beide mit 
einer dritten vergleichen, welche aus ihrer Verbindung entfteht, 
oder fo befchaffen if, daß jedes ihrer Elemente durch die Vereini⸗ 

mebrerer Elemente der dritten Eintheilung entflände. Diefes 
Finde fatt, wenn alle in den beiden erften Einthellungsarten 
zwifchen die Grenzen z., X eingefhobenen Werthe von 2a, Lu, 
Karrın. ,&n-ı bei der dritten Eintheilung angewandt würden. 
Da alödann der Werth von S nahezu derfelbe bleibt, went man 
von der erflen, oder von der zweiten zu der dritten Eintheilung 
übergeht, fo Ändert er fi auch nicht merklih, wenn man von 
der erften Eintheilung zu der zweiten übergeht. 

.5. Anmerfung 1. Wenn die Elemente der Differenz 
X— r, unendlich Fein werden, fo hat folglich die Eintheilungsart 
auf den Werth von S nur noch einen unmerflichen Einfluß, und 
wenn man bie Bahlenwerthe diefer Elemente immer Eleiner werben 
läßt, indem man ihre Anzahl immer größer nimmt; fo wird ber 
Werth von S zulegt nahezu conftant, oder erreicht eine gewiſſe 
Grenze, welde einzig und allein von der Form der Function 
f(x) und von den der Veränderlichen x beigelegten Grenzwerthen 
24, A abhängt. Diefe Grenze ift in Beziehung auf die Function 
fix) ein fogenannted, zwifchen den Grenzen z,, X genommenes 
beflimmtes Integral. ° 

8.6. Anmerlung 2. Jedes der Glieder der Summe S 


oder des beflimmten Integrales ift ein befonderer Werth des Pro⸗ 


ducetes: 
fo)de=hf(@), 
woraus man diefe Glieder ableitet, wenn man fucceffive ſetzt: 


Ä 


m her — 2, r=r 1/ = —ı,. ..j —— —l kzXR—r,_ı 


fo daß das beflimmte Integral wirklich bie Grenze der Summe 
der Werthe ift, welche dad Differenzial zwifchen den Grenzen z,, 
X annimmt, weshalb man diefed beitimsnte Integral auch durch: 


[are de 


bezeichnet, und man hat folglich: 


ode 


lim. a —z)f re —a)faı)+- +&_)f G. 
=&X—-u)fan +3 X—2)) 
s. 7. "Wenn man in dem beflimmten Integrale 
Sr@ar beide Grenzen, oder blod eine berfelben, z. B. X, 


ſich ändern läßt, fe ändert ſich auch der Werth des Integrale, 
und wenn man © für die veränderlich gewordene Grenze ſetzt; 
ſo erhaͤlt man eine neue Function F(x) von æ, melde durch die 
Gleichung: 


F@= fi fde=@- fat sen) 


beſtimmt wird, für 2x, verſchwindet und mit f(&) zu gleicher 
Zeit fletig ift. Außerdem ift aus der Differ ialrechnung bekannt, 
daß man, wenn: F’ (x) die Ableitung von F 2) bezeichnet, hat: 


2... F@o=@—n)Fla+9@—2)) 
weil F()=o if. Man bat folglich au: - 
Fa +3. —z)=fla +93 —)), 
woraus folgt, wenn man 2=xze febt: 
F j (X) -f (29), 
. und da To beliebig iſt: 
F—F). 
Folglich hat das als Function von z betrachtete Integral: 
u  Jaf@dr=F@) 
die unter: dem Integralzeichen ſtehende Function fr) zur Ab⸗ 
leitung, und man hat daher bie Gleichung: 
— rwd=fe) 


$. 8. Wenn man durch Fix) den allgemeinen Werth der 
Function bezeichnet, deren Differenzial f(x) dx ifl, oder den Werth, 
welcher der Gleichung: 


dFE (2) = f(z) de 


8 
genuͤgt; fo iſt F(z) nothwendig von der Jorm: 
F@+0=[f@drto, 


wo € eine von z unabhängige willführliche Gonflante bezeichnet; 

denn bie Function F(z) hat felbft f(x) zum Differenziale, und 

beBanntlich koͤnnen ſich zwei Functionen, welche daffelbe Differen- 

gi haben , nur durch eine Conflante von einander unterfcheiden. 
enn man in der Gleichung: 


| FO=F@)+C 
= fest, fo erhält man: 


Fa)=Fa)+C, 
woraus folgt, weil FGAÆ)o ift: Ä 
Fa)=C,F@a)=Fa)+F@), 


Fo= [f@d=F@)—-F@), 


Srea=Fn—F@). 


Das beflimmte Integral von flz)dx, zwiſchen den Orengen 
Xu, X genommen, ift folglich die Differenz ber Werthe, welche 
die Function, deren Differenzial f(x) dx ift, annimmt, wenn man 
fucceffive z=x, und r=X febt. 

8. 9. Die Function F(x), welche differenzirt, f(x) dx wies 
dergiebt und ald befondern, Fall das beflimmte Integral 


F(x)= [:. f(x) dx unter fich begreift, welches man daraus ab⸗ 
leitet, wenn man C=o feßt, wird das unbeflimmte Inte 
gral genannt und in der Integralrechnung durch /r (z) de 
bereichnet, fo daß der allgemeine Werth von y, welcher der Glei⸗ 
ung: | 

dy=f(z) dr 

genügt, durch die Gleichung: 
v=/r@d=/f@dr+c 
gegeben wird, und man identifch bat: 
d / fFE) dx E)dr. 


Die beiden Zeichen d und /, wovon dad eine bie Differen⸗ 
zirung und dad andere die Integration andeutet, heben fi alſo 
gegenfeitig auf und ed ift immer: 


| [wa=u+c; af au=au 





DEE 


10. Ein genen Differenzial f(z) dx inte ieen, beißt, 
das Unbeflinimte ntegral F (x fucen; daſſelbe Differenzial von 
76 aus integriren, Heikt, dad beflimmte Integral: 


F@)=/ fod=F@)—F (a) 


ſuchen, welches man leicht erhält, wenn man von bem unbeſtimm⸗ 
ten Integrale feinen Werth für 7756 abzieht, und enblich beit 
dad Integriren zwifchen zwei gegebenen Grenzen z., Ä 


X 
anders, ald das beflimmte Integral? „fe dr nehmen, welches 


der Unterfchied zwifchen den zum, und xz=—=X etfprechenden 
Werthen des unbeftimmten Integrales ift. 

8. 11. Man brauht nur einen befondem Werth r(x) von y 
u kennen, welcher der Sleihung dy=f(z)dx genügt, um daraus 
* das unbeſtimmte Integral: 


— — 


und die beiden beſtimmten Integrale: 


—VV 


abzuleiten; aber blos in dem Falle, wo, wie wir vorausgeſetzt haben, 
die Functionen f(x) und Fr(z) zwiſchen den Grenzen dieſer beiden 
Integrale. fletig bleiben. 


Beifpiel. Man genügt der Gleihung dy = Far 
wenn man y= arc tang 7 ſetzt, und ba die beiden Functionen 

et) arc tang x zwifhen den Grenzen & — 0, = 
fetig bleiben; fo hat man: 


N Er= are tang x +C, NE = are ng 2, 
l dr "x 
cr uf m 


$. 12. Die Eriftenz des beflimmten Integrales: 
FO=/ fe), 


wenn man ed berechnen könnte, ohne X einen befondern Werth 
beizulegen, würde unmittelbar die Eriftenz des unbeflimmten In⸗ 
tegraled, welches man daraus ableitete, wenn man X in x ver: 
wandelte und zu F(zx) eine willtührlihe Conſtante C abbirte, 
zur Folge haben. 

Obgleich man aber das beflimmte Integral nicht immer genau 
berechnen kann, fo eriflirt es doch in der hat und iſt die end⸗ 
lihe Grenze der Summe: 


s= a) ta )/ad)t. FE -Nn-ı), 
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welcher man ſich ohne Ende, und fo weit man will, nähern Tann, 
wenn man die Intervalle  — zu, a — X, .... hinreichend Bein 
ober ihre Anzahl hinreichend groß macht. Mithin eriftirt auch 
das unbeflimmte Integral, d. b., es gibt immer einen Werth von y, 
welcher der Sleihung dy=f(z) dx genügt. 

N 13. Man kann auch die Eriftenz des beflimmten Integrales 
und folglich die des unbeflimmten Integrales genmeizit ch nach⸗ 
weiſen. Denn wenn f(z)dr das gegebene Differenzial iſt, und 
man denkt fich die Qurve, deren ichung y=f(z) ift; fo iſt 
die zwifchen den den Abfciffen ze, z entiprechenden Orbinaten 

‚, y diefer Curve liegende Fläche eine reelle Function F(x) von z. 

un wird aber in der Differenzialrechnung bewiefen, daß die in 
Be jehung auf die veränderliche Abfciffe = genommene Ableitung 
diefer Flache die Function f(x) ift, welche die Ordinate ber Eurve 
ausdruͤckt. Es eriftirt folglich immer eine Function F(z), deren 
Differenzial = [G)d iſt. 

$. 14. Umgekehrt koͤnnte man ſehr leicht ein beliebiges be⸗ 
ſtimmtes Integral [: F(A) dx erhalten, fobald man das unbe: 


immte Jutegral hätte, und da die Beflimmung ber unbeftimmten 
tegrale ficherer und leichter ift; fo bildet biefe ganz natürlich 
den erften und Hauptgegenftand der Integralrechnung. 


Zweite Borlefung. 


Unbeftinfinte Integrale. — Integrationsmethoben durch Subflitution, Zerle⸗ 
gung und theilweiſe Integration. — 
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8. 15. Da.die Integralrechnung das Umgekehrte der Diffe⸗ 
renzialrechnung ift und jede Operation eine umgelehrte zur Folge 
hat, fo hat jeder Lehrſatz der Differenzialrechnung feinen eorrefpon 
direnden in der Integralrehnung. Geht man alfo von der Defi⸗ 
nition des unbeflimmten Integrale aus, fo ergeben fich aus den 
befannten Gleichungen: Ä 


 d.au=adu, 


dwtLrtut.)zdutdedtde.=W +V + W.)dr 
datrbb+cwHt..)=adu Ebdv cd +..., 


d(urvVY -i=du du VA, dw) ⸗ udu + vde, 


die folgenden umgelehrten Gleichungen : 


1. Jadu=a [du 

2. — d Jude + J vdr udæ ete. 
3. (autbo-tow-tee)da—a [ude-tb oda-te | wdz-tei 
4. SarıvDae= udr+Y Zi fodz, 


5. w+C= Judo+ [vodu=[wde+ fe vu dr, 
ober einfacher: | 

. uv =/udo- [ vdu, 
wo bie Gonftante C als in den Integralen des zweiten Xheiles 
mitbegriffen betrachtet werden kann. 

Wenn man in dem zu integrirenden Ausbrude Ar)dır 
dad genaue Differenzial einer beflimmten Zunction F (z) erkennt, 
fo braucht man zu. diefer Zunction nur eine willkuͤhrliche Conſtante 
zu abdiren, um unmittelbar das verlangte unbeflimmte Integral 
zu erhalten, 


* 


8 
Beiſpiele: 
—E ‚ Setmedmet —zeH 10, fr de * +6; 


fe=-i6  [E=-i4o; 

SE ts [amrs+e: 
S[zenetosieres I = renngz-+C; 
/ —* arcsinz-+0= =—arco0n2+C0; \ 
SF = wos +0; | — 
fewne +0 feinen 40 [rent 
Jenzdr=sinz+C, Jeinzde=—o0sz +0; 


SE a, tange 40, — 


Wenn man in den vorher gehenden Formeln für x eine beliebige 

Function z=$(z) diefer Beränderlihen febt, fo kann man neue 

Integrale erhalten, welche allgemeiner fi nd, als bie erſten 
Beiſpiele: 


Sperma safe na 


Se "a safe de" +C. 
Der zweite Theil der Gleichung: 


Sri=+0c 


ſcheint für m =—1 unendlich zu werden; allein da man benfelben 
auf folgende Form bringen km: 


aut — ent \ 
fo wird er wirklich unbeflimmt. Man m erhält daber feinen wahren 
Werth, wenn man dad Verhaͤltniß z"t!Lr— amt! ia der Ablei- 


tungen ded Zähler und Renners nimmt und darin wm —1 
ſetzt, wodurch man erhält: 


[ru= [Z=w-ur0=k+C, 


wie and Es a priori befannt war. 
8. 17. Wenn man für bie Veränderliche z eine andere z 


v 


W 


ſubſtituirt, welche mit der erſten durch eine Gleichung 2 9 @ ver⸗ 
bunden iſt; ſo hat man: 


z=y(), d x 
—DDDDDD——— 


Wenn man die Function H(z) ſchicklich wählt, fo kann es oft 
geſchehen, daß man das Integral E(z) von F(2) dz leicht finden 


kann, und alsdann iſt das gefuchte Integral fr (2) dz aud) voll- 
fländig beflimmt; denn man hat: 
/re de = = /F@) d=f@)+C=i[p ())-+C. 
Beifpiele. Wenn man fuccefive: 
<ta=,,-;, zt--a3=z, #=z, Ie=z, 


e—=z, SNr=2z, 0087=2z 


. Sroa&=to 


und: 


febt, fo findet man: 
Srexsa=/froa&=tes)+0; 
/Srana=:ffro@a=trantc; 
Sr)a=afr (2) dz =sf(2)+0; 
Serar+aya=! fod=ttent+an+C; 
Sr rra=:/froa=ite)+0c; 
[Ere=fraa=t109+0; 
Serera=ffoad=te)+G; 

f coszf (sin x) dr= * dz=f(sinz)-+C; 
Jeinzf(cos2)de=— Ir@ &=—t002)+0; 
* = (=ei1@- eo +0=1e- +6; 
JEs-|2-- nat i 
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Ss= — 

— — =! are ang +6; 

FE =; [E=tertad+c; 
———— ⸗03 u 


L 





ed=- ek=—-+C; 
res: edi=—- e=}+0; 
Jmwa=: N ron zde =! sinaz+C; \ 
Sein (am) dr=! sin zde= —cosar + C; 
— fesiorto “ 
Se-jt=wro, 


a . 
F: rn ICE nz 








ds 
m = = arctang (e)+C; 
sinzdr ds 
Se=-[#=Sto=wr+0 
c08 zdr ds 1 
50. 


$. 18. Wenn die Function unter dem Integralzeichen / in 
mehrere Theile seriegt werden kann, fo daß fich jeber dieſer Theile 
leicht integriren läßt; fo kann man die Integration vermittelft der 
folgenden Formeln erleichtern: 


(du td +dotetce)=/Sdut/dot/do tete. 
J(ads + bdv+ cdw + etc.) =afdus&b/fdorc/do eteo. 


Beifpiele: 


s+1 _ 
JS: Yaı= |) at/7s= 
— Yı--tarcsinzr +C; 


dr —— — 
Ser sc: MHZ + * 
Er 
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Se+ br+ 1. )de=afde+ bjadc+ o + .. 
=a ++ 4.+0. \ 
$. i9. Die Steihung Sudo—fwrdr= w—/oder führt die 
Beflimmun des Integraled Judo auf die des Integraled /vdu 


zurüd, welche fich in gewiffen Faͤllen leichter bewerkftelligen läßt. 
Beifpiele: | 9 


Noa=2r— fı =_ a0 far=2l-1)40, 

Sredz=er— Sea=e@- — * C, 5 . | 

f: cosrdr=xsinz— | sinzdı =r sin z+coszc+ C, 
zsinzde=— xcosz-+sinr-+ Ü, | 


Nr ooszdz =z"sinz—m fe sinzdi. 


Dieſes letzte Integral läßt fih auf ein anderes zurädführen 
worin, ber Erponent von x wieber um eine Einheit miebriger, 
namid =m—2 ift, u. ſ. f., fo daß man zuleßt auf /sin zdr 
oder / cos zdxz kommt, jenachdem m eine ungerade, 'ober eine 
gerade Zahl ifl. \ | 


x 





Dritte Boriefuug. | . 


Integration algebraifher Functionen. 


$. 2%. Die algebraifchen Yunctionen ind rational, wenn 
. fie blos ganze Potenzen der Veränberlichen enthalten, und im 
entgegengefeßten Falle heißen fie irrational. Ieder rationale 
Bruch Tann ald aus einem gen Beftandtheile in Beziehung auf 
z und aus einem Bruche, in Zähler einen um sine Einheit 
niedrigeren Srab hat, ald der Nenner, beftehend betrachtet werben. 
er ganze Beſtandtheil läßt ſich immer fofort integriren und 
der gebrochene Beftandtheil kann, wie die Differenzialrechnung 
lehrt, in mehrere einfache Brüche von folgender Form zerlegt 
werden: 
Az A AFBY—I A- 
za (am ar 
AFBy —i 
T— 
wo q, b, A, B reelle Conſtanten bezeichnen, Diefe verfchiebenen 
Brüche laffen fi aber mit Hülfe der folgenden Gleichungen intes 
griren: 
Ad A Adx A 
le +0, / ea ame mitt 


yez —Ddı_ jez Dear Ddr 
I. (e—a)!+-b8 
no 1) fr ER Ve 1) (rear 


=HAFBY DI[@—e)EbN-HBLAY Taretang GC, 


(AFBy dx ___ AFBY-1 40 
6⏑⏑⏑⏑—— 
Beiſpiele: 


— FO— —— 
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= _ gı(ı __.R 
SZ =/; Far 2ı+-r+1 de 
_ıI,[ 2-91 __1 3z+1 

— I yzereung 7, rC 
Einige der vorhergehenden Kormeln_ erfcheinen unter einer 
imaginären Form; allein fie find in der That reell, weil die ima- 
ginären urgeln immer conjugirt find. 

‚$. 21. Wenn die algebraifche Function f(x) irrational if, 
fo giebt ed keine allgemeinen Regeln mehr, vermittelft welcher man 


dad Integral F flz) dr beflimmen koͤnnte. Alddann muß man 


für die Weränderliche z eine neue VBeränderlihe z fubflituiren, 
welche fo gewählt ift, daß der in F(z)dz transformirte Ausdrud 
f(x) dx rational wird, oder man muß dad Verfahren der theil- 
weiſen Integration wiederholt anwenden. 
8522. Das Verfahren der Subflitution führt nur in fehr 
jigen befondern Fällen zum Zwecke. 

eifpiel: Wenn f eine rationale Function bezeichnet und 

man febt fucceffive: 


1 
J actb, n_ 
ET N = 
a2+bı+V (ar-+bi)?-+(asr+ be) (a,r+ b,) —r 
th — | ' 


fo werben x und z durch Gleichungen bed erſten Grades mit ein- 
ander verbunden, welche rergrich auf rationale Werthe von x und 
de führen, und die Ausdruͤcke: 


A +6P an rfe, (Je 


fl: ar+b+V (ar +d)?+ (a2 + br) (ar by) dx, 
Ä art be | Ä 
fo wie auch der Ausdruck: Ä 
flz, VTas+b)F (art B)laz Hn)]az 
werden rational gemacht; denn die darin vorkommende Wurzel⸗ 
größe wird ebenfalld durch eine rationale Function von = auöge- 


Betrachten wir z. B den Ausdruck: 
J f@V RAFBeFOg 
fo laͤßt fich derfelbe zunaͤchſt anf die Form: 
flx, V (a2+ 5)? (aex+ bs) (a2 + bo)] dr 
zurüdführen, indem man a und b fo wählt, daß die Differenz : 
Art -+-Br+6— (e+dR=Ar-Br4+C, 








| "1 

welche von ber Form (a2-+ ds) (a2 -t5r) iR, ſich im reciie Bu: 

toren bed erften Grades zerlegen läßt. Diefes findet flatt,. wenn 
Bt-—-4AC —=4Ab?-k4C0} —4Baıbı +Bt_4AC50 


if. Run kann man aber diefer legten Bedingung fehr leicht 
nügen, wenn man fegt: 1) wenn Br aaceh 8 —X icht ge⸗ 


b,=0, a, =0, —— — Bz-+C; 
2) wenn A pofitiv if: 
,=0, 4= Vk; 
3) wenn © pofitiv ift; 
b, =VC, 40. 
Da ferner: 
Art Be-HC—(@V I=1XBr-+O), 
Ait+-Ba-+0— (VON)—=z(Ar-+B) 
ift, fo kann man im zweiten Sale fehen: 
er +b=%, v3—=1l,b=0I, ya +, =Br+C 
und im dritten Falle: 
at bel, a0, bei, axyb=Ar+B. 
Sind diefe Transformatiounen vorgenommen, fo braucht man,’ um 


Ausdrud: 
fi, V Axt+Bx-+C) dr 
rational zu machen, nur zu fegen: 
„— art +V as FT (ae FU) ) 
EZ 1 
d. h. 9 wenn Bꝛ—44B 0 7 zu — 
Pr 
V (02 +be)(asr + b; a RT kt be); 
2) wenn A>>0 ift, zu fegen: . j 
 z=eyi+V irrt VArtkettesa vi 
und 3) wenn C>>0 ifl, zu fegen: 
„— VC+VArtBetC VAritbr rose Vo. 
x 


Es ift leicht a posteriori einzufehen, | daß vermittelt biefer wer. 
fehiebenn Worausfegungen x, dr und Y Ar!-+Bxr-+-C rational 
durch z ausgebrüdt werden, und daß folglich der Ausbrud 

(&, V As® FBr TU) dx, worin f übrigens eine rationale Func⸗ 
en bezeichnet, wirklich integrabel wird. du 


16 
Beiſpiel i. Es ſei: 


fee, V M:+Bz+Odr= fra tar 
fo fege man m wenn A pofitiv iſt. 
W 3 Ars}-Br Bett=:— Vu 
woraus folgt: 
Br+C=22—2%ry i,Bdr= Id 2zV Ad 22V Ada, 
BB+EVD=2E6-  DSIRV ASTRO | 
di 
—— J 


dz : 


Free San —2 = a) 


—* at VaV +C. 
2) Bem C IA ift, fo feße man: Ä 
, VAr+Brtt=zer VG, ArtB= 275, 
Adı—ztdet luck kV, a am 


=2d(ı -VO= =2deV Art Bet, 
dı Bis 2ds 
Si V Art}Br AZ,? m JE. 


_ EV; _A (a 
an Si A) ya ru a) +6 
und man fiebt leicht ein, daß diefer Außbrud C den bereits 


weiter oben gefundenen zurüdfommt. 
| Beifpiel 2. Es fei:' 


Sr 
. V C+Br—ıi 
zu integriren, wenn :C' pofitiv ift, fo fege manz | 


VorBezei=a Vo 


und aldädann findet man: . ri 


— 2 ‚= are tang:-. © 
_ 
—— 








= =arc ain 





— arc etang 


Zr 
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Man hätte aud) unmittelbar fehreiben koͤnnen: 


\ FR 


Wenn die Sieihung 2 — Br— C—= 0 zwei reelle Wurzeln « 
und 8 hätte, fo könnte man ſetzen: 


Y Cc+Bi—# =(i—o);, 
woraus folgt: 


C+Br—- r!=— (7 —-o) (er —PB)=(r — o)%1, 
B—ı=(r- art, —de=zidr-+2(2— a)zdz, 


— — — Id et 
s(z-a) VC+B— 3 ——— 1-3?’ e. 


Beifpiel 3. Es if: 
— — VEr+I+LC, 





+ 
SF Ye-Dtre 


Nur ein einziger Fal, nämlih wenn B2 — 4 AC<o, A<o, 
C<o ift, fügt fi der Methode nicht, weil alsdann die Wurzel- 
größe nothwendig imaginär wird. Man muß daher feben: 


VIPFBeFt = VII RR-BZ0, 


und wie weiter oben integriren. 
Wenn man Ausdrüde von folgender Form: 


Ste, (ar+ bj}, (a4 1, (ar+5Y,..jaz, 


I 1 ı 
JS 2. EEE) (EN (ee 
zu integriren hätte, fo müßte man feben: 


actb _ 
ar+b=r ober th 


Moigneo, Integralschnung. 
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wo der Heinfte gemeinſchaftliche Diviſor von p, 9, r.,.... 
ift, und ebenfo wurde eine rationale Function der Monome 
m. r Ä | 
n .qgq.s 
2 ,% ,< , ete. rational gemacht. 
Auch die Ausdruͤcke: 


f [= (ax + | x#-1dz, 


' 1 
ar (Tr “tar 
| er u) 
lafien fi auf die vorhergehenden Formen zurüdführen, wenn man 
am —z febt. 





Bierte Borlefung. 


Fortſetzung der Integration algebraifcher Zunctionen. — Binomifche 
Differenziale. 


$. 23. Unter binomifhen Differenzialen verfleht man 
Ausdrude von ber Form: 


x" (a-+-brr)rdr, 

worin man m und * immer ald ganze Zahlen voraudfegen kann; 
denn wenn fie gebrochene wären, fo ließe ſich der Ausdrud ver 
mittelft der im vorhergehenden $ angegebenen Transformation 
auf einen ähnlichen Ausdruck zurüdführen, worin die Erponenten 
der Veränderlihen z ganze Zahlen wären. Der Erponent p da⸗ 
egen ift gebrochen; denn wenn berfelbe eine ganze Zahl wäre, 
* koͤnnte man (a-- bz*)? entwickeln, und man Bitte alddann blos 
eine endlihe Anzahl von Gliedern von der Form Ar" zu inte 


griren. Ä 
Man kann zunächft den vorhergehenden Ausdruck rational zu 
machen fuchen, wenn man febt: 
a-tbr'=z, 
woraus folgt: 


|) 1 
s—a\® 1 fs —a n. 
*( ), de= ;( N dꝛ, 








—— 
1 s—a\ » 
(a + barp de=— ze“ ) de. 
Benn alſo * eine ganze Zahl iſt, ſo enthaͤlt der transformirte 


4 
Ausdruck keine andere Irrationalgröße, ald zr—=z", welche ratio: 
nal gemacht wird, wenn man z= tr, oder gleih anfangs 
ay ber?" gefeht hätte. | 
Da man bat: 
2m (a-- barppde—= art (ar*-+b)edr, 


0 


und da der zweite Theil dieſer Gleichung nad) dem eben Gefagten 


n+np+]1 nmrnp+l1 


integrabel ift, wenn und folglid — oder 


— ,’ 
"Dip eine ganze Zahl ift; fo genügt ed, um ben Ausdruck: 
x(a+ bz*)dx 

. . „+1 „+1 . 
integriren zu koͤnnen, baß _ ober —— +p eine ganze 
Baht ift. | 
Derfelde Ausdrud f x" (a+br*)P dx verwandelt fih, wenn 
man x für a*, für dr und =» für x” fest, in folgenden: 
=_ s+ti 

- (ar-+-a)r2” di, 
und ift nur ein befonderer Fall des allgemeinen Ausbrudes: 

J (ar+ 5)" (aıx + bu)” dx, 
worin u und » beliebige Zahlen find, und welcher offenbar ratio: 
nal gemacht wird, wenn wenigftend eine ber drei Größen u, », 


u» eine ganze Zahl iſt; dann alddann erfcheint der in Rebe 
ſtehende Ausdrud unter einer der drei Formen: 





non 


(ar +5)F" (ma+bı) rar, (artb) (a 4b) de, 
(ar+b) Kart) 


worin 2, m, n ganze Zahlen find, und welche man rational, folg- 
lich integrabel macht, wenn man für bie erſte ac +, =z*, für 





die zweite ar + b== 2" und für die dritte ar+b = nz. . 
3 + f * 2⸗ ſetzt 


bi 
$. 24. Wenn die beiden Ausdruͤcke: 
J r(a+brrP dr, [ (ar+b)u(a + b)” de 


nit integrabel find, fo muß man fie auf einfachere Formen zu⸗ 
ruͤckzufuͤhren ſuchen, indem man die Erponenten m oder p, u ober 
» vermittelft der theilweifen Integration oder der Gleichung : 


Sudv=uv— [vdu, 


fo viel als möglich zu erniebrigen fucht, wo man für u immer 
ben Factor nimmt, deſſen Erponenten man erniebrigen will, und. 
für dv den Factor, deſſen Erponenten man ungeändert laffen, 
oder erhöhen will. Wir wollen zunäcft den zweiten Ausdruck, 
welcher am meiften fommetrifch ift, umformen. 


Erfter Fall. Man will u gen und » erhöhen. 


Nimmt man (ar+5)* für u und (ac -+b5,)’dr für do, fo hat 
man: 
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| w Ar (rt) (2 +5,”r! 
4 [ @+dMaz +7 de= Hut 


ne S (ar +be-Ka,z+b,)rPidz. 


 o+Ha 
Zweiter Fall. Man will u vermindern und » ungeändert 
laffen. Wenn man in der vorhergehenden Formel (a2+ b,)"+! 


s 
® 


(m2+ a2 +5)= (+ [ar+4+ Ze], 
erſetzt und die ähnlichen Integrale vereinigt; fo findet man: 


’+1)a 
Haze f (tb! (mx+ bi) de. 


Dritter Zall. Man will m erhöhen, ohne » zu ändern. 
Wenn man bie vorhergehende Gleichung in Beziehung auf das 
Integral im zweiten Theile auflöft und a in « T 1 verwandelt; 
fo findet man: 


& f (+ Mas tr dem eat 


ur + 2) (+1) (ab, — ab) 
__urrrd9e ur y 
Au tDa ⸗ (ar + b)rt!(a,z+b1)P de. 


Wenn man in den Formeln (1), (2), (3) refp. a, b, u in ai, bi, 
v und umgekehrt verwandelt, fo erhält man drei neue Formeln, 
welche man in den folgenden Fällen anwenden kann. 

Vierter Zall. Man will u vergrößern und » verkleinern. 
Bier hat man die Formel: 


o [ at Mart+ br de teurer 
— or [+ bet! (ax+ by’! de, 
welche man direct erhielte, wenn man (az-+bı)” für # nähme. 


Fünfter Fall. Man will » erniebrigen, ohne & zu veränr 
dern. In diefem Falle bat man die Formel: 


(5) S (ar-tb)# (m2+bP de Ha 


(urv+1)a 


en (ax-+ be (ax + b,)’-1dz, 
welche fih aus der Formel (4) ergiebt, wenn man: 


(ar + bj (ar+b) =(artdr [Tat +] 
für (art byeH fett. 


m 
Sechsſster Fall. Man will v vergrößern, ohne g zu vers 
ändern. Hier hat man die Formel: pr Br 
— (ar+bY " (aatrbı) 
of ee HD u 
_ utrrrdDda I 
rm J (arts (matbett de, 
welche man erhielte, wenn man die Gleichung (5) in Beziehung 
auf dad zweite Integral auflöfte und » in » + 1 verwandelte. 
Wenn man die vorhergehenden Formeln ein ober mehsere 
Male anwendet, fo wird dad gegebene Integral auf ein anderes 
zurüdgeführt, worin jedes ber Binome ar b, ac+b, einen 
zwifhen o und 1 liegenden Erponenten hat. Wenn bie Erpo- 
nenten u und » ganze Zahlen wären, fo würben fie zulebt auf 
o und — 1 reducirt und das gegebene Integral würde auf eins 
der folgenden zurüdgeführt: 


/ de=x+C, / = lar+ +0, 
⸗ = Kartb)i+C, 


J rn ern” 
TB („ctb) 


actb\__ | actb \8 
ab, — a,b j u) am! rn) re 
$. 25. Wenn man das Integral: 
/ x*(a + bar) p de 


Unmittelbar vereinfachen will, fo nimmt man zunaͤchſt =" für a, 
und man erhält: 


⸗ za + barp de — f —— (+ bamjebar-Idr 








b 
meet _ meh f .n dr. 
=meHn Be) erbte 


Hieraus folgt: 1) wenn man m vermindern ımb p vergroͤ⸗ 
Bern will, die Formel; 
DJ rat bey = Hehe 
(1) (ar dar)p Set 2 
ch ae ⸗ zu ——— de. 
2) Wenn man m vermindern will, ohne 2 zu verändern, fo er⸗ 


hält man, indem man (a-+- ber)? (a-+-bar) für (a bar)rtı 
feßt, die Formel; 


S at pe = et 
2) 





’ era HD 
_ mn) - * 
b(m+np-+1). [= “atrber)? dr, 


% 


| 3 Wenn man m ver rößern will, ohne p zu ändern, fo Id 
man bie Gleichung (2) in Besiehung auf das Antegral im ME 
—— und verwandelt m in m», wodurch man bie For⸗ 
mel erhält: 


. —_ zerl(a$bg®)P+1 
(3) [retera= s(m+1) 


i(mptrmt+n+1) 
nn Srtratiey dr. 


, % Wenn man p vermindern und m vergrößern will, fo 
nimmt man z= dx für do, und man erhält bie d: 
S ze (a+- bar) de— ch)? 
@ * 
* —A 


5) Bil man p verkleinern, ohne m zu vergrößern, fo feht man 
= *) für mtr in der Gleichung (4), und man erhält 








B 


die Formel: 
_. zmtkatbar)p 
6 —J— — 
Han J — 


6) Will man endlich p vergrößern, ohne m zu ändern, ſo braucht 
man die Gleichung (5) nur in Beziehung auf dad im zweiten 
Theile derfelben vortommende Integral augulöfen undp inp-+i1 
zu verwandeln, wodurch man folgende Formel enthält: 


S zu (a4 bare de — Zt (chbenjet 
(6) — ar(p+]) 


„+np+r+1 S 
—————— arte de. 
Die vorhergehenden Formeln bieten zuweilen unendlide 
Glieder dar und koͤnnen folglich nicht angewandt werben; allein 
man überzeugt fich leicht, daß in allen den Fällen, wo dieſes ge- 
ſchieht, eine der Bedi gungen der Integrabilität erfüllt wird, fo 
daß fich das gegebene Differenzial immer auf eine rationale Func⸗ 
tion zurädführen läßt. | 
8.23%. Beifpiel 1. Es ift: 


[ amdı au-IVYı_ 2 mi [ar dr 





in m mJ/Vrr' 


Da der ganze Erponent m auf diefe Weife um zwei Einheiten 
erniedrigt ift, fo fTommt man, wenn man elbe Berfahren 
mehrere Male wieberbeit, auf einen der beiden Ausdrüde: 


4 ⸗ 


va; Ve +C, WE gs = are sin z+C, 


je nachdem m eine ungerade oder eine gerade Zahl ifl. Man 
erhält alfo die beiden folgenden Formeln: 
1) wenn m eine ungerade Zahl ift: 


am da Ve® RR) ml) mi 
| [= et nn mo 
— I) G-3).. 


+. mA). 1 rn] +6; 
2) wenn m eine gerade Zahl ift: . 


/ +5 ut — 9— 
W | ws ed. —". aresinz+C. 


Wenn der Erponent ne & tiv wäre und dur m bezeichnet 
würde, fo hätte man die Gleichung: 


md _am+H Te 2 wild 

Via” —a+l y 1—a2 ’ 
welche man immer anwenden kann, ausgenommen in dem Falle, 
wo m=1 iſt. Alsdann iſt der zu integrirende Ausdruck: 


da 
welcher rational gemacht * wenn man ſetzt: 


* 1-+zx, 








und man findet: 


dx ld | — d— 
Ir==/“ —1lz+C=1 (H)+c 
Beifpiel 2. Es fei das Integral: 

f amda 
V 0-2? 


qu beſtimmen, welches bei der Berechnung der Schwingungen des 
ndels vorkommt; fo bat man: 


——— — * 


und wenn man theilweiſe integrirt: 
m (=-3) dr 
— a Be 


= — ma 7-+(m— 1) —— 





— 


_ — 
= — 1 Ya—ı+(m—1)a en 1) —— 
Subſtituirt man in die erſte Gleichung und reducirt, ſo kommt: 
zuda far, m—ı [ ar-Ide 
IFea=- ” + Im _ Y a 
Da der Erponent m auf diefe Weife um eine Einheit erniedrigt 
ift, fo kommt man endlich, wenu man daffelbe Verfahren auf das 


Integral im zweiten Theile der Gleichung wiederholt anmenbet, 
auf das Integral: 


dx dx “— 23r 
res I TE = 8TC CUS + C. 
er VZ-(6-:) a 


d. 77. Um die Formeln, welche zur Reduction bed Inte 
grales: 
Sax + bu (ar +)” de 
dienen, auf die directeſte Weife zu erhalten, kann man mit 
Cauchy die Gleichung: 
Swd.\o=uv — /urd .iu 
für die gemöhnlihe Sudo—ur— Soda fubftituiren und die Fun⸗ 
ctionen %, v refp. gewiflen Potenzen von: | 
b, ar tb, 
art a + ' s„ctb, 
proportional nehmen, indem man die Gleihungen: 
| adæ ade 
dAlar+b)= ; dlar+b)=..y 
di ax+b — (ab, — ab)da 
ach (sc+b)(a0+bı) 




















berüdfichtigt. 

Auf diefe Weiſe erhielte man unmittelbar die Formel (1) in 
8.24, wenn man u einer Potenz von ar-+ 6 und v einer Potenz 
von ax + b, proportional nahme. Eben fo erhielte man bie 


Formel (2), wenn man w einer Potenz; von und v einer 
Potenz von a,z+ db, proportional febte. Ferner wirb die Formel 
(3) erhalten, wenn man u einer Potenz von ar --b, und v einer 
Potenz von — proportional ſetzt; die Formel (4), wenn man 
n einer Potenz von anz-+ di und v einer Potenz von ar-+-b 
proportional feßt; die Formel (5), wenn man u einer Potenz von 
= und © einer Potenz von wr-+b proportional ſetzt, und 
endlich die Formel (6), wenn man w einer Potenz von ac-+b - 


und v einer Potenz von * proportional ſetzt. 
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Auf diefelbe Weife könnte man das Integral: 


ze (a+ ba®)P de 
behandeln. 
Beiſpiel. Gefekt, man follte dad Integral: 


des | 
— Stra 
rebuciren, wo n eine ganze größere Zahl als die Einheit beeid 
net, fo fee man # und v refp. Potenzen von x? und von — 


proportional. Alsdann ergiebt ſich aus der Formel: 
Suvd. v—= uv — fuvd. lu, 


Ha -2(__N a -__e_ 
a) ——— 
hat, folgende Rebuctionsformel: 


dell __ (-ettedoeh (its 
Si + * ) 
_ r 243 1 — 441 14* — 
——6) 7) a( ) 


(4) H (+) HI 
* — er Je aan alarts) 


da man: 





- + m—3 = In da 
— Ion — mn—3 / (1+.aAr-T 





Fünfte Borlefung. 


Integration ber exponentiellen, Iogarithmifchen und trigonometrifigen 
ober Kreisfunctionen. 





— — 


F. W. Bekanntlich verſteht man unter erponentiellen, 
logarithmiſchen und trigonometriſchen, oder Kreis: 
functionen. diejenigen Functionen, welche veraͤnderliche Expo⸗ 
nenten, Logarithmen, trigonometriſche Linien oder Kreisbogen 
enthalten. Es wuͤrde ſehr zu wuͤnſchen ſein, wenn man Differen⸗ 
zialansdruͤcke mit ſolchen Functionen unmittelbar integriren koͤnnte; 
allein ed giebt zu dieſem Zwecke keine allgemeine Methode, und 
es bleibt weiter nichts uͤbrig, als folche Auddrüde dur eine Sub: 
flitution_algebraifh zu maden, oder fie auf einfachere Integrale 
aurddaufihren. 

eifpiel. Die Integrale: 


HA), Sfeyedı, Sfle)dz, 


Sf(cosz)sinzdr, JSf(sinz)eoszdr, 
Sf(sinz, sin2z,..., cosz, cos?r,...)dx 
werden in algebraifche umgeformt, wenn man fucceffive lz, e*, 
sin z, cos x gleih z fett. Sebt man 3. B. sinr=z, fo ift: 
dz 
V i—: 


Folglich verwandelt fich das Antegral Sf (sinz, cos „dr in: 


—  d 
Sr« — — 
und erſcheint unter einer algebraiſchen Form. 

. 29. Wenn P und z zwei Functionen von x find, wovon 
bie erſte algebraifch bleibt, während die zweite blo8 eine algebraifäpe 
Ableitung 2’ hat, und wenn man ferner, indem man febt: 

JPdi=RQ, /SQrdı=R, /[Rrdı=S,..., 


für Q, R, S,.... bekannte Zunctionen der Weränderlichen z er- 
hält; fo fann man vermittelſt mehrerer theitweifer Integrationen 


cosı= VICAa, coazdı=dz, de 
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leicht da8 Integral [Pz*rdr, worin n eine ganze Zahl ift, be⸗ 
ſtimmen. Denn man hat: 
Prdr— z" [Pdx—n [dr x [Pdr) = Qzr—n [Qr’r "dr, 
S Grde= 21 (Qrde— (n—1) [ler ?rdex<f rei) 
— Rır-1_ (a—1) [Rr’zr?de... 

und folglich; 

JS Prrdr=Qz*r — nRzr-! PA(n — 1) Sr? — etc. +C. 


Man genügt den ausgeſprochenen Bedingungen, wenn man für z 
die Functionen : 


All[f(z)], Aarctang f (=) 


fest, nn eine Gonftante und f(z)- eine algebraifhhe Function 
von — iſt. 
Beiſpiele. Es ſei P= 1 umd ſucceſſive: 


z==lz, z=aresinz, z=arc cosz, z=1 («+ ViFz, 
fo bat man: 
Inlınm fin nal) | Ra—1)...321 
— — — 
(are sin z)*dr= | 


V n(s—l)x aa) AR C 
arcsino (arcsinz)? (are sin 0) 3 +6 


| S (arc cos z)r de = 








(arc sin [+ 





[SV TIEOona-D)z | nad 17 
(arc.cos 2) [»-* cosz (arccos x)? = rc cos x)° +- ] +6, 
S e+YiF@Pder=tla+ IF x 
—A— aD — It⸗ 
_ — — — —— 
J; Dr (rl Ira) 


Sehr leicht könnte man auch die Audbrüde: 
Sa (le)*dx, [x (arc sinz)"dr,. 


integriren, welche fi von ben vorhergehenden burch den Werth 
von P unterſcheiden, der hier = x! ie und man bat 3. B.: 


I“ ayrdı = 
4 1) #(n—1)...3.2.1. 

— (Iv)n 1-4 7* a2 (I)? (Lr)? etc... ar (1ıo)® | + C. 
Wenn man in den erhaltenen Formeln fucceffive feßt: 
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k=z, @=e, dr=edz; 
arcsinz=z, z=sinz, dı= coszdz; 


arccosz—=z, z=cosz, de=—sinzdz; 
\ae+YIF9=z, <+Yife=e, 
«.+-NFRANIFL— 2) _ 1 _ 
Yı+r— x — — =e; 


Yıf=#—ı=e-, =, da="t "a; 
fo findet man: 


1 —-1)..3.21. 
Sre@=re[i-24 —etc * aa] +C, 


zr cos zdz — 


lan 1 Pr... 4 cosz [?- n(n—1) mL, J +6, 


2" sinzdz — 


or |coss a +... ]- sin z[* — — Daum, ‚I+e 


Se 





rn tea a + ][+ c, 
S zer ot ft + _ etc „ut! ] rc 


Diefe Formeln ebnnte man birect erhalten, wenn man mehrere 
Male fo theilmeife Di baß der Erponent n nme Peiner 


würbe und zulegt verſchwaͤnde. So ergiebt ſich 3. B. das Ans 
tegra 


S[ zr es dz 
aus den Gleichungen: 


JS rea="7-2 | m-tenaz, 


zn—leaz —] 
Sea= _—-— zr3eas dz, etc. 


Vermittelſt der theilweifen Integration kann man auch die Werthe 
der beiden Integrale: 


S e= cosbzdz, / e“ sin bz dz 
beflimmien ; denn man bat: 


S« — ya sin bz dz, 


b 
Se sin bad RB N em oosbidz, 


woraus folgt: 
Se cos bꝛ dꝛ = Sem (acosbz+ bsindbz) +C, 


S sind: de= 475 (asin bz — beosbz) +C. | 

Anmertung: Die Formel, welche dad Integral [re dı 
giebt, beruht auf dem Satze, daß ⸗ eedi= — iſt. Diefe lebte 
Gleichung findet aber auch noch flatt, wenn man a+bY-—- 1 für 
a und folglich: 

Jet V LXÆ f e= (cosbz+Y 1 sin bz) dz 
für fe=dz fest. Man kann folglic, diefe Subftitution in die ges 
nannte Formel vornehmen, und man erhält: 


neaz b —ı sind) - 
S zer (cosb.+Y Fein be" re 


[1 n L.. n(n—1)...3.3.1 
(“+byY7-1: st Y N 
Dieſe Formel zerfällt in zwei andere, welche bie Werihe der bei⸗ 

den Integrale: 


S[ e® cosbzdz, /[ z*e= sinbzdz 


+C. 


geben. 
$. 30. Man kann auch dad Integral: 


S sin#x cos’xdx, 


worin u und » zwei conflante Zahlen find, rational machen, ober 
wenigftend reduciren. Setzt man: 
sin?r=2z, 
folglich: 
cos?r=1—z, dz=2sinrcosrdr, 
fo verwandelt fi) dad gegebene Integral in folgendes: 
— Zu 

+ ; 23 (1—3) 2 di, 

und. ift rational und integrabel, wenn ſich die drei Größen: 
| a—l v1 at 

RE Yu 7 | 

auf drei rationale Zahlen reduciren, woron wenigfiend seine eine 


si 


ganze if, was nothwenbig jebesmal ſtatt findet, fo oft u und » 
gange Zahlen find. | 
In alten Yällen Tann man vermittelt der Gleichung: 


[ude = ww — [vdu, 


1) den Erponenten u erniedrigen und » erhöhen, wenn man 
sin“x für den Factor # nimmt, wodurd man erhält: 


1) f simuzoow zdr— — sin Inc” 


et ine +2 
+ +1 8 xcos "tirdr ; 


v 





2) tann man u vermindern, ohne » zu verändern, wenn mar 
in der vorhergehenden Formel cos ”t?r durch: 


cos” 2X. cos! = cos’z>X (1 — sin? z) 
erfeßt und reducirt, woraus folgt: 


(2) J sin!zcoszd=— nt co! 
u+v 
+ * / sin# 3x cos’ zdz. 
utv. 

3) Man kann u vergrößern, ohne » zu verändern, wenn man 
die Gleihung (2) in Beziehung auf bad im zweiten Theile vorkom⸗ 
mende Integral auflö und u in u + 2 verwandelt. Auf biefe 
Weife findet man: 

@) f sintz coo"2 de— aut 


1 zcos't!z 


a+1 

“++? / sin x 
4 —. n cos x dr 
Wenn man cos” x für den Factor u nimmt und denfelben Gang 
befolgt, fo Tann man 4) den Erponenten » vermindern und u 
vergrößern, 5) den Erponenten » vermindern, ohne zu veraͤn⸗ 
dern, 6) den Erponenten » vergrößern, ohne u zu Ändern, und 
zwar vermittelft der folgenden Formeln: 


(4) S sin#z cos’zdr = 


% 


S —— +1 S sinettz co” zdz, 
fr 


(5) S sin#rcos’r dr = 


— *4 f sintzoon-t az, 
u tv , 


(6) Jar zoo” zdr= 


a AH Zube S sintz cos’+z.dx. 
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Alddann kann man bad gegebene Integral in ein anderes berfel- 
ben Art verwandeln, worin aber bie Erponenten von sin x, cos X 
greifhen — 1 und + 1 liegen. Wenn bie Erponenten „u und » 
eide Bone Zahlen find, fo rebucirt man fie auf eine ber Drei 


Größen +1,0,—1 und man erhält für das Integral: 


Ssinu x cos? xdr 
eind der neun folgenden: 


Se=:r+C, sinzdr—=— cos? + C, 
Jeos zdr—=since-+C, 
Sein zcoszdr= isin?r+C, 


SEE =—Heost+ 6, 








— de— Z1sin?r+C, 
Op 
ds - cos?ꝰ æ 
cosæ SINT *— sin = 41 tang?r + C, 
C08% 


J: nz — an zz rang! 5 +C, 


2 _ (+5) 


9 088 | sin(2 + =) 


Menn man dieſe Principien auf die Beſtimmung der Inte⸗ 
grale: | 


Jrinrzdz, Jrosrzaz, ⸗ * dr, 


cost dr ds 
‚di, | ——ı —.. 
: sinn ceosn sinnz 


anwendet, wo n eine ganze Zahl ift, fo findet man: 
1) wenn n eine gerade Zahl ift: N — 


.. \ 
Jrinrzde = Ä \ 


\ 
eosr , __ nl _ 35.3) (a—1) 1. 
=. [sin tg rt. 437 siny| J 


13.. 3) -D 


em re 
/ 


—41tang! (+ ) +C. 
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S wzdr= 
sinz nur n—I Bu 3.5...(0-3)(n—-I) ] 
u co8"" 2-23 608 +... 43.000) 


1.3...(s3)(s—)) 
+. 0m tr 


Srangrzdz ER Pe met mer angrrct C, 


—5 





J erzar= rer ern ...Eot2F2x-+C, 


ii 2 2.4...) (aD) 


J cosec’rdr — 


cosæ 22 2. 4..(a—4)(a—2) 
n—l [oosee-t2-235 cost? 13...(0—5)(e—3) | +6 


1) wenn » eine ungerade Zahl ift: 


sinrrdr = 


. 


Mei: + A Pr (n—1) I) st, 





” (n—3) (s—4) 


2.4...(n—3) (n—I) 
Han] + 


Seowzdz = 
Ol 0 n- NR-3) 
m [cos IE Et) ng) COS 5c+... 


2.4...) 
+ 1.3...(n—4) | +6 


. 


tang*rdr = 








tngn-Iz tangr-32 | tangr-5r tang?x 
— — +57 .. 3 t41cos3r+C, 
JS eradı = 
coin—Iz  cotm-dz com—5x cot? x 
a 73 tr FT reine, 


Moigno, Integralceihnung. 3 
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N seersaz = 


sin. © n—I 3.5...(n—2) 
— [seer2+23 sec*3r--. tg. (n—3) sectz | 


1.3...(n—2) (a, 
Henn (G+7)+C 


cosec"rdt — 


sin x »—2 3.3.. (* 92) | 
— [eoser* x —_g coseer #7 +..+ — cosec? Tr. 


1.3... (02) 
Fan rtangtr + C. 


Zur Beftimmung oder Ableitung der ſechs Fundamentalfor- 
meln in $. 30 bedient fih Cauchy wieder der Gleichung: 


[wdle=w=/uud.k, 


und macht fuccefjive: 1) den Factor x einer Potenz von sinz 
und v einer Potenz von cos x proportional; 2) madıt er © einer 
Potenz von tangz und v einer Potenz von cosz proportional; 
3) feßt er u eimer Potenz von cosz und d einer Potenz von 
tangz proportional; 4A) feßt er u einer Potenz; von cosr und 
‘v einer Potenz von sinz proportional; 5) madt er u einer Po⸗ 
ten; von cotr und v einer Potenz von sinz proportional, und 
endlich 6) nimmt er u einer Potenz von sinz und v einer Po- 
ea von cotz proportional und berüdfichtigt außerdem die Glei⸗ 
ungen: | 


d.lsinz= „. „da, d.losz=— de, 
d.ltange = —d.leotr= cos 


Auch andere Methoden koͤnnen zur Reduction oder Beſtim⸗ 
mung bed Integrales: 


Ssint® x cost" zdr 


dienen, wo”m und n zwei ganze Zahlen find. Denn zunächft ift 
einleuchtend, daß dad Integral: 3 


Ssin”"x cos" xdx 


auf einfachere rebucirt wird, wenn man die Function unter dem 
Zeihen / mehrere Male mit sin?r 4 cos?r — 1 multiplicirt. 
Ferner kann man den Ausdruck sint®r cost" xzdr rational 
madıen: 1) wenn n eine ungerade Zahl ift, indem man sine=z 
fest, und 2) wenn ım eine ungerade Zahl ift, indem man cosr=z 
fest. Endlich erhalt man fehr leicht die Werthe der Integrale: 


/sin"rdx, [cos”zdz, f sin®"r cos"ıdr, 


wenn man für sin*r, cos*z, sin®"z cos"r ihre Werthe als Fun⸗ 
ctionen von sinz, sin?r, sindr,.... COST, COS2r, COsdL,..... fegt. 





Schste Borlefung. 


Berſchiedene Gigenfhaften der beftimmten Integrale. — Methoden zur Ber 
ſtimmung der Werthe biefer Integrale. 


$. 32. Das beflimmte Integral: 


Siro« 


wird durch die folgende Gleichung gegeben: 
X 
Sir «= 


Im (af) +) Fa) +. +R—m- fen) 


deren man fich oft bei der näherungsweifen Berechnung der Werthe 
beflimmter Integrale bedient. Der Einfachheit wegen nimmt man 
gewöhnlich an, daß die Größen: 


Ze, Ir ss Aal {X 
eine arithmetifche Progreffion bilden, fo daß bie Elemente: 
—a a, ., Ä-H-ı 
alle einander gleidy werden, naͤmlich jedes gleich: 


—— 
— 


und alddann hat man: 
S re) d= 


imifa)+fa td + fa DH... +fX—D9) 

Man könnte andy annehmen, daß die Größen au, 2, ..... X 
eine geometrifche Progreffion bilden, deren Erponent fehr wenig . 
von der Einheit verfdhieden ifl. Nimmt man biefed an und febt: 


r: = 14 
ſo erhaͤlt man: * 


A (), i(I0),.. X=r,-ı(1 +a) 


Pro fod= 
lim a \ fa) + 2 + afias ite)l+. + at (|: 
$. 33. Aus diefen Formeln kann man in mehreren Fällen 


nicht blos die genäherten Werthe, fondern auch die ge genauen Werthe 
beſtimmter Integrale ableiten. So findet man z. 


1. SE xdz — 
x 


limilxe 44 +i+z +2i+.. +2 +@—1)2] 
| -Um:i[@&+2—93 ]- 
—— 


lim I (+ X 9x3 
in) 6 HI— 0 _ — 





2. * a’dr lim [a? 4 art: s + art. .+ a zehn Df] 
—=limia te + a®... + a7] = lim da” [7 —| 








X-2__4], 


J ı 
und da lim. 4 =, iſt, fo hat man: 


Jara=° | et, 
a 


IF ed: = ef— ec". 
Ferner: 


3. , rd 


/lima —* —*8* (1-ra ori. +... +zt1(1-+o)e-1Ket1) ] 
 =limazy HI (i-+ojeH + (+ a)XetD +. (1 + a)e-d eHi)] 
A-+a)(t)—ı | . 
-A—oJjeH—1 


RT & XX MAI 
|], 





folglich: 


=lim a zyet1 


und da: 
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(-+fa)H—-1 («+H(ife% «+ 
it, fo bat man: 


X 
—_ Artist, 
u = us, 


Eben fo if: 


X de X 
4. * z =limna=1>, 


benn aus der Gleichung: 
d+ar= 


a X 
=1(-)rS 5 lim ne 1 (2) 
$. 34. Oft laͤßt fi) auch die Beftimmung eines beflimmten 
Integrales auf die eines andern beflimmten Integrales zurüdführen. 
So ergeben fi 3. B. aud der Gleichung: ° 
X 
Vareaz= 


lim [(æi fa) + aa) fa)+.. +) fo) 


ober einfacher aus der Gleichung: 
Sroa=FR-Fa), 


worin F (x) die Zunction bezeichnet, deren Differenzial f(x) 
oder welche. das unbeflimmte Integral: 


Sro« 
ift, die folgenden Formeln: 


N nur @ de= a f Area, 
Sireroa= [aterear, 
S:re-wa= [\_:r@a, 
[sro bx NMiov- 


Srand= 


8. 35. Alle dieſe Gleichungen ergeben ſich auch aus einem Fun⸗ 
damentaltheoreme, welches fi folgendermaßen ausbriiden läßt: 
Wenn man für die Weränderliche z eine andere Varaͤnderliche z 
fubftituirt, welche durch die Gleichung: 


folgt: 
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|  z=P@) 

beftimmt wird, woraus: 
z=x(@), de=x(a)dz, fe)da=flx@]x (2) dz 

folgt, und man bezeichnet die xg, X entfprechenden Werthe von z 

mit ze, Z; fo hat man immer: 


⸗ „f OLE ÖÜY MITOrZOL.n ⸗ f(z)dz , 


d.h. man Tann für dad in Beziehung auf x genommene beflimmte 

Integral dad fi) auf z beziehende beflimmte Integral fübfkirutren. 
eweis 1. Es feien 21, 24, ...., ui bie zu I ur Iu-l 

entfprechenden Werthe von z, fo giebt die Gleichung: 


dr=x(z)dz, 
. wenn diefe Werthe einander fehr nahe kommen, nahezu: 
au—u=ı a) 4 — a), XCGu) 2 —Zu),..., 
X—2.1=x (2 — zu-1 Ä 
und folglich: 


Sred= 
Im. —a)fa) + Ga). + X) fr) 
= lim |(„—)fIx@))X @) + az) MIxa))x )+ ee} 


= Se fnolz @dı= ftoak. 


Beweis 2. Wir wollen die beiden unbeflimmten Integrale 
Sf@ dx und [ f(z)dz mit F (=) und F (z) bezeichnen, fo hat 


die Gleichung: 
f)de = f(z)dz 
nothwendig die Gleichung: 
Fe) = Fe) +C 
jur Folge ; denn zwei Functionen, welche gleiche Differenziale ha⸗ 


en, können fi) nur durch eine Conſtante von einander unterſchei⸗ 
den... Aus diefer Testen Gleichung ergiebt fich aber: | 


FH=F(Z)+C, Fa)=Fa)+C, 
und folglich: 


FO-F@)= / Mod=FD-F@)= — 
* man von dieſem Lehrſatze aus, fo braucht man in den Aus⸗ 


f@+o), fa—a), fX—2) 
nur fucceffine: 


L\ 
x-Fa=2, —-ı=zr, X—r=z 


— 


⸗ 
[5 
,. 





gu fegen, um daraus die Gleichungen im vorhergehenden $ abzu= 
eiten. 

„8.36. Ebenfo leicht läßt fi) beweifen, daß man bie bereits 
für unbeflimmte Integrale bewiefenen Lehrfäge auf beftimmte In⸗ 
tegrale erſtrecken kann, und man hat z. B.: 


SE FA) ++ YlE) +etc.]dr= 
/ Padrt J. „od / nHa)dz tete, 


x x X X \ 
/ „(wErtw..)de = ⸗ „dx + S „var * [ „wde-+etc, 


S n (out bot co+.)dr= 


a ⸗ —RX ⸗ „odz-te [ Kodr+eic, 


S katerma= f uar+ Y=i f Kar. 


8. 37. Den Ausdrud f()dr von z= x. an integriren, 
heißt, wie fchon früher bemerkt worden, eine fletige Function von 
x finden, welche die doppelte Eigenfchaft hat, daß fie /(z)dxr zum 
Differenziale giebt und für 22, verſchwindet. Wenn alddann 
das unbeftimmte Integral von f(x) dr unter der Form: 


Bl) +Sx(e) dr u 


erfcheint, fo iſt das beftimmte Integral, weldhes für z=xry ver 
ſchwindet, nothmwendig : 


OR TENE"y AETEY"E 
&o führt z. B. die Gleichung: 

fu dv uv — fvdu 
nothwendig auf die folgenden: 


Fu x dm — x 
J ze =f zynV AR J 2,00% 


x 
vudır, 


= U - WU PR 


X | X 
—— 


wo U, V, u, 7, die z=X, zz, entſprechenden Werthe von 
u, v find. 
N 38. Wenn man feßt: 
fd=rAı@), 
wo P(x),x (x) zwei neue Zunctionen find, ‚welche beide zwiſchen 


den Grenzen x. , X fetig bleiben und wenn die zweite zwiſchen 
diefen Grengen immer daffelbe Zeichen behält; fo wird ber Werth 


“0 


des beſtimmten Integrales ⸗ — dx durch folgende Gleichung 
gegeben: 


JS reainte ee) Harrer tete} 
Die zwifhen den Klammern ftehende Reihe ift der Summe der 
Größen von demfelben Zeichen: 
| (aa) (2), (K-zı)xa), ete, 

mit einem gewiffen Werthbe $ (&) der Zunction (x), welcher ein 
Mittel zwifchen ven Coefficienten $ (2), P (zı),.... ift, multipli- 
cirt, glei an bat folglich: ' 
[ ef (Ddr=H 6) lim (aa) x (te) + an) x a) + etc-], 


oder: 


S —R x Po) xdde= ‚of? (z)de, 


wo & einen zwifchen ze, X liegenden Werth von 2 bezeichnet. 
Beifpiele Setzt man |ücceffive: 
1 l 
del, x) sr aM) = 
fo erhält man die folgenden Formeln: 


S:roe=rof!a=&-fat+3&- m) 
S :roa=f:er@®=rro/}e=rroılfy 


X X dx —|1s 
Stwe=/!e-aroa&=6-arW1(Z:) 
$. 39. Wir wollen nun annehmen, daß man, nachdem die 
Differenz; X—«, in eine endliche Anzahl von Elementen z, — 2, 
3 — Irre. ‚ X— z,—ı getheilt ift, jedes diefer Elemente in meh: 
tere ambere zerlegt, deren Zahlenwerthe unendlich klein find; To 
erhält man ar dad Produkt (2, — ze) f (ze) eine Summe aͤhnli⸗ 


cher Probulte, welche bad beflimmte Integral ⸗ f („dx zur 
Grenze hat. Ebenſo erhält man für die Produkte: | 
| (3 — .. K—- u) fn-ı) 
Summen, welche pie beftimmten Integrale: 
X 
S „f@)dz.,... ⸗ far 
been reſp. Grenzen haben, und da die Grenze der Summe 


zu i 
mehrerer Groͤßen der Summe ihrer Grenzen gleich iſt; ſo hat 
man allgemein: | | 





4 


MM _ 


Sr rode=/ reif "rear. + 1@ de 


Man kann alfo ein beftimmtes Integral immer in mehrere andere 
von derfelben Form, aber zwifchen andern re genommen, 
zerlegen. Zu demfelben Hefultate würde man auch gelangen, 
wenn man bemerkt, DaB man, wenn F (z) + C das flimmte 


Integral S f (x) dx bezeichnet, hat: 


J: FOd=E ln) Fan) S: nple)de = Fl) Flo) 
nn Si f@d=Fo)-F(n.. 

woraus folgt, wenn man biefe Bleijungen zuſammenaddirt: 

VGLTOGAVGFGGA.ANMGGα- 


————— 


Wenn man zwiſchen die Grenzen zu, X nur den einen Werth & 
von x einfchiebt, fo hat man: 


S:rwe=firoa+firoae 


Es ift leicht zu beweifen, daß biefe Zerlegung auch in dem Falle 
noch flattfindet, wo einige der Groͤ gen Zu, Zar...» Zu-ı, 5 nicht 
mehr zwifchen z, und * liegen, und in dem Falle, wo die Diffe 
renjen aa, u ‚ --1, &$—2, X—E nidt mehr 
Größen von demfeiben "Zeichen find. Wir wollen 3. B. anneh- 
men, daß bie Differenzen 5— u, X— 5 entgegengefebte 
haben, fo findet man, je nahıdem der Werth x. zwifhen & 

X, oder X zwifchen z, und 8 liegt: 


Si ro ff f@dctf N rede, 
fi rad f „r@dc+ fi fa)di; 


woraus folgt: 


Sıroa=-[roatf red, 
Siroa=f row -[iroa. 


Aber nach $. 34 if; 
"@de= fr ode, 


oder 


oder : 


— — 
[5 roar=f ! ade; 
und folglich in allen Fällen : 


Jaros= [ro de + VEreaz.. 


$. 40. Hiernady läßt fi) ein beliebiges beſtimmtes Integral 
genau, oder mit jedem gewinfchten Grade von Annäherung berech= 
nen. Um in allen Fallen einen genäherten Werth des beſtimm⸗ 


ten Integrales ⸗ ji fddr zu erhalten, braudt man nur die 
Gleichung: | 
/ — Sf „fa)dz + / n fo)dx-+.. .f@oda, 
oder: 
„f az ar) + a — 20) 

+&-z) fat+I9 (&— 2) ...+ete. 


zu nehmen, worin X, Lar-..., In-ı beliebige zwifchen ze, X lie⸗ 


"gende Werthe von z und 3,, Iı,-.... ‚Zahlen zwifchen O und 1 
An. Der Einfachheit wegen kann man die Intervalle . — ze, 
— rer einander gleich und = 7 annehmen, und alddann 
bat man: 


S reif tat. 4-48). 


Benn die Function f (x) von = 2 bit = X beftändig zu: 
oder abnimmt, fo liegt der erfle heil der vorhergehenden Glei⸗ 
hung offenbar zwifchen den beiden Summen: 


Sl) tra t+dt Fan +WH+.. +FX X 
Ss=-i (fa +tö+fa +M-+ ......... +f&)], 


und wenn man in diefer Vorausſetzung die halbe Summe biefer 
beiden Werthe oder den Ausdruck: 


tat Ha tWH+t. +FR-DH4M) 
für den Näherungswerth des Integrales ⸗ fG)dæ nimmt; 
\ begeht man einen Fehler, welcher Heiner ift, als die halbe Dif- 
erenz: 
S-38 + ff If). 
Beifpiel. Gebt man: 
f@ == a=0, X=1, i=f, 

fo erhält man: 





LS} 


Ha) tr fa td+.. +4] j 
| =44+4944+44+9=0, 78. 

no: ı da, 
folglich ift 0, 78 der Näherungswerth bes — J. Han 
Der in di le b ler kann bi — 
De 0" alhe Übefhreiten und If In der hat Meine, ovt 

Wenn die Function f (x) zwifchen den Antegrationdgrenzen 
Bi beftänbig zu=, oder abnähme, fo koͤnnte man fie vermittelſt 
er Formel: 


— S — 


in mehrere andere zerlegen, wovon jede dieſe Bedingung erfuͤllte 
und man koͤnnte alsdann nicht blos die Naͤherungswerthe, ſondern 
auch die Grenzen des begangenen Fehlers berechnen. 

$. 41. Selbſt wenn die Function f (x) bald zu⸗ und bald 
abnähme, ift der Fehler, welchen man begeht, wenn man eine ber 


Summen S, $ für den Werth des Integrales S: x f ode 

nimmt, offenbar Heiner, als das Probuft aus i=X— ze und 

dem größten Zahlenwerthe K, welden die Differenz: 
fe+A2)—-f@)=AzP(e+3An), 


annehmen kann, wenn x zwifchen den Grenzen 2, X und Ar 
zwifchen den Grenzen O und + liegt. Denn es iſt 5. B.: 


f: fodı-S=i Aa-tS)- fa))H far ts d-fAaı +. , 
und folglich : 
.- Si rod-s<ixk=K&-). 


ver folgt au, daß, wenn k der größte Zahlenwerth von 
(x) zwiichen den Grenzen zu, X ift, der begangene Fehler zwi- 
fhen den Grenzen: 

-KX— u),+k(X— 2) 
liegt. 

Man kann übrigens, wie wir bereitd gefehen haben, den 
Werth des beflimmten Integraled genau berechnen, wenn man 
dad unbeftimmte Integral kennt, und in einigen befondern Fallen 
auch dann, wenn dad unbeflimmte Integral unbelannt bleibt. 

$. 42. Beifpiele. Durch Anwendung ber audeinanderge: 


feßten Methoden und der Formeln in 8. 16 und $. 17 findet 
man: . 


/ 1 | 1 
S. zlde =-, S. ılIdı=o, 
0 a 6 
a & on 1. 
JS erda=ı, f, erdıi = af, e #dı=-, 
0 9 9 





| — 
| B ,C 
Jaruren sent 
27 — da © 
J. 3- ara a’ 
a da —? /? a _n 
— Se seen 


Ferner findet man nad) $. 26 und $. 27: 


@ mid m fe ® m ml... 3210 S do 
NS m). area), vr 
1923...(m—1)x<123... (nm) 





=), 


Ä 1.2.3... (o—)) 
dy __in—3 © dy __1.3.5...(2%—3) » dy 
J. m) ed) 5 Ir 


__1.3.3...(2n —3)r 
—2.4.6.. ——— 


1.2.3.. 
Ai verd=i1. 2.3.. nf 2eed— = , 
1.2.3...n 
no—az 
SS z"e (cos b24 j —| sin bz) = Vor +V mtr 
1.2.3.. 
S“ zre- sin zdz— (a! Aa K up sin [@+ 1) arctang — ] ’ 


je) 
/. e-#=sinbzdz = SER , 


” 1.2.3 b 
S. we cosbzdz= —— cOos | (a1) arc tang- ] , 


© u 
J. e- cos bꝛ dꝛ SER“ 
Endlich hat man nad) $. 30, wenn n eine gerade Zahl ift: 


r 7 
3 L.3.5.. (n — Ir F 

S sintzde= on = = ⸗ cos"rdr, 
" 


— 1515* 
= m — 
S; ung 5; tr Fz5E1F7 
und wenn m eine ungerabe Zahl #: 
Tr 


2.4.6...(n—1 
S ser "ade = 55 man 2 _ fi cos"zdr, 





ss 


7 | » 1 1 l | 
\. tangrrdr= — —- —, rt 7F7*7*5516 (3) 
$. 43. Aus der Gleihung: 
Sirede= [: r@a+ f ! far 


ergiebt fich eine wichtige Folgerung, woburd "die Rechnungen oft 
abgekürzt werden. Es fei & ein arithmetifches Mittel zwiſchen z, 
und X und die Function f (x) nehme zu beiden Seiten dieſes 
Mitteld Werthe an, weldye paarweife einander gleih und von 
demfelben Zeichen find; fo find die beiden Integrale: 


Si reaz, [Era 
ebenfalls einander gleich, und man bat: 
Snrod=2 [iroa, 


fo daß man blos eind dieſer Integrale zu berechnen und feinen 
ie verboppeln braucht, um den des gegebenen Integrales 
u erbalten. 

: Beifpiel. Es if: 


A ” 
+ 7 
. eoerus 22 coszdz, 
r 
” 


7 2 
S . sin!rdr —2 ⸗ sinꝰædæ. 


Wenn die Werthe der Function f(x) von = aus peamweife einan⸗ 
der gleich und von entgegengeſetzten Zeichen waͤren, ſo waͤren 
auch die Werthe der beiden Integrale: 


Staa [iroa 


einander gleich und von entgegengefegten Zeichen, und man hätte 


folglich: 
Si fodr=0. ' 
Beifpiel. Hiernad if: 


[ — cosrdr=0. | 


Siebente Borlefung. 


Bon den beftimmten Integralen, deren Werthe unendlih oder unbeflimmt 
find. — Hauptwerthe ber als unbeftimmt erfcheinenden Integrale. — Sing 
läre beflimmte Integrale. 


$. 44. Im Vorhergehenden wurbe immer vorausgeſetzt, daß 
die Function (x) zwifchen den Grenzen z,, X endlich und ftetig 


| X 
bleibt. In diefem Falle hat das beftimmte Integral [ar 
einen beffimmten Werth, und vermittelft der Gleichung: 


Seroa=f"roarf roact.f, ro d 


fann man daffelbe in eine gewiſſe Anzahl ähnlicher Integrale, 
weldhe zwifhen den Grenzen 2%, Lı3 -.-.- u, X genommen 
werden, zerlegen. | 

Wenn fich die eingefchobenen Grenzwerthe auf zwei rebuciren, 
wovon der eine 5, fehr wenig von zu und der andere & fehr wenig 
von X verfchieden iſt; fo vermanbelt fich die vorhergehende Glei⸗ 
hung in folgende: 


Sroa=faraatf ereartf rear 


= (&—a)fl% +%( —2)] 
+S Ep@de+ K-HrE+sa—N)) 


Wenn man in diefer lebten Formel 4 gegen die Grenze 2, und 
& gegen die Grenze X convergiren läßt, fo ergiebt fich daraus, 
wenn man zu ben Grenzen übergeht und wieder vorausgeſetzt 
wird, daß die Function f(x) endlich und ftetig bleibt: 


— de=tim. [ arapar 


Aber wenn diefe Bedingung nicht mehr erfüllt wird, fo wie 
auch zuweilen, wenn die Grenzen ze, X feine endlichen Größen 
mehr find; fo fann man nicht mehr behaupten, daß das beflimmte 
Integral einen beftimmten Werth bat, und man weiß nicht 


mehr, was ein Ausdruck wie [2 f(a) dr bedeutet. 
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+ dx 
Wir wollen 3. B. das Integral ⸗ 47 nehmen, worin die 


1 
unter dem Zeichen vorkommende Function — fuͤr den zwiſchen 


den Integrationsgrenzen = — 1, — +1 liegenden Werth 
z=0 unendlich wird; fo ergiebt fich aus ber Gleichung : 


Set@a=firoa+f rede 


folgende: 


Hd _ (ed 
1:2 J-ı: 


in dad gegebene Integral erfcheint unter einer unbeflimmten 
rm. 


+ Z=_-0+. 


Um in biefem Balle jede Ungewißbeit zu heben und bem 
Ausdinde / fa) de eine beflimmte Bedeutung zu geben, er- 
firedt man bie Gleichung: 

. & 
„,f (9) dx = lim ‚S(e) dr ' 


nach der Analogie auch auf den Fall, wo fie nicht mehr ftreng 
bewiefen werben kann. 


Ebenfo werden bie Integrale: 
+» a de . 
[ edx s 0 pP [4 


worin die Zunction f(x) für die Werthe & — oder 20 nicht 
mehr endlich und fletig bleibt, durch die Gleichungen: 


S Hzear=inf zedr=im (d-)=eo—e-0=e, 
Sem se _ ml limit 
.# ) 0 


8 £ 
beftimmt. 


Es kann jedoch geicheben, baß der Werth des bellimmten 
Integrales wirklich unbeſtimmt ift, und um dieſes zu bemeifen, 


+ dr 
wollen wir dad Integral Sf 7 Wieder betrachten. Wenn man 


mit e eine unendlich Feine Zahl und mit u, » zwei pofitive, aber 
willtührliche Gonftanten bezeichnet; fo hat man: 


dz_,. —UE de de, ı dx 
an Ze Sem [5 

+dz__ —JE de ıd\__.. I\_,4 
Ser) er,)=18 


welcher Werth völlig willführlich oder unbeſtimmt ift. 
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$. 45. Wenn die Function f(x) zwiſchen den Grenzen zu, X 
für eine gewiffe Anzahl befonderer Werthe z,,22,... .,. 2m von zunend- 
lih wird und man bezeichnet mit e eine unendlich Meine Zahl, fo 
. I mit —W vi, Ua, Yy RI | Hua, Ym willkuͤhrliche Conſtanten; fo 

at man: 


Safe) de „F@)dr+ S I@)dr+.. S. „f@)de 


Yu ol DE 2 . x 
u Sf et] ru De] 
und wenn „a — — , X=- »ift, fo hat man: 


S erea= 


| Sa ran et we | 
| m - | 


wo u und » zwei neue willlührliche Conftanten bezeichnen. 

Die Werthe der aus diefen Gleichungen abgeleiteten Inte⸗ 
grale koͤnnen übrigens nach der Beihaffenheit der Function f (x) 
entweder endliche und beflimmte Größen, ober unendliche Größen, 
oder unbeflimmte Größen fein, welche von den den willtührlichen 
Gonftanten beigelegten Werthen abhängen. Wenn man in diefem 
legten Falle alle Conftanten auf die Einheit rebucirt, fo erhält 
man befondere Werthe der Integrale: 


X 
„fan f "ere)dz, 
welhe Cauchy Hauptwerthe genannt bat, und welche durch 


die Gleichungen: 
X 
| f: fod= 


lim | fear + + u Fo} 
Szroe= 


im . ST f)dı-+ S —— dx. Sf 7 a | 


gegeben werden. | 
Beifpiel. Der Werth Null, welchen 1 annimmt, wenn 
man ul, v1 fest, ift der Hauptwerth des beflimmten In⸗ 
Ndz Ze EP 
egtales8 und 1.F iſt fein allgemeiner Werth. 
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.,$ 46. Wenn ein beflimmtes Integral in Beziehung auf = 
jeif n zwei Srehzen genommen wird, welche einem befondern 
the a der Veraͤnderlichen z unendlich nahe Fommen, fo ift 
der Werth des Integraled nahezu SO, wenn berfelbe eine end⸗ 
lihe Größe ift und, die Zunction f(x) felbf in ber Nähe von 
z=a endlich und ftetig bleibt. Denn alsdann ift der Werth. des 
beftimmten Integrales gleich dem Producte aus derd unendlich Heir 
nen Differenz, ber Grenzen bed Integraled und einem endlichen 
Werthe der Function f(x). Aber der Werth des beftimmten In⸗ 
tegraled kann von Null verfchieden und fogar unendlich werben, 
wenn a, ober f(a) unendlich würde. In djefem lebten Falle nennt 
Cauchy dad Integral ein finguläres beflimmtes Intes 
gral und der Werth deſſelben läßt fich gemöhnlich leicht berechnen. 
Bir wollen zundch annehmen, —9 a eine endliche Groͤße und 
war eine Wurzel der Gleichung fl) — X fei, und mit f die 
venze bezeichnen, gegen welche dad Product (a — a) f(x) con⸗ 
vergirt, während x gegen a convergixt; fo giebt bie Gleichung 


5 Siroae=e-rou() 
die Werthe: 


SZ rwe=nw, [reoa=n(t). 


Denn die Größe 5, welche zwiſchen a —e und a— ge, ober zwi⸗ 
fchen a-+ ve. und a-+ e liegt, ift nahezu = a, während das Pro: 
duct 5—af(t)=(a—a)f(a) oder =f if. _ 

Wenn a unendlih würde und man bezeichnete die Grenze, 
gegen welche dad Product zf(z) convergirt, während die Veraͤn⸗ 
derliche z gegen die Grenze  @ convergirt, mit f, fo hätte man 
vermöge der Gleichung: 


S:roe=rr@1(%) 


im 6. 38 nahezu: 
2 





⁊ 


1 

57 ve 1 
"fo)de=fl(), / "f@)de=fl>. 
ur nn a 
Es iſt wohl zu bemerken, daß die Grenze des Productes 
(G —- 4) ) oder zf(«) —5 von dem Zeichen ſeines erſten 
Fractors abhängt, und folglich die mit f bezeichnete Größe zuwei⸗ 

Ien ibren Werth ändert, wenn s dad Zeichen. ändert. au 
.$ 47. Auch den allgemeinen: Werth eines als unbeflimmt 
erfcheinenden. Integraled Tann man vermittelfi der. beftimmten 
fingulären Integrale berechnen, wenn man feinen Hauptwertp 


tennt. Denn es ſei „f@)dz das fragliche Integral und wir 
wollen: fegen : 
Moigno, SIntegralschuung. 4 


— — 
—VVV x 
E= * —VV———— uhr FR) A 
DE at Z— Zutt 

r=f: fait [ Te fdact.f"s 
fo ift A=limE der allgemeine Werth und B= lim Fder Haupt: 
werth des beitimmten Sntegrales. Die Diffrenn; A— B= 
lim (E— iefer beiden Werthe ift der Grenze gleich, gegen 
welche die Summe der fingulären Integrale: 
| ht sn, N. arte 
SZ fa)dz, dr 
— at x ' 
| ⸗ ., Ka)dz, er / MER (CT. Zu 
eonvergirt, und wenn man folglich mit fi, fa, .... Im die Grenzen 
bezeichnet, gegen welche die Producte: 
 a-s)f&), a-2.)f@),..., @—-zu)f@) 


convergiren, während ihre erften Factoren gegen Null convergiren; 
fo har man: 


kı Ha im 
A—B=f, I rf 1), til * 
Wenn u — und X0 würde, fo müßte man ſetzen: 
1 


3 





vEe 


E= / dr / a Dart md DE 
u ne 


a 
Fe tat] Srwar.fr@ae 


€ 
Zu ben bereitö berechneten fingulären Integralen müßte man, um 
A—B zu erhalten, die beiden folgenden Integrale: 
1 1 


Sara Sroae 
200": 


abdiren, deren Summen nahezu dem Audbrude fL gleich ift, wo 


‚E.die Grenze bezeichnet, gegen welche das Product zfx convergitt, 
während die Weränderliche z gegen eine der beiden Grenzen — oo, 
+ @ convergitt. | | | 
Wenn die fingulären Integrale, wovon die Differenz A—B 
abhängt, für unendlich kleine erthe von e und für endliche, oder 


Unendlich kleine Werthe der willlührlichen Gonftanten'u, », u, 


Ir sr: Um / 9m unendliche, oder von Null verfchiebene endliche 
Werthe annehmen; fo find bie Integrale: 


Arad, f "era 
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offenbar unendlich, oder ımbeflimmt, was jebesmal ftatt findet, 
wenn die Größen 8, f,,.... fm nicht zu gleicher Zeit verfchwinden. - 
Wenn dagegen biefe fin ulären Integrale alle für unendlich Heine 
Werthe von e verfchwinden, wad für enbliche, oder unendlich Heine 
Werthe die Conſtanten u, 9, kı, Par --.- Bw Yu auch haben moͤ⸗ 
gen; fo ift der allgemeine Werth des Integrale: 


JS “roa 


eine endliche und beflimmte Größe, weil alsdann die Differenz 
A--B=-0 ift, und folglich A nahezu der beſtimmten Groͤße B gleich iſt. 


Damit alfo der allgemeine Werth bes Integrales x [a4 


endlih und beflimmt fei, ift erforberlih, aber auch hinreichend, 
daß fih die in der Differenz A—B enthaltenen fingulären Inte: 
rale für unendlih Heine Werthe von e auf Null reduciren, was 
ar endliche, oder unendlich Heine Werthe man auch ben Coeffi⸗ 
cienten u, 9%, kıv Yır . ... Uanz Ym beilegen mag. Dieſes ger 
fchieht gewoͤhnlich, wenn die Größen f, f,, fa, .... fu alle ver- 


fchwinden. 
Diefe Größen können jeboch verſchwinden, ohne daß dieſes 
mit den fingulären- Integralen auch der Kal if. Wenn man 


3. B. ()=-- fetst, fo verfchwindet dad Product zf(lz) für 20 
und dennoch verfchwindet das beflimmte finguläre Integral: 


ve dı lv 
S’z=ı(ir7 
nicht mehr für unendlich Heine Werthe von ». 
& 


Beifpiel. Es fei = ein rationaler Bruch, fo ift, damit 


+2 fa), . 
dad Integral | _— Fa) einen endlichen usb beflimmten Werth 


behält, erforderlich, aber auch zureihend: 1) daß bie gieihung 
F(x)=0 feine reellen Wurzeln hat, und 2) daß der Grab 

Penner F (x) wenigftene um zwei Einheiten hoͤher iſt, als ber 
des Zählers f(x). Denn wenn die erhe Bedingung erfüllt wird, 
fo find die Factoren f, f,, f2, -... fa Null, weil die Eriflenz 
diefer Producte die Eriftenz reeller Werthe von x vorausfegt, welche 


die Function FG) unendlih, oder die Function F x verſchwinden 


mahen. Vermoͤge der zweiten Bebingung verſchwindet f ober 
tim z > auch, weil zf(z) von einem wenigftens um eine Ein 
heit niebrigern Grabe ift, ald F (x). 

. $ 48. Vermittelſt des Worhergehenden findet man leicht die 
folgenden Integrale: 





ea) ea 
u : 
ve (AB r— ArB — 


A—ByY-ı AFBVA — 
Grat dr = 2rB. 


Auclgemeiner, wenn a ) wieder ein rationaler Bruch iſt, deffen 


Penner für keinen reellen Werth von x verfchwinden kann; ſo 
wollen wir durch: 


7 VA, na +B eie. .. 
Zen ta —... 


die imaginäre Wurzeln ber Sleihung F(A) S0 bezeichnen, worin 
der —2 von Y I pofitiv iſt, und u 


A,—B,Y "1, Aa —B, VA,ete. 
f(=) 


die dieſen Kurzeln entfprechenden Werthe des Bruches Fa) 
Alsdann ergiebt fi) aus der befannten —— 
fO_ABıYI |, AtBYI | 
ÿ—— 
AB.A— AB.— 
— at I 
bie folgende | 
if ve fe) 
fr ı F Fe 
J nn 


2A, tt. tAm)l, +2=B,+B.+... + Ba), 


deren zweiter Theil den willtührlichen Sactor 1. E „ nicht mehr ent- 


halt, fo oft die Summe AR +, +... + An verſchwindet, und 
man hat folglich: 


r% 1) 
—a@F(2) =2r(B,+Bs+...Bu). 


Diefe Bebingung wird aber erfüllt, wenn ber Grab von F(z) 
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den von f(x) wenigftend um zwei Einheiten überfleigt. Denn 
man bat:, oo. | 


2A ,(z—a,)+2B,ß, 
———— A ehr 
°) _ u. 
F(z) M 
[2A (2—a,)+-2B, 8, (r—;)2+B"][(r—ar)24-83)...[(2-am)24-B2 
Let HATT HA. ee trBal 
und wenn 2m der Grad des Nenner ift, fo waͤre ber bed 
Zaͤhlers = im — 1, wo der Goefficient von z"-1, nämlich 
2(A,+A, + An) nicht Null wäre. Diefe Summe muß folgs 
lich — Nuu ſein, wenn der Grad des Nenners den de 
Bade wendet ens um zwei Einheiten fiberfteigt. 
Betrachten wir z. B. das Integral: 


dass 000 R 
— oz’ 
worin n und m<n zwei ganze Zahlen find; fo if: 
fe) __ —— 
F@) *5 
und die Wurzeln der Gleichung: an 
Fo)=ı»#41=0, | 
worin der Goefficint von YI .pofitiv ift, find in folgender 
Formel enthalten: .. 


a+817-1=cos”— Hr isn” 


woraus fie abgeleitet werben, wenn man ber Geiie 24 alle 
ungeraden Werthe zwiſchen O und 2 beilegt. Der allgemeine 
Werth von: 

_ _ fat+BY =D («+8 y =D” 
A-BI SRH D Raten" 


cos (2k +1) = + y—isin (?k+1) 2* | 








1 


RR En isn 
ift, wenn man: 
— =a, folgüich ein 


ſetzt und fich erinnert, daß man, um zwei imaginäre Ausdruͤcke 
von der Form: 


34 
cosp-+ Ainp, cong + Y'—ising 
ineinander zu dividiren, nur die Bogen von einander abzuziehen 
braucht, folgender: 
A—ByYr-i= | 
z[008(a—1)(2R+=-+Y—Isin(a—1)(2k+1) =] 


= —;,[cosa (2k-+ 1 r-+ 7 —Isine (2k +1) =), 
woraus folgt: 





A=— 2.0050 (2k+1)m, B=2,sina(2k+1)x, 
Be Re, 
und da nad der Worandfekung der Grab des Nenners ben bes 
Zaͤhlers wenigſtens um zwei Ginheiten überfteigt; fo hat man: 
+8 and: 
or GB..B, ... B. 
r 
= — Isinar-+sindar +... + sin (21-) a]. 


Die Summe, welde den seiten Theil bildet, Tann man leicht 

— berechnen; denn die Gleichungen : ' 
0 es8--YTIsins=eit I, 

. 0839 + Y 1 sin39 = eV 71, etc. 

geben: 
[cos$-+ c0833+-c0858...-+ cos (22 — 1) 3] 
+Y”1i[6n3+sin3S-+sin5$...-+ ote.] 
== es — — .. ‚Lee Jay 1 
=eI A +e® Ir eV ,.+e9-D 997] 





endy —I__{ 
Spar 

| R bem betrachteten Falle ift aber: 
9=an= — 1 R, 

unb folglich: m. 





08 (2-1) + Y isin (Am +1) 1. 


Außerdem bat man: 
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ey 1 ey -ı 1 
EIAI_{ —— V 
— 
1 


23V TIsins” ee 


folglich: 
vos ax -}-oos 3ax,...+ cos (?n— 1)ar 
+V ilsin ax+ sin 3ax...+ sin (22 — 1) an] 
1 


1 
=- were "UV -Isinar’ 


cosar +cosd3ar-+...cos (a —1)ar=0, 
sinax +sin3ax-+...sin (2a — 1) ax = —⸗ 





sing” 
[2 amd 9" _ ” 
® l+3 "sin art ——— 


und hieraus ergiebt ſich, wenn man z=z" ſetzt: 
⸗ nf — —2 —AA 
14 u. Ita a Ita 
Rr — 
ni ° siner 
sin — * 


Reducirt man denſo den der beiden folgenden ald unbeflimmt 
erfcheinenden Integrale auf feinen Hauptwerth, fo findet man: 


_ =! = - [sin 2ar + sindaz ...+ sin(22— 2) ar] 


“ Tr 
— DD — — 
ntangen —9 J 


. 
2n 


seid 0 | me=n fÜ vun m 
SE Ü — oa. 1—ı2 —TAr⸗⸗ 





Achte Borlefung. 


Beftimmung tines befkimmten Integrales: 1) vermittelſt der Integration 
duch Reihen und 2) vermitteift ber Differenzirung ober Integrirung unter 
‘dem Zeichen f. — Zunbamentaleigenfhaften der Function T. 


$. 50. Wenn man ben Werth eines beftimmten Integrales 
nicht durch die bisher angegebenen Mittel erhalten kann, fo muß 
man zu zwei andern Methoden feine Zuflucht nehmen, wovon bie 
eine in der Integration durch Reihen und Die andere darin be= 
fleht, daß man unter dem Zeichen / in Beziehun auf eine will- 
tührliche Conftante oder auf eine von der unabDängigen Berän: 
derlichen verfchiedene zweite Weränderliche differenzirt oder inte⸗ 
grirt. | 


Die Integration durch Reihen beruht auf folgendem Funda⸗ 
mentallehrfaße. 


Lehrfag. | Wenn x, X endlihe Größen find und bie Reihe: 
| U, Ur, ÜUgı..., Uns 


deren verſchiedene Glieder zwiſchen den drengen x, X ſtetige 
Sunctionen der Beränderlihen x find, für alle zwifchen biefen. 
Grenzen liegenden Werthe von æ convergent iſt; fo ift die Reihe: 


x X X X 
S Kuaz, S Kunde, STuae,... Sede 


auch convergent, und wenn S die Summe der erſten Reihe bezeich⸗ 


net, fo wird die ber zweiten burch f: Sdr audgebrüdt. Ober 
mit andern Worten: die Gleichung: 

Su =u+4%-+....etc. 
bat die Gleichung zur Folge: 


* —D OLE" S/ —X ⸗ x undz-teic. 


Beweis. Es fi: 
S,=w-4%ı +i..+m-ı 


die Summe der erſten Glieder der erften Reihe und r, der Reft 
oder die Summe der übrigen Glieder der Reihe, fo hat man: 
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se. +r.=u ru te +...u-ı tr, u 
Ssar= Audt/ Suact..f Kundstf rdz. 


Run iſt aber das Integral „r.dz ein befonderer Werth bes 


Producted rn (X— x), welcher einem zwifchen ben Grenzen ze, 
X liegenden Werthe von x entfpricht, und da der Reft r„ ohne 
Ende und deſtomehr abnimmt, je größer n wird; fo iſt daſſelbe 


mit dem Integrale r·de der Fall, und man bat: 


S: Sdr= f „det Sf mdc+.. etc. 


Wenn man in diefer Formel x für X fekt, fo erhält man bie fols 
genden Formeln : 


| ⸗ — —⸗ f „wirt * — 
sa [wart nat fudc+ +6. 


$. 51. Man könnte leicht beweifen, daß die vorhin abgeleis 
teten Formeln auch nod dann flattfinden, wenn bie erfle, anfangs 
wifchen den Grenzen z., X convergente Reihe für eine dieſer 
zen, oder für beide bivergent würbe, wofern nur bie Antes 


grale: 
X X * 
⸗ PA, de, ⸗ „hr, etc. T] 


eine convergente Reihe bilden. 

Die eisart befleht darin, daß man für &., & zwei zwi⸗ 
en ze und X liegende Werthe nimmt, für welche man folge. 
i at: 


g _f:! S/ 7 
„de = „wirt „niet. 


und daß man alddann hr gegen bie Srenge ze und & a bie 
Grenze X convergiren läßt. Diefe Beme ng erſtreckt ſich fogar 
auf den Fall, wo die Größen , X einzeln, ober gleichzeitig 
unendli werden. Wenn man 3. B. u.— a2” nimmt, WO a. 
ein reeller, oder imaginärer Goeffcient ift, und man bezeichnet 
ferner durch. p. den Zahlenwerth oder den Modulus von a, und 
1 


durch % den größten Werth, welchen ber Ausdruck (pu)r. ans 
nimmt, wenn bie Zahl a unendlich wird; fo iſt die Reihe: 


“tu tsH+..=a rar + a2} etc. 


zwiſchen den Grenzen = — z=+ 3 convergent, und man 
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bat folglich für die zwifchen dieſen Grenzen liegenden Werthe ber 
Veraͤnderlichen z, wenn man: 
S=a-ta,r + ua,r3+ etc. | 
fegt : | 


S 150 = 4 +a, S+totT + etc. 
Diefe lebte Reihe findet noch für die Werthe ı=—ı  ‚e=+ 
z ſtatt, wenn fuͤr dieſe beſonderen Werthe die Reihe: | 


ar + Far! Ftar?.... 
convergent bleibt. 

F 52. Bermittelft dieſer Principien kann man eine große 
Anzahl Integrale in convergente Reihen entwideln, welde belie⸗ 
big genäherte Werthe diefer Integrale geben, ımb. hierin befteht 
die Integration durch Reihen. an Tann fogar diefe In⸗ 
tegrationsmethede zur Entwidelung aller Arten von Größen in 
Reihen anwenden. und oft bie gegebenen Größen durch beftimmte 
Integrale auöbrüden, auf welche man alsdann die in Rebe ftehende 
Methode anwendet. 

Beifpiele. Um die Funktionen: 

4(1-+-2),arctangz, arcsinz 


in Reihen zu entwideln, bedient man fi ber Formeln: 


x dr x dx 
Iu+9=/f, irz’ artange=/ , i+2? ’ 

| d. . — 
—D — de, 


und da man zwifchen den Grenzen = —1, z=+1 bat: 
ı _,_ ._ Il _ 4 _ LH Ä 
at z+x°— etc. * 1— 2! + xt— ... etc., 
Ad-ayi=1+427+ 442 +4482° 4 ete.; 
fo giebt die Integration durch Reihen zwifchen denfelben Grenzen: 
3 o aP ED 
10 + )=2--7 + z etc, arctangr=r—y + Tal... 22" 


* 181354* 
are sin r=xr+ 3 +37 7 re 


Wenn man in diefen legten Gleihungen 1 fest, fo bleiben 
die Reihen in den zweiten Theilen convergent, und man bat: 
1 —4+4-ete, T=1—4 + 4-ete,, 


n 11,131 ,1351 
irtrrigtgent ee 














8.33. Die Integration durch Differenzirung nuter 
dem Zeichen / beruht auf folgendem wichtigem Lehrfake: 
Ledrfag. Um bie Integrale: 


JS taya, fi ton | 
tn Beziehung auf y zu bifferenziren, braucht man nur bie Gum 


tion f (x, y) unter dem Zeichen [I zu differenziren. 

Beweis. Wenn man der Größe y einen Zuwachs Ay ers 
theilt und mit A, dem entfprechenden Zuwachs irgend einer 
Bunction von y, fo wie mit D, ihre Ableitung bezeichnet; fo fin» 

et man: 


af ira nde=f "fayr ande re, wie 


= Kira, y+ 9 — 1a, wide=f 2 d,f6, yar, 
woraus folgt, wenn man burch Ay bivibirt und zu ber Grenze 
übergeht: 


Dif „rends=/ „D,r@, ydz, 
und folglich: 

D, [re nae=f Dir, Das 
oder: 

D,/f«@, „dr=/D,f(z, „dr. 
Aus diefem Lehrfake folgt auch, daß die Gleichung: 

|re vi=F@,y+c 

die beiden folgenden : 
JPırzwde=D, Kay, [Dire, Dar=D5r@, pie 


nad zieht. 
uweilen bat man auch ein beflimmtes Integral: 


/ „f (7, dx 
a i die G ‚X di i Run 
ben aber Vie ibertifgen ; Sligungen: bu bifferengiren. “ 
D, ⸗ nf (z, YVde=f(®, y), 


D, [ Ira nas=—n, [ara vi=- fe», 


| _ 
wenn man in der erfien 2X und in ber zweiten x, ſetzt: 


De / Krande=fKy, Du f rEnd=— fand). 


8. 54. Diefed voraudgefebt, wenn ein beſtimmtes, oder un⸗ 
beflimmtes Integral, welches man zu berechnen weiß, außer ber 
unabhängigen Veränderlichen eine oder mehrere andere Beränder- 
liche oder willführliche Conftanten enthält; fo giebt jede neue Dif⸗ 
ferenzirung in Deniebung auf die eine oder die andere biefer Ver— 
Anderlichen oder Gonftanten den Werth eined neuen Integrales, 
welches fih durch andere Methoden vielleicht nur fehr ſchwierig 
erhalten ließe. Ä 

Beifpiele: Wenn man jedes der Integrale: 


de Sf D ds ra J 
— — 2 — 
Sf. Fu fe dx, S. erde. 


a mal hintereinander in Beziehung auf die Größe a differenzirt, 
fo erhalt man: 


1.2.3.0, (77zare ns 77), C 
(2?+ art! dar ’ 


ı | 
BI... „(Fz)_1.3.5...0-n 
e (z3+-a)"tr! En — ala 
' da __1.3.5...(2—) nr, 
dm Tre. DW 


ax ” — ar 
Se de Aa ®) | 0 








dar 
09 dn(ta-1) 1.2.3...n 
S. nern at Ten 


$. 55. Oft giebt auch die Integration unter dem 
Zeichen f die Werthe gewiffer beftimmter Integrale, obgleich, 
man fein Mittel hat, die entiprechenden unbeflimmten Integrale 
anzugeben. Wir wollen zunächft beweifen, daß man,. um die mit 
dy multiplicirten Ausdruͤcke: 


S:rava, [ren 


in Beziehung auf y von y=%y an zu integriren, nur unter bem 
Zeichen / die mit dy multiplicirte Function f (x, y) von y=Yy 
aus Er integriren braucht, wofern jedoch die: Function f (2, 9 
wifhen ben Sntegrafiondgrenzen in Beziehung auf bie beiden 
eränderlihen z, J ftetig bleibt. 
Beweis. Aus ber Gleichung: 


— Sarnen Supnenee 














6 
folgt, wenn man F (a, = Ä m fe, „Day ſetzt: 


D, SS re wazay f Dar, 


und wenn man alsdann die beiden Theile diefer letzten Gleichung 
mit dy multiplicirt und in Beziehung auf y von y=y an inter 
grirt; fo findet man: 


S:.] re vae=f', [re Dan 


was. bewiefen werden follte. 
Beifpiele. Da man für pofitive Werthe von u allge 


‚mein bat: 
N . 
S[ zu de = 7 
0 


fo. folgt, wenn man beide Theile diefer Sting m mit E multi⸗ 
plicirt und in Beziehung auf a von u=» an integrirt: 


IK de _ıM. 
N ro. vw" 


Wenn man mit a, b, c pofitive Gonftanten bezeichnet und unter 
dem Zeichen / die Saar 


00 
JS. e=dı= e= cos brdr = — FIR 


& b 
j e-* sin brdr= Sr# 


in Beziehung auf bie Größe a von a=0 an integrirt; fo er- 
halt man die Formeln: 


& 


— —— 


[ee] Hei — e” — a c 
S. eT—eT sin bxdr = arc tang -are tang T/ 
worau⸗ ſist, wenn man c=o und a— o ſetzt: 


=o,/ bin, sine =r. 


wu 56. Wenn in einem ſich auf die Veränderliche x bezie⸗ 
henden Integrale die Function unter dem Zeichen / noch eine ans 
dere Größe w enthält, deren Werth willtührlich ift; fo fann man 
dieſe Größ ald eine neue Beränderliche betrachten, und das 
Integral Ft ald eine Function von u. Unter den Zunctionen 
diefer Art ift beſonders bie zu bemerken, weldhe Legendre durch 
den Buchſtaben T bezeichnet bat, und welde für pofitive Werthe 
von u durch folgende Gleichung auögebrüdt wird: 


_ 
rw f} (- 3 


Sept mans 


woraus folgt: 
2 es, z=e", d —e"*dı, 
und bemerkt, dag für z=0, z=wn und für z==1, 3==0 iſt; fo 
verwanbelt fi) diefed Integral in folgendes: 
[un eordı= [ "an e:dz=T (u). 


Die Function T genügt offenbar der GSleigung T (1 14. Da 
wir ferner in $. 42 gefunden haben: 


f? zer d=1.2.3...n 
fo ift offenbar: 


T9)=1,T9)=12..TW)=123.@-D=(a—I)T(a—1). 


Wenn man in dem bereits in $. 42 angegebmen Werthe der 
Integrale: 


1.2.3... b 
s ge 008 bzdz= 1 tang — |, 
f? x cos bzdz = er [“+ ) arc 82] 


® 1.2.3.. 
⸗ „ec sin bzdz = — sin —R arc * 
(a? +5?) 7 


a—1 für n fest, und für das Product 1.2.3.. wa 1) feinen 
Werth T (a) fest, fo hat man: 


T(r) cos (a arc tang -) 


(+39! 
b 
& T (r)sin | narc tang— 
⸗ zul o-e sinbzdz — T@o)ein (marc ung,.) 


ie >] 
⸗ zrle-asogsbzdz— 


(+! 
und wenn man in der Gleichung: 


S! zu e-» de=T (u) 


z in az verwandelt: 


Aus der Formel: | 
® am-Idr 1.2.3... m—1)1.2.3...(n—m—1) 
‚ At» 1.2.3...(n— 1) 

ergiebt ſich endlich: 





® zu-idr _ T(m)T(a— m) 
o (+ I'‘n) 
Da die Gleichung: 


[0 +) 
43 _ IW) 
SI» es dı = Fr 


für. beliebige Werthe ven a und a ftattfindet, fo kann man barin 
fucceffive feßen: 





1) u — a, a=1, 
2) e=b, a=r-+1W, 
welches giebt, wenn a und 5 pofitiv find: 
Mo Te) 
o zes de — "ze ! 
® T'(b) 
S‘ zii e-tts)dr— (ifa)%’ 
und folglid: 


zu— 1 08 
(4) TO ⸗ el erszb-1e-3dz, 
woraus folgt, wenn man mit dr multiplicirt und zwifchen den 
Grenzen 0, © in Beziehung auf z integrirt: 
&® za-Idr 1 2 2 
ae (ra tens 


— l ” | Z T(e) __ Te) ” 4 5% 
uf Hera = Tetra 





m gen nach der Definition der Function D, wenn b—a poſitiv 
ift, hat: 


ST omterdz = T(b—a), 
fo ift enblidh: 





f: ze-Ide _ T(a)T(b—a) 
o (4a) Tb) 


In+1 
Wenn man in diefer Formel b=1, a= * ſetzt und die 


Gleichungen: 


— “ 
f 1 _ Fi A 5 
o 143 * o mi 
— * amdır Mn we 
=) at ne DM 
in $. 49 berüdjichtigt, fo findet man: 3 
TaTd—)=—., IWP=r, ' 
— * * | 
IT’d)= Yr=/f. terde= |, e- æꝰ dx. 
Aus dieſer letzten Gleichung folgt: | 
r=/f/, e 2? dr— e- Aw dr— [2 e*22 dr 
o © on 
= / ettrdr+ ⸗ ei. a A „ere’=+e)dz 


und endlich: 


8 Izx — 23 
⸗ eu» le re te ‚de=te"Yr, 
welche Formel flatt findet für jeden beliebigen reellen Werth von z, 
—X noch dann, wenn man 2— für z ſetzt, wodurch man 
erhalt: Ä 





e*cos2zrdr=}e"”Yn. 


$. 57. Die Zuläffigkeit diefed Ueberganged vom Reellen zum 
Imaginären beruht auf dem folgenden Lehrfage, welcher fich leicht 
beweifen läßt: Ä 

Wenn fich die Functionen: 


f(@ 2) und F(z) = ande 


für reelle Werthe von z, welche zwifchen den Grenzen —r, + r 
liegen, in convergente Reihen entwideln laffen, welche nach ben 
ganzen fleigenden Potenzen von z fortfchreiten, und die Summen 
iefer Reihen werben noch durch f(x,z), F(z) audgebrüdt, wenn 
z imagindr wird; fo finder die Gleichung: 


Fa=/ rend 


auch noch für imaginäre Werthe von 2 flatt, deren Moduli Heiner 
ald r find. Um diefen Lehrſatz zu beweifen, geht man von bem 
befannten Sate aus, Daß zwei nad) den ganzen fleigenden Poten⸗ 
en von z fortfchreitende Reihen nur dann diefelbe Summe geben 
oͤnnen, wenn die Goefficienten von gleich hohen Potenzen von z 
in beiden Reihen paarweife einander gleih find. Aus dieſer 
Gleichheit oder Identität folgt alddann unmittelbar, daß, wenn bie 
beiden Reihen convergent bleiben und für die zwifchen den Gren⸗ 
zen — r, + r liegenden reellen Werthe von z biefelde Summe 
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geben, fie auch dieſelben Bedingungen für imaginäre Werthe von, 
z erfüllen, deren Moduli Meiner ald r find. 

Die Anwendung diefer Bemerkung auf den weiter oben be: 
handelten Fall ift einleuchtend; denn die beiden Functionen: 


6, ) en, F(o)=4zten 


Iaffen ſich für jeden reellen, oder imaginären Werth von z durch 
die Maclaurinfche Reihe in convergente Reihen entwideln; 
folglich etc. 

Legendre hat das beftimmte Integral: 


[ an (1— z) dr 


ein Euler’fhed Integral der zweiten Art genannt, und 
Binet bat die Deyeihnung deffelben durch B(a,b) vorgefchlagen. 
Es findet zwifchem biefem Integrale und dem Euler’fchen Intes 
grale der erſten Art: 


ra "amierdz 


eine merkwürdige Beziehung ſtatt. Denn wenn man in dem Aus: 
drude: 


| Sa d—2%-!dr 
= Fr fest, fo findet man: 


& sa—ids , 
Bad, arm; 
aber wenn man in ver Gleihung in $. 56, naͤmlich: 
@za-Ide TXa)Tib—a«) 
eo (d+4m T'(b) 
b in a-+b verwandelt, fo fommt: 
© za-de TG)TG) 
oe (I+z)et5  Tlata)’ 
folglich: 
Ta) I'(b) 


B(a,b)= T(a+b)' 


Moigno, Integralrechnung. 5 


Neunte Vorlefung. 


Vergleihung der beiden Werthe, welche in gewiffen Fällen ein boppeltes In⸗ 

tegral annimmt, wenn man bie Ordnung ber Integration umlehrt. — Anwen: 

dung biefer Principien auf bie Beftimmung beflimmter Integrale. — Wie 

man vermittelft gewiffer befonderer Transformationen verfchiebene beſtimmte 
Integrale berechnen Eann. 


$. 58. Cauchy hat au noch eine anbere Bemerkung ger 
macht, welche auf die Beſtimmung einer fehr großen Anzahl be= 
flimmter Integrale führt. Aus dem in der achten Worlefung Ge⸗ 
fagten folgt, daß man bei einer doppelten Integration die Ord⸗ 
nung oder Reihenfolge der Integrationen umfebren fann; denn 
nad) $. 55 hat man: 


J I. n fe Dayde— / .[ „few drdy. 


Wenn man febt: Ä 
dx (2, y) 
fa,y)dı= ——* de, 


dp (x, y) 
Teyy=, 7% 
F leiften die beiden Functionen 9 (2, y) und x (&, y) ber. Gleis 
ung: 
dp(m,y) __ dein, y) 
y de 
Genüge, und man findet: | 


⸗ n [ œ, NP @,ye))dr= f „ [XX, ) — x (zu, Yldy. 


Diefe Gleichung findet flatt, wenn die Zunctionen 9 (x, y) und 
x(z,y) zwifchen den Grenzen zu, X und yo, Y endlich und ftetig 
find; aber fie findet nicht mehr ftatt, wenn dieſe Zunctionen für 
ein oder mehrere Syfteme zwifchen diefen Grenzen liegender Werthe 
von z, y unendlich werben. Alsdann können die durch eine dop⸗ 
pelte Integration erhaltenen Ausdrüde von einander verfchieben 
fein und von der Ordnung der Integrationen abhängen; allein 
man kann ihren Unterfchied Leicht berechnen. Wir wollen zunächft 








u 


annehmen, daß die beiben Functionen $ (z, y), x (z, y) für ein 
einziges Werthſyſtem a, y=b unendlid werden, und mit « 
eine unendlich kleine Zahl bezeichnen; fo ergiebt fih durch Anwen 
dung der vorhergehenden Formel: 


Si Na, völderH fur, [F@, Y)— Fl, yo))de 
=" K,y)—xa +, VXG A, —- xGo wldy, 


De folgt, wenn man e gegen die Grenze Null convergiren 
t: 


R 
⸗ 3 ( (æ, VAG, yo)] dx- S „REN (zu,Y))dy—A, 
wo ber Werth von A durch bie Zokmel: 


A=-lim S; [x(a-Fe,y) —x(a— e,y)] dy. 


befimmt wird. In dem allgemeinen Falle, wo die in Rebe fte- 
henden Zunetionen für eine gewiffe Anzahl von Werthfnftemen 
von z, y unendlich werben, iſt A die Summe mehrerer Glieder 
von berfelben Form. 

Beifpiel. E fe: 


2_ 2° 
faNi= erpr 
oder: 
PEN Fr RUN ar 
yu=—Ä1, I1, y=—iÄ, Y=1, 
ſo findet man: 


, Fl Bdy _ STZE= +1 Ydy 
A=lim —1 arg 1437. -ı 1-+y? zu, 


oder: 

| ri fh 2-2 + (HR pr 
⸗ dydı = Sf J - ah drdy— 2a. 
Es ift leicht einzufehen, daß die Zunctionen $ (x, y), x(2, y) den 
Bedingungen: 


d ' dp (x, y) 
KEN =f(a,y)di, * dy=f(z,Wdy, 


dp(a,y)__ dx (a,y) 
y de 
genügen, wenn man bat: 
pE, ) de+x(a,y) dy=f (u) du 





und folglich: A 1 
Pau) gr KeEee 
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$. 59. Das eben Gefagte ift offenbar auch auf ven Fall an⸗ 
wendbar, wo die Zunctionen f(x, y), 9 (æ, y), x(&,Y) imaginär 
werden, wofern fie nur wieder den vorhergehenden Gleichungen 
genügen. Diefed gefchieht z. B., wenn man febt: 

a d=FlatyYy, 
x y)=Y-Fe+yYD; 

denn alsdann hat man: 

dp (x, y) 


—, =YAF@at+tyYD, 
ZUR _YGFa@H+HYD 
Setzt man alfo: 
, Y 
a=Y=Tlim [ "Flat +9 Y M—Fla—c+yVDldy, 
fo bat man: 


— 


Y_ — 
=YZi/ „FR+HY D-FartyY Ddy—a. 
Kerner wollen wir feßen: 
(«—a—bY—-DF@)=F(e) y=b+e, 
fo ergiebt fich daraus: 


by _Yob F(x) 
am, D=T, dymadı, Fo)= er 


| Fle+etyY =D 
Kart Dh range 
_Flet +64) VA) 
a 74 7777 Ve 
Fla— b—s)VY- 
Fla—ce+y —])= Aa ae le 


* 


_ ZIFIo++6+2) 1]  Fla-e+6+s)Y 1], 
Saale Fi kr en ng 
Es fei nun: 
Flat +64) Y) Flo—t+6t+s)Y=0 — 
fa Ta OHR, 
Ae)— (0 , — , 
A (e)—A (0) r ( ) =NW(Se)=ao, Oel) zu (Se) 8, 


wo A (e), u (e), folglich 9 (e), @’ (e) und a, ß reelle Größen find. 
Ferner wollen.wir Y > ys feßen und annehmen, daß die Fun⸗ 


etionen: 
Fe+yV-ı ‚F@+yV =D, 








zwifchen den Grenzen z0,X und Ye, Y in Beziehung auf. die Ver⸗ 
änbderlichen x, y endlih und ftetig bleiben; fo bleiben die Werthe 
von A (e), w (e) mit e immer fehr Bein, und daſſelbe ift mit =, ß 
der Fall, weil man hat: 
x Od+V Ir $=Fl[a+c4(b-++)V II} 
—Fl[a—.+0+2)V 1). 


Diernad findet man: 
a=y=iim / RO+V Tu Old: 
=VAäf o+VTinlo)ld. 


Set man nun: 

f=F(a+rbY D=lime FatbyY Ti-te) 
und bemerkt, daß für e= 0, „= — ao, Z=+t if; fo 
findet man: 


— Flia+bY_) FGCV 25 
Ko) +V -Ie(0)= er — ya rip 


_[? — 
22 BEN party 1. 


Wenn y=b, oder Y=b wäre, fo wäre 4=0, oder z=0; 
dad Integral in Beziehung auf z müßte nur noch zwifchen den 
Grenzen 2=0, z=@, oder 2 — 0, z=( genommen werden, 
und folglich rebucirte fih der Werth von A auf nfyY 1. 

$. 60. In allem Vorhergehenden dvrüdt a +bYTT eine 
Wurzel der Gleichung F)=E wo aud. Wenn diefe Gleichung 
mehrere Wurzeln Bätte, deren reelle Beftandtbeile zwifchen ben 
Grenzen zu, X und deren Goefficienten von Y I zwifchen den 
Grenzen yo, Y lägen, und man bezeichnete diefe Wurzeln mit: 


1 =u+bhY 1,» =; +bY-1, etc., 
fo wie die wahren Werthe, welche die Producte: 


@—-)Fa=@—-a—5Y-NWF(), 
@—-3)F)=@—a—bY I) F(@),ete. 


annehmen, wenn ihre erften Factoren gegen Null convergiren, 
mit fı, fr, ....; fo fände man: 


eat ++... Hm)YII, 
wo jedes der Glieder fi, fr, .... auf die Hälfte reducirt werben 
muß, fo oft in der entiprechenden Wurzel der Coefficient von 
Y mit einer der Grenzen y4, Y zufammenfällt. 
8. 61. Wenn die Function f(e + yY-I) verfchwindet: 
1) für jeden Werth von y, wenn 7:. Ao und 2) für jeden Werth 
von 7, wenn y = w iſt, und man nimmt y=— ao, X=-+%, 
y=0, Y= no; fo ergiebt fih aud der Gleichung: 


TO. 


JS Ar@HYVD-FetnVD1d 


ra, [FA+HrT D-Fatsr Did —a, 

- der Werth: | 
0 JE F@d-a=r ++. Ho = 

wo fi, f,, etc. leicht zu beflimmende Zahlen find. Man kann alfo in 
diefem Falle den Werth des beflimmten Integraled / re F(x) dx 
unmittelbar berechnen. 


f 
Wenn die Function F(x) unter der Form nn erſcheint und 


diejenigen der Sieber fi, fa, ..... Im, welche nicht verfchwinden, 
den Wurzeln der Gleichung Flx)=0 entiprechen; fo bat man: 


£— („—z)f(r) __ fan) __ fi) 
=in I. "rar Tray et 
und folglich: | 
f(&,) f(x.) (m) 
a=2r katrat-+tro rh 
® f(a) f (=) f (zu) 


_o Fra Mr Fa) te tn) VA. 


Man muß für 2, Lg .... Lu nur bie reellen Wurzeln, oder 
die imaginären Wurzeln nehmen, worin ber Goefficient von Y—I 
pofitiv ift, indem man dafür forgt, daß die, reellen Wurzeln 
entfprechenden Glieder auf die Hälfte rebucirt werben. 


Beifpiele Es fei: | 





Fo=1+z, 
fo bat man =Y Ti md: 
© {(s) 
—_o 1a? dı=afy7Ti. 
Es fei: 
Fya=1—-r n=—1, 3=+1, 
fo if: 
m flo) 
ea ee K-D-FOIY. 
Es ſei: 


Fy=1+32, 
| fG) ( zer De, 
wo u eine zwiſchen O und 2 liegende Zahl iſtz fo erhaͤlt man: 








— 4 
@® (—ıVY 14-1 
— +2? da 
& „urldı 


= Ye rm [er 
Se = r 
o 140 — Bsinkur' 


Fo)=1-7%, 
f@d)=(—- er m, 





Es fei: 


fo findet man: 
0 -1 
DT ae — 
S. Pz-de mcostur x 

+ 1-29 v 
Setzt man: 
| ı=z, „= 2a, 
fo erhält man die Steigungen: 


@sid D za-ide 
S. 1457 snan’) 1 Sum 


welche auf diefe Weiſe für alle zwifchen O und 1 liegende Werthe 
von a bewiefen find. 

Cauchy hat vermittelft diefer Principien und feiner Refle 
rechnung eine große Anzahl allgemeiner Formeln aufgeftellt, 
woraus man faft alle bis jest befannten beflimmten Integrale 
und viele andere ableiten Tann. 

Zuweilen koͤnnen auch befondere Zrandformationen 
zur Beftimmung eines, beflimmten Integrales führen, wovon wir 
folgende Beifpiele anführen wollen. 

Es fei dad Integral: 


[! e-"” dr 


gegeben. Wir wollen daffelbe mit einem zweiten ähnlichen In⸗ 


tegrale: 
00 
⸗ ev’dy 


multipliciren, fo kommt: 


Vereafzeaftee 
SEIT ran 


Sekt man vi, folglich dy=xdt, fo hat man t=0 für y=D, 
FJ für y„=o und; 





| — 
— 3 2 
⸗* erxꝰ dæ ) = f/ j dt Sf o et zdr. 


Ferner ift: 


| ® 142): — 
SI tam de 
und folglich: 


2 —* 
U Henn: 


. je +) 
folglich : f „e”d=yV r 

Es ſei das Integral: 

ee? cos bædæ 
zu finden. Bezeichnet man daſſelbe mit u und bifferenziirt in Be⸗ 
ziehung auf b, fo findet man: 
du ® , 
= /f, er sinbrdx; 
aber die theilweife Integration giebt: 
Ä b 

Serr2 sinbrdir = — 2: es sinbxr+ 3. Je" cos brdz, 


woraus folgt, wenn man bemerkt, daß der integrirte Theil für 
—=0 und z= w verfchwindet: 


RE b mr b 
j er? rsinbrdi = 7 „e x? cos badı = 203 U, 
und folglich: 


d b — ” 
du b % bd 
—— — — — TUE m — pen 3 . 


Man bat alfo: 
GD be 
e#*"cosbzdr=Ce 4«- 


Zur Beflimmung der Conftante wollen wir 5=0 fegen, fo fommt: 


@ ı f® W 
ee Ax ⸗ —. e2*2 dı = vr 
und endlich: 


& b? 
S. er 008 brdx= I ze im 








Zehnte Vorlefung. 


Integrale der verfhhiedenen Ordnungen für die Functionen von einer einzigen 
Beränderlichen. 


$. 63. In dem Frübern Fam es hauptfädlic darauf an, eine 
Zunction von x zu finden, welche eine andere Function von 7, 
naͤmlich f (2) zur Ableitung und das Product f (x) dx zum Dif- 
ferenziale hat. Jetzt nehmen wir aber an, daß nicht die Ableitung 
ver erften > ronung, fondern die von der Aten Ordnun 
gegeben fei, und der allgemeine Werth von y gefucht wird, wel⸗ 
her folgender Gleihung genügt: 

dny 


fo) 


der 
Auflöfung. Wenn man die beiden Theile diefer Gleichung 
mit dx multiplicirt, fo fann man fie auf folgende Form bringen: 
dr—iy — 
d — —=/(a)dr, 
woraus folgt, wenn man integrirt: 


t=[ rodı= fi f@dr+e 





dan 
- oder was baffelbe ift: _ 
dr-Iiy 


x 
2Y= f? f@dc+c. 
Multiplicirt man wieder mit dx und integrirt ein zweites Mal, 
fo erhalt man: 
dn—2y 


= [SOME + +6, 


Der zweite Theil diefer Gleihung läßt fi leicht auf ein einfas 
ches Integral zurüdführen; denn die Gleihung: 


D, S 2 (x—zm f(z)de—=m f 2 (x zym-1 f(z) de 
giebt: j N) 
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[ ze-r@a=4D, [ Zero, 


oder wenn man mit dx multiplicht und zwifchen ben Grenzen 
%y, 2 integritt: 


⸗ FR -/: Fr (az) If ()dede— = ⸗ (az) f()dz+C, 


und wenn man m=1 febt: 
/ [ „[@dzdz= S „ed f@dr+ C, 
ſo hat man folglich: 
—s———— 


Wenn man —— mehrere Male hintereinander in Beziehung auf 
die Veraͤnderliche x integrirt, fo erhält man fucceffive: 








d»— T ( © 
* — ——— 


L_ _ as? (»—r,)%—2 
=) Tann tot ae 
+6 53 . C., 


(n—3) 
_[ x: _w-)-ı (@-20)*-1 
9 /: 123.01 Q& +Ci93.0n 
(220) 2 


+6; 1.2.3...(n—2) +.. . On-1 (—z)4-Cr, 


wo CO, Cy Cs,...., On, n verfhiedene willtührliche Conftanten 
find, welche folglich das aigemeine Integral der Gleichung: 
* ” =f(@ ) 
in allen Fällen enthalten muß. 
Dem beftimmten Integrale im zweiten Xheile des Werthes 
von y kann man vermittelſt der bereits in 8. 33 abgeleiteten 
Gleichung: 


[“ —A— Di — —— 


eine andere Form geben; denn wenn man in dieſer Gleichung z 


für z, 2 für X und Er 3. anti (z) für f (2) ſetzt, fo ergiebt 
fih daraus: 
ga (c—s)n- —I —X x— n—)"- 
JS: LQ3..(1 - I) Bun @d= 0 er (2a+2)dz 
15 - A. nl 


= TIIRT 1) f (z—z)dz. 


0 
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Wenn man der Einfachheit wegen z,=o feht, fo verwandelt ſich 
Diefe legte Gleichung in folgende: 


—\n—1 a—1 
N f@) uf 15 ER Kr Anl 7 
und der allgemeine Werth von y rebucirt fich auf: 


(.—) ze 
id =f[: ren rt 1.3.3...0—n 
+0, — 1. 1.2. ‚3, —a5t- .+C,-ı z-+C. 


F. 64. Wir wollen sunehmen, daß F (x) ein befonderer 
Werth von y fei, welcher der Gleichung: 


—A 
= 
Genüge leiftet, fo daß man bat: 
FWr=/(2); 


jo müffen die Function F (z) und ihre Ableitungen F "N (z), 
FR®-9(2),.... F’(z) auch folgenden Sleihungen genügen : 


Fo-) a=f? fe@)dz+C, 
FGAM ()— * — 
rF ef FEN ayar +0, ER +0, a) + 


F@)+ “auch ent 
+ 6-12 2) + Ca, 
und wenn man in dem Kalle, wo die Function F (x) und ihre 


fucceffisen Ableitungen zwifchen den Grenzen zu, x ftetig bleiben, 
in diefen Gleihungen 2x, ſetzt; fo findet man: 


O. Fn (a), G=Ft3 (a)... G=Fi), 
und folglich: 
FO=F@)+@-n)F@)+.. — Fo (2) 
u Pe re OL. 


Diefe Gleichung findet für jeden Werth von ze, und folglich auch 
fir »=o ſtatt, welches sr 


F(xz2)=F(o) +3 _F’ (0) +7 —F (0)+..+ En ma (0) 
+ JS: 2 Ile) da 
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8.65. Wenn man ſich der unbeflimmten Integrale bedient 
und die fucceffiven Integrationen blos andeutet; fo erfcheinen die 
Merthe der Functionen : 





unter folgenden Formen: 
Se SDdıe, S.Sfodıdz, S.S.SfOdededr,... 
I-S.S... SF Oder... dr. 


Diefe lebten Ausbrüde werden die Integrale der erflen, 
zweiten, dritten,...... der ntn Ordnung in Beziehung 
auf die Veränderliche x genannt. Man bezeichnet fi fie burg: 


Staa, SS fadar, SS SF Ad ,..., SSS I... Sf dam, 


oder wenn jebe Integration in Beziehung auf die Grenzen I, % 
rt wird, durd) 


Siena hat man offenbar: 


* (-) dA O. a) + Or, 


III Todem ] 5, —— = 123..9n/ der en 
C,—ı (2—X%,) + C ’ 


⸗ [soon f zenraaf if 2S Joa 
SI. 
JS Se Bo ran SE —— dz. 


Wenn man den zweiten Theil diefer lebten Gleihung entwidelt und 
: bemerkt, daß man bei den Integrationen in Beziehung auf z die 
Größe x ald conftant betrachten ann, fo erhält man: 


Sa Sa Sa-poae= 
® [: f(z) de— —— ni — zf(z) dz ] 
DErmEnN .(n-1) 


(n-1) (n-2) n 
+5 pl Nie f@)dz 


oder was paflelse iſt: 


——— 
1 


[= S: Pa)da- 22 „ft (dr... * —— 





1.23...n-1 


ln nn TE u nn  — —— — 
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Die Richtigkeit diefer Formel kann man leicht vermittelt mehre⸗ 
ter partieller Integrationen nachweifen. 
Auch findet man, wenn man für dad Integral: 
z (r—z)""1 
„Tas.anf 9% 


feien aus einer der vorhergehenden Gleichungen ($. 62) abgeleite: 
ten Werth feht: 


SJSJ: fd =F(&)— F (a) T F@ 


_ a)? —— 


13 Fa)... na, | 
und wenn man z,=o fekt: 


SS S; -teg=r®-Fo-FO-Sr@. 
za-1 


er. 


Beifpiel. Es fei F(x)=e*, fo hat man: 
IO=F®(@)=e 
und folglich: 


f: . dır ı_2—- 
I. „edr=e-1-7-13" 


zn-1 fe (z<—z)"-! 


"733..9" J. 733.09 °% 


$. 66. Analytifche Anwendungen. Diefe Anwendun⸗ 

gen find von zweierlei Art, und beftehen in der Auflöfung: zweier 

ufgaben, wovon die eine bereitd gelöft ift und darin befleht: die 
Function y zu finden, deren Differenzial der erften oder ber nten 
Ordnung Fi (z)dx oder f (z)dax* ift, während die zweite Aufgabe 
darin befteht: die Reihenentwidelungen beliebiger $unctionen von 
z oder von r+-Ah zu finden, weldye nad den ganzen Potenzen 
von z oder von A Örtfchreiten, und zugleich die Reſte diefer Kei- 
ben anzugeben. e 


Auflöfung der zweiten Aufgabe Wir wollen die | 
beiden Gleichungen in $. 62: 


Fo=Fa)+ Tr + FH... 
+ 1 —— Fed (zu) + S: Mn — F(æ) (z) de, 


x3 


FO=FO+TFO+4FÖ+..... 


an F x (7- ) -6 
+i33.0o0 20+ f, 1.2.3.0 Fr dd 
wieber betrachten, worin wir für f (z) feinen Werth, F® (z) ger 
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feht haben. Wenn man in ver erften biefer Gleihungen r—=x, 
+ hund dann — für x, febt, oder wenn man in der zweiten, 
nachdem man F (z-+ h) für F (z) gefebt hat, zin A und um- 
gekehrt verwandelt; fo erhält man: 


Fe+D=F@a)+7F(o+ 4") + —E 


— F sth Eins ——— 
tat, 193...0— 


Das lebte Glied im zweiten Theile biefer Gleihung läßt fih auf 
verfchiebene Formen bringen; denn nah dem Fruͤhern hat man: 


k (k-ı)-1 . Rh zu-I 
| S. Bde — T33..(n- ame” (e+h—2)dz 


_l Pech u 
I x: 1.3.3.0 Fe)dz 


A I 
=/ J.. Fratndr. 
Die Gleichung, welche F (z-+k) giebt, kann man auch direct durch 


der theilweife Integration erhalten. Denn wenn man in der 
bereitö angeführten Gleichung: 


Fern rk [rare 


th für X und dann x für zu fest; fo erhält man: 
Srar9a= fra k—z)dz, 
and folglich: 
Fern Fo=f, "Fat)d- S. "FE (th) de. 
Integrirt man ferner mehrere Male theilweife, fo findet man: 
fi F(e+ho)de=7 Flatb-2)+ SF’ eth-2)de 
= (et) * F’(&th2)+ —* ++. 


2 


= Fle+Hr) +5; FOHI+...... 
+91 —A— FG-h — — 


woraus folgt, wenn zwiſchen ben Grenzen z=0, z=h integriit 
wird und die Functionen: | 


F (+2), F(a+2),..., F®(ct2) | 





fietig bleiben: 
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Fe+h=F(@)+IF@)+137F@)... 


pr_ ko g- 
Tao +S, re elek ne Lu 
Vermoͤge der Sleihung ($. 38): 


S:rser@a=s@f ı @ de 





bat man: 
— («+ z)d=F@(x+3%) az 
= 45 FWaH+sh, 
/, ET rn Sde=Fw(3x) —— dı 
. = 147, F® 82), 


und man erhält die Gleichungen: 
Fo=F()+T-F(W)+... 
E ne zu 
ta OATA/7-MSP. FOA-SM, 


FEAM Fö—-.- 


ar) _ hr n 
tr OATASIMFB2CAM, 


welche bereitd in der Differenzialrechnung abgeleitet find und auf 
bie Zaylorfhe und Maclaurinfhe Reihe führen, welde folg- 
ih convergent find und die Functionn F(r-+ A), F (a) zur 
Summe haben , fo oft die beiden Integrale: 


R 7 (—)! s gu . 
JS. 1.2.3... (a—1]) Ft D)d= 1233 ..n Ft 832), 


— ae @+2)d&= an F (+ 38h) 


für zunehmende Werthe von à gegen die Grenze Null convergiren. 
Die Integralrechnung, welche, wie wir eben gefeben haben, wieder 
auf die Zaylorfhe und Maclaurinfche Reihe führt, gewährt 
den Bortheil, daß fie den beflimmten Werth des Reſtes viefer 
Reiben unter der Form eines beflimmten Integraled giebt, und 
folglich auch den Ausdruck des Kehlerd, welchen man begeht, wenn 
man bei einem beflimmten Gliede ber Reihe ftehen bleibt. 








Elfte Vorlefung. 


Geometrifhe Anwendungen bes erften Theiles ber Integralrehnung. — 
.. Rectification ebener Curven. 


$. 67. Die geometrifchen Anwendupgen zerfallen ebenfalls in 
zwei verichiedene Arten: 1) man foll eine Curve conftruiren, welche 
fo befchaffen ift, daß die Zangente in irgend einem: ihrer Puncte 
mit der Are der z einen Winkel bildet, deſſen trigonometrifche 
Tangente durch eine gegebene Function f(x) ausgebrüdt wird. 
Dieſes ift der geometrifche Ausdruck der bereits in der Differen- 
zialrechnung gelöften Aufgabe, welche darin befteht, den allgemei⸗ 
nen Werth von y zu finden, welcher einer der Gleichungen: 


yefdn=te) 


enügt. Wir werben fpäter fehen, wie man in allen Fällen die 
urve durch Puncte conftruiren kann, wenn man fie ald ein Vieleck 
von unendlich vielen unendlich Eleinen Seiten betrachtet. 

2) Man verlangt die Länge eines Gurvenbogend, ober die 
von einer Eure eingefchhloffene ebene, oder Trumme 
Fläche, oder dad Volumen eines von einer frummen Fläche 
eingefchloffenen Körpers. 

Allgemeine Auflöfung. Rad dem bereits früher Ge- 
fagten ift einleuchtend, daß, wenn dad Differenzial oder der un 
endlich Feine Zuwachs dieſes Bogens, diefer Fläche, oder dieſes 
Bolumend, welches dem unendlich Heinen Zuwachſe der Veraͤnder⸗ 
lichen x entfpricht, durch eine Gleichung von der Form: 

du=F(z)dr 
egeben ift, und wenn diefer Bogen, diefe Fläche, oder diefes Vo⸗ 
men, weldye wir mit bezeichnen wollen, in dem Sinne der x 
burch zwei fefte Ebenen == re, 2X, ober durch eine fefte Ebene 
x=x, und eine bewegliche Ebene == x begrenzt werden, u durch 
folgende Gleichungen gegeben wirb: 


u / A F@de, oder u [ Fa. 
$. 68. Betrachten wir zunaͤchſt eine burd eine Gleichung 
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fe’ p=0 zwifchen zwei rechtwinkligen Coordinaten ausgedruͤckte 
ebene Curve, oder eine durch zwei Gleichungen: 

f(&,y, z)=(, F(z,y,2)=0 
zwifhen drei Goordinaten auögebrüdte Curve von doppelter 
Krummung, und auf diefer Curve einen Bogen S, welcher zwifchen 
einem feften Puncte A und dem beweglichen Puncte, deſſen Ab: 
feiffe & ift, liegt; fo bat man, wenn S diefen Bogen und + den 


fpigen Winkel bezeichnet, welchen die Tangente der Curve mit der 
Are der x bildet: 





dS=-+secrdr, 


wo dad Zeichen 4 genommen werben muß, wenn ber Bogen S 
mit der Abfciffe 2 zugleich wächft und dad Zeichen — im entge 
engefegten Falle. Alsdann wird der zwifchen den beiden feften 
benen 224, <&—=X, oder zwifchen der feften Ebene z=—=xr, und 
ber beweglichen Ebene 2=r liegende Theil diefed Bogens durch 
die Gleichungen: 


x 
s-=/ Aseordz, oder s—3,= /seordz 
gegeben. on 
Werden die Bogen von dem Puncte aus gezählt, deffen Ab⸗ 
feiffe 2. iſt; fo bat man: 
Se=0, s=+ f} secr dx, oder s=+ / "seorde 


Serner hat man für eine ebene Cure: 


— dy 2 3 
Br Vı+(z =V 14, 
und für eine Curve von boppelter Krümmung : 


wo man bei der Berechnung von IS=—tsecrdr aus der Glei- 
hung, oder aus den Gleihungen der Curve die Werthe von = 
oder von 2 2 ableiten und in die Werthe von sec? fubftitui= 
ren muß. \ | 

Zufas 1. Wenn die Neigung + conftant wird, fo hat man: 


s=+ / seerde=tserr * = (r— 2) secr, 
To — 


und wenn folglich eine Linie in allen ihren Puncten gegen die 
Are der x dieſelbe Neigung hat; fo iſt eine auf dieſer Linie ges 
nommene Länge. gleich dem Producte aus ihrer eigenen Projection 
auf die Are der x und aus der Secante der Neigung. Diefed 
findet ftatt, wenn fich die Curve auf eine gerade Linie, oder auf - 

Moigne, Jutegralrechnung. 6 


eine auf einem Eylinder, deſſen Are Die Axe der zift, befehriebene 
Schraubenlinie rebucirt. 

Zufab 2. Wenn man die Normale der Curve mit N bes 
zeichnet, fo hat man: | 


ne | 


N=+seorXy, ser== 


— N 
s-+/.: de. 


Zuſatz 3. Das Integral: 


und folglich: 


4. sec rd 


ift bekanntlich dem Producte aus der Differenz X— zu ber Gren- 
en und aus sec T glei, wo T ein Mittel „guitgen ben ver 
hiedenen Merthen der Neigung © bezeichnet. an bat alfo: 


8 
Ss=(X— z,)secT und %_z —secT, 


d. h., dad Verhältniß des Bogens einer Curve zu feiner Projec- 
tion auf eine Are ift ein Mittel zwifchen den Secanten ber ver- 
fchiedenen Neigungen des Bogens gegen diefelbe Are, wobei vor- 
ausgeſetzt wird, daß ber Eurvenbogen von ben auf der Are der x 
fenfrechten Ebenen zwifchen den Grenzen z,, X nur einmal ge- 
ſhnitten wirb. 

8.65. Beifpiel 1. Zür ben Kreid t+-y?zer? hat man: 


dx da 
Nor, 8=ur | y= | Vo 
S=r [are sin® —arc sin ®]. 
/ r r 
Beifpiel 2. Zur die Ellipſe: 


2 2 
Fr 


hat mean: 
a, WW bie? 422? 
a? 7*0, y'— aty? * —XRE 
secr— — — 
VE VE TEL} 
(0 _P) 
ober wenn man bie Ercentricität mit e bezeichnet: 
— V a 42 — ade? 
e'— —3 sectr = —— — 





Wenn man 0, z=a ſetzt, und folglich S den zwiſchen dern 
Endpuncte der Pleinen und der großen Are liegenden Bogen ber 
Ellipfe oder den vierten Theil ihres Umfanged bezeichnet; fo ift 
man: 


nv. 


8 
& 
= [u VE 
ober wenn man z=az fekt: 
_ ı 1-3 
= af, ua VA ver m 
Diefer Ausdruck laͤßt fi) nur durch Reihen integriren. Wenn 


man z—=acos® gefeht hätte, fo hätte man für den von =, 
bi8 z=r genommenen Bogen: 


= f? dV T=FanG, 
und folglich für den vierten Theil S’ des Umfanges der Ellipſe: 
” 


. Sa J dy I Free 
Run bat man aber: 
| V1-ecai3p=(1—elcap)} 
e 


—1— zd—; 7! —; .=— ca — etc, 
welches eine fehr convergente Reihe ift, weil die Größe e, und um 
fe mebr die Größe e? con? ꝙ Heiner als bie Einheit iſt. Es if 
alſo: 


—4 —4 
e D le s 
Smar-faf, age za, ontade 
i3. gi 
zu eostpdp+ete.; 


aber in 8. 42 haben wir gefunden: 
pi; 
7 I. 3.5. 24) nr 
— 3.4.6. 3’ 
folglich ift: | 


u e\2 L \2 17135 .\3 1/1337 ,\8 
P=7 [" 3) (07 ») 6) ) ee. 
Der ganze Umfang P der Ellipſe wird alfo durch folgende For⸗ 
mel audgebrüdt: ' 


_ 1 \2_ 1713,12 1/135,\9 _ 
P= 2a [1- (3-) -;(&°) y 31. * — 


Die Producte der Reihe im zweiten Ipeie dieſer Gleichung, welche 
peifden den Klammern ftehen, find die Quadrate der entfprechen- 
en Glieder der Entwidelung: 

1.3.5 1.3.3.7 


d-ot=1+r0 +04 tn eitete. 
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Man kann die Länge des Bogens einer Ellipfe noch auf folgende 
andere Art berechnen: Die Sleihung: . 


er? — a? 





3r— — — 
secT cos?r 2?— a? 
giebt: u 
__ a?(l— cos?) a ain ⁊ 


2 gg ſ— 
* 1—e2cos?r ’ **5 ĩeecort 

ar —4 ——— 
(1— e? cos? 3 . 
Bezeichnet alfo vg den Werth von 7, welcher 2, entfpricht und 
wird der. Bogen wieder von zz, aus gezählt, fo hat man, 
wenn man annimmt, daß der Bogen mit der Neigung waͤchſt: 


3 s=f? — — 03 — Nſ7ꝰ7. 
2 secerder—=a(li— e?) © long 
Bezeichnet ꝙ wieder den Winkel, welcher durch die Gleichung 


z=acos® beflimmt wird, fo ift, wenn cos $ pofitiv ifl, $ mit 
x durch die Gleichung: 


r dr 


'sinT 
cos P —V 1I-eusr 
verbunden, woraus folgt: 
1— cos? ; — cos?r—+e?cos?$costr—=0, 
(e?iosrsinr) 
2 = — — 
d(e?cos®cosr)—=d Vi- — 
(1— e?) dr 
I -AcoS ' 
alfo, wenn man von Tr, an integrirt: 


⁊ dr T T_ 72 ena2r 
(d— ei) B ARE = [a Vi=Far 
+ e?(c0s@ COST — cos Pe cos Te), 


= — V1-—elcostrdr + 


und endlich: 
dt 


 S=a(l—e® AI cder (cos con = — cos Ga ca ru) 
+a „dev 1— e?c0s?r. 


Wenn man diefe Gleichung, welche F>r, voraudfegt, mit der 
weiter oben gefundenen : 


s=a / Pasy 1—ecosy 
vergleicht; fo fieht man, daß dad Integral: 
T 
a. ” deYV 1-Fconr 
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den Bogen ausbrüdt, welcher zwifchen den den Abfciffen: 
TZ=AC0SsT, Z=acost 


entfprechenden Puncten der Ellipſe liegt. WBezeichnet man alfo 
biefen Bogen mit s, fo bat man: 
S= ae? (cos$ cost— cosPe CosTe) + 5, 
S — s= ae? (C08P cost — cosp, COSTI). 
Wenn ze,r, 5u,5 die Abfeiffen der Endpuncte der Bogen S und ; 
bezeichnen, fo bat mean: 
® 4 =Z0AC0SPe, T=acosd, E=acosse, E=acost, 
und folglich: 


æ — 2 
S—;=e? = 


Der durch die Gleihung cos$— = beftimmte Mintel ift ge: 


nau derjenige Winkel, welcher der vom Zinfangepunche nad dem 
Yuncte, worin die der Abſciſſe 2 entfprechende Ordinate ben über 
ber großen Are der Ellipfe ald Durchmeſſer befchriebenen Kreis 
trifft, gezogene Radiusvector mit der Halbare ber pofitiven = 
bildet, während = wieder den Winkel bezeichnet, welchen die Tan⸗ 
gente mit der Are der x bildet. Aus der Gleichung: 


— af of 
S— ;=e? @ 


folgt alfo, daß man den Unterfchieb jieier Bogen einer Ellipfe 
unter endliher Form ausgebrüdt erhalten kann, wenn biefe Bo: 
gen fo befchaffen find, daß die Neigungen der durch die Endpuncte 
des einen diefer Bogen gezogenen Zangenten refp. den Neigungen 
der beiden Radienvectoren gleich find, welhe vom Mittelpuncte 
der Ellipfe nad) den Puncten gezogen find, wo der über der gro= 
Ben Are ald Durchmefler befchriebene Kreid von den den End⸗ 
pundten des zweiten Bogens entfprechenden Orbdinaten gefchnit- 
ten wird. 
Seht man r=0, fo hat man: 
x e⸗ 
— u=N, =, 
woburd der von Fagnano entdedte Lehrſatz audgebrüdt wird. 
Wenn man für cos$, cosr ihre Werthe — „Fin die Gleichung: 
1 — cos! — cos?- e?cos3p oos? =0 
fubftituirt, fo erhält man bie Gleichung: | 
aaa EN e2222=0, 

welcher die Abſciſſen z und E folglich immer genügen muͤſſen. 
—Beiſpiel 3. Wenn die Hyperbel: 

a 


y 
51 


8 


gegeben iſt, und man ſetzt e = EEE, fo findet man: 


_ SL»: I(leR- 4 
i =-f: ( ==) da, 
und wenn man 2 = rer ſetzt: 
p dp 
Sg S 2 (e2—0082$)% 7 
woraus folgt, wenn man in eine Reihe entwickelt und integrirt:. 


S— N? ode 





a [op | 
37 [7 BR cost Bdp — etc. 


. 23 2 
Die Gleichung der Afymptoten ift a er =(, und felg- 


lich wird die auf der Aſymptote zwifchen dem Anfangspuncte und 
ven oe fe x entfprechenden Puncte liegende Länge I audge- 
t dur: 


I= Væ- I ZEN LE 


oder durch: 








und wenn man bemerkt, daß: 

1—sinp __ 008 p 
cos . I-+sinp 

ift, fo findet man, wenn man Pe =0 feht: 


1 
AP 


1 
pe ee Tee 
1.3 1.3.5 





Sest man nun $=7, welches =» vorausſetzt; fo kommt: 


lI—s= 
anf,; 1Ylıy2 , 1/1.3 IN2 , 1 /1.3.51\8 
+ |1+3(5--) +3(54-3) t7 (#752 +} 
Diefer Ausdruck giebt den’ Unterfchieb zwifchen zwei fehr beträcht- 
lichen Bängen, wovon die erfle auf ber Aſymptote vom Anfangs⸗ 
puncte aus und die zweite auf der Hnperbel vom Scheitel aus 


gezählt ift, indem ihre Endpuncte derfelben Abſciſſe entiprechen. 
Beifpiel 4. Für die Parabel y?=2pxr hat man: 

















fo findet man: 


—_—_P 
Fa’ 


[eVH2= tde=tr— za} SE 


=t—} 1 )40. 


Setzt man nun der Kuͤrze Degen %==0, fo hat man: 


| —— 
8* vr2-zı * 
124 


welches der Ausdruck des Werthes des Parabelbogens iſt, welcher 
en dem Scheitel und dem der Abfeiffe æ entfprechenden 
ncte lie 
Beiien 5. Für die die Iogarithmifche Spirale y= al.x 
t men: 





4 de 
y-7 == Z=ucotr, de: — 0a — rt 
dr 
S=-— — 
J x carsin' 
erner: 
1 BE ————— 1 
cotr sin?r cost sin?r sind?t ' cosr’ 
cos rdr 
SE-- +0 


Sa ts(rH)+e 
und folglich: 


1 1 — x rq 
——— 
Beiſpiel 6. Fuͤr die Kettenlinie: 
* V 
ee —7 
ya 
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findet man, wenn man x, = 0 fest, d. h. den Bogen von dem 
tiefften Puncte aus zählt: . 


u & x 
| ee e—e ° 
S= I —y—R=ngnme. 


nz 
@ 


Diefer Bogen ift folglich der trigonometrifchen Tangente der fei- 
nem Endpuncte entfprechenden Neigung proportional. Da man 
ferner hat: 

x T 


BEN FH MN. 


© o\3 Fu x\? 
—* Velen?) —.a2 
=V yPaR, 
ſo tft auch: 
S=VY-a. - 
Der vom tiefften Puncte der Kettenlinie aus gezählte Bogen ift 
folglich die Kathete eines rechtwinkligen Dreiedes, beffen Hypo⸗ 
tenüfe y und deffen andere Kathete a ift. 
Beifpiel 7. Endlich fei die Cycloide: 
. R— 
z=Rarccos — —V 2R — y? 
gegeben. 
Wenn man in der Gleichung: 


2 
s= seordz 


y für x ſetzt, ſo muß man zu gleicher Zeit — — r für 7 feßen, 
und man bat folglich: 
dS = + cosec rdy; 


— Y I 
s-Ss,—-+ S; „ eosecrdy=- Si dy Vz 
. oder wenn man den Bogen von y=ys aus zählt und ya <y 


fest : 
y y 1 
— = ‘ 1 —— 
8 I ü cosecrdy S: dy v + * 





8 


Für die Cycloide hat man: 
_ y _. /B-y 
ae=V andy, y- Vv - 
und wenn man ben Bogen von y=0 aus zählt, oder von dem 
Rüdkehrpuncte aus; fo erhält man: 


s-VE/ yaz-VEVR-V 
4AR—S=3 Y RR y). 


Um die halbe Cycloide zu erhalten, muß man y=2R feben, 
welhes S — AR giebt, und daß Doppelte dieſes Werthes ober 
8R ift folglich die Länge eines ganzen Cycloidenbogens. 


Mm 
— 








Zwölfte Borlefung. 


Wenn die Relation gegeben ift, welche zwifchen bem Bogen einer Surve unb 
einer ber Soorbinaten feines Endpunctes flatt findet, die Gleichung der Curve 
zu finden. 


$. 70. Wir haben gefeben, daß man, wenn eine Curve durch 
ihre Gleichung gegeben ift, die zwifchen einem beliebigen Bogen 
derfelben und den Koordinaten feined Endpunctes flattfindende 
Relation unter endlicher Form, oder durch KReihenentwidelungen 
erhalten Tann, fo daß man die Länge des zwifchen zwei gegebenen 
Duncten der Curve liegenden Bogend genau, oder mit einem belie- 
bigen Grabe von Annäherung berechnen Tann. 

Man kann fi aber auch die umgekehrte Aufgabe ftellen: 
Wenn die Relation gegeben ift, welhe zwiſchen dem 
Bogen einer gewiffen Curve und einer der Eoordi- 
naten feines Endpunctes flattfindet, die Gleichung 
diefer Curve zu finden. 

Auflöfung Es ſei s=9 (x) die zwiſchen dem Bogen s 
und der Abfeiffe z feines Endpunctes gegebene Relation, fo bat 
man: 


ds — B (dr = V da?4-dy? , dy = dr V [Ip („)P—L1, 
und folglih: 


„= far F@r—-1t60 


Die Integration wird nad Befchaffenheit der Form der 
Function (x) mehr oder weniger leicht fein, und fie wird in 
vielen Fällen erleichtert, wenn man flatt ber unabhängigen Ver⸗ 


änderlichen x den Winkel s— > — r nimmt. welden die Tan⸗ 


gente der Curve mit der Are der y bildet. Diefer Winkel ift mit 


den Goordinaten =,,y offenbar Durch folgende Gleichungen ver: 


bunden : 
dy=tangrdr=cotddr, de=ds sind, dy=dscoss, 
Außerdem ift, wie wir gefehen haben: | 
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d 
B= Ta 


‚und folglich: 


= ®(z) = m z=cosee8. 
Hieraus folgt: 
cos I 
z=Y(ooseed), de=— y'(cosec 8) 3 43, 


y =— fi (coseo8) aa +C, 


und wenn man zwifchen biefer Gleichung und der, welche den 
Werth von x giebt, 3 eliminirte; fo erhielte man die verlangte 
Gleichung: 
F(x, )=0. 

Ferner wird der Bogen der Curve und ihr Kruͤmmungshalbmeſſer 
reſp. ausgedruͤckt durch: 

s=$#(z)= 9 [Yy(cosec 3)]=f(cosec>®), 

— de ds — cosecꝰ 9 V cosec — 

*753** Aſcoec 


oder: 





ds? 6 
p— *75 —— Pa —1. 


Beifpiel 1. Der Bogen s fei mit der Abfeiffe x durch die 
leichung : 
s3=pr, s—=Y pm; 
verbunden, fo hat man: 


dz 23y 9: in?) sin IcosYdY 
Fre ins = —F, Im —, de=——, 


s== sins. dy=5 008?348, y=& — — — +. 
Integriet man von I3=0, y=Oan und febt: 
P=HR, 3=o, 
fo findet man endlich: 
y=R(o-+sineo), z=R(1—coso). 


Diefe beiden Öteihungen drüden eine Cycloide aus, deren Erzeus 
gungefreis einen Balbmeffer —R hat. Wenn man alfo von dem 
dhyeitel der Cycloide aus eine Parabel befchreibt, deren Parame- 
ter dem vierfachen Durchmefler des Erzeugungskreiſes der Eycloide 
gleich iſt; fe find die Bogen der Cycloide Yen entfprechenbeg Or: 
inaten der Porabel gleich. Dieſe Relation zwiſchen den beiben 
Curven darf fid nicht über den Brennpunct hinaus erflr 
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weil bie Ordinaten ber Cycloide für größere Werthe von x als 
ZR imaginär werben. Zu demfelben Refultate gelangt man auch, 
‚wenn man bemerkt, daß der Bogen s der Cycloide durch: 

s=2VY Mr, oder =8Rr, 
ausgebrüdt wird, welches die Gleichung einer Parabel von dem 
Parameter 8R ift. 

Beifpiel 2. Die Gleihung, welche den Bogen mit der 
Abfeifle verbindet, fei die Gleichung: 
mtr — pr" 

einer Parabel vom (m-In)ten Grade, fo bat man: 

(m n)s"tr-1ds = mp2” !der, 


— 


— sin $ _ met _ mine _ nt ou 


mprom—I 


cosd=| 1 — yore] 
und wenn man feet: 
IP, S).: = gsin 3, s=gq ei"; 


fo ift: de = sin” cos 8 dꝰ, 
m_ m 


dy= = sin” Icos8d8 = qcos3d sin 9. 
Kür den Werth ded Krümmungshalbmefferd findet man ferner: 


MR 


p=+—sin FO cos 8. 


Wir wollen den befondern Zall betrachten, wo n=1 ift, die Pa⸗ 
rabel von der (m-H1) tn Ordnung und ihre Gleichung folgende ifk: 


mtl pen; 


ſo it g=p 6* u) und man bat: 
s—=qsin"$, ds=mgsin"-13c053d3, 


= = gqsin"tiS, d = mg sin"3 cos2d3, 


sins= Hr * ‚cos si — 


und: 





1 
„+1 (= y" 
m 
=g cos ddsin”3—= mg sin*"13 c0os38d3, 


p=Fmgsin13cos®. 
Die theilweife Integration giebt: 


y=g (sin"3 cos8 + f sinet! 9d3)+ c 


Ferner ift ($. 30), wenn man m--1=u feht: 
1) wenn u eine ungerade Zahl ift: 


Jrn=tı sa3= feinsas 

Wolf, _ u, _ 2.4... a3) u—D],. 
=- 7 sin#-13 rg sin“ 94.13.0099 ; 
und 2) wenn uw eine gerade Zahl ift: 


Seiner: —EE [sinn 9ds 


33..(u3)(u—I1) ] 
ee 
13..(u—8) (u—]) 
+ 34. (u Yu s+C 
Bermittelft diefer beiden Formeln gelangt man unmittelbar zu 
den Relationen, welche zwifchen den beiden Coordinaten z, y und 
dem Winkel 3 flattfinden, und folglich zu der Gleichung F (x, y) 
=—=0 ber gefuhten Curve. 
Es fei'm=2, fo ift die Parabel von der dritten Orbnung, ' 
wird burch die Gleichung px? audgebrüdt, und man bat: 


cos9 u—- l 
Zn — — 3 —] — 4 3 
r sin#-1S 4 a sine 2..4 


4 
9* Fp, 2 sinss, s—gsin®, 


dy=2gq sin$ cos?3d3, y= 1 cos + C. 
Aber wenn I=0 ift, fo iſt auch y=0; folglich: 


=%, ng (1 — cos?e). 
Ferner ift: 
p=2q sin? cosY =gsin 23. 
Um die Gleichung der Curve zwifchen rechtwinkligen Coorbinaten 
unter einer fehr einfachen Form zu erhalten, wollen wir feßen: 


3 2 3\3 
31 9 z=$, >1=(5 p=A; 
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fo finden wir: 
g=Asin?!, n==Acos?$, 


(glzans, (Dee 


He 


Diefed ift alfo die Gleichung der Eurve, deren Bogen den Ordi⸗ 
naten einer cubifchen Parabel gleich find, und fie hat mit ber 


Sleihung: : ; 
x y — 

Ve 
der Evolute der Ellipfe einige Aehnlichkeit, ohne deß ſie ſich jedoch 
daraus ableiten laͤßt, weil man in dieſer letzten Gleichung nicht 
A B ſetzen kann, ohne daß zu gleicher Zeit A=0, B=O wird. 
Wenn man ſetzt: 

m3, t=pr, 1 * 66)p, ) 4, 
ſo findet man: 
s—=gsin?S, z=igsin!!, dy=3gsin?3 cos®3d3, 
und wenn man von I=0, y=0 aus integrirt: 
y=%a(43— sin43). 

Kerner bet man: 


4_ _ 
sind= V:=: S=arcsin vr: 0 
=: (340052941 0049), 
und wenn man fegt: 


2-30 AH029)=t, 8==+0, 1=y—r ‚B=3, 
fo ift: :—-R(1—coso), n=R(o-+-sino). 


Wenn E nicht zugleich eine Function von x und 9 wäre, fo druͤck⸗ 
ten die beiden Gleichungen eine Cytloide aus. 

Ferner findet man, daß die Gurve, deren Bogen durch die 
Ordinaten der Parabel des fünften Grades s’—=pr? audgebrüdt 
werben, folgende &leihung hat: | 


—R 


worin n eine Function von & und S ift, weshalb fie nicht als ein 


befonderer Fall der Heihung: 


+ 


betrachtet werben Tann. 
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Beifpiel 3. Es fei der Bogen ⸗ die Orbinate der Eillipfe: 








a 
ara 
fo hat man: 
Ar _ _ 2 « 
sins=—ı „= 75 ‚=Ht z , 
52 sind de— a%? sin} cosIdI 
— F Y 70023 ’ -r (a24+5° sin ’ 
0%? cos?I43 
dy= IITTR 
(a?+5? sin?9) 


Beun man biefe letzte Sleihung integrirte und dann 8 elimis 
nirte, fo erhielte man die Gleichung der gefuchten Curve; allein 
die Integration iſt unter enbliher Form nicht moͤglich und läßt 
fih nur näherungdweife bewerkftelligen, weshalb wir hier noch 
einige, ziemlich elegante Zrandformationen mittheilen wollen. 

8 fei: 


z=acosu, 8s—=bsins, 


fo iſt: 
de=—asinudu, ds=bcosudu, 
de s sinu _ 7 8?cos? ua? sin?u 
FI an 9 =— asinu ’ 


3 
md wenn man ci - t ſetzt: 
dy—= bau V 
Das Integral diefer letzten Gleichung drüdt eine elliptifche Func⸗ 
tion der zweiten Art aus und ift veell, fo lange der Winkel u 
j e . 1 e 
ber Bedingung sin u — genügt. 
Wenn ab ift, fo hat man: 
dy=aduyY 1 —-2sinu=—aduy cos 2u, 


1 
und dad Integral tft fo lange reell, ald sinu<yzr ao u < 
45% iſt, 
Beifpiel 4. Der Bogen s werde durch die Ordinate einer 
Hyperbel: 





x? a? 
— ar 
ausgebrüdt, fo findet man in biefem Falle: 
ds —— 
7 —58in 8 —— ee 
— e⸗ bꝛain ꝰ 
** V A— 7773 s— V 03 —52sin2$’ 





— | 
a?b?sin F cos Id? 70%? 008? Id9 = 
—_,, d= — —. 
(a? — b? sin? —9 (aꝰ — 42 —R 
Das Integral dieſes letzten Ausdruckes iſt wieder eine elliptiſche 
Function der zweiten Art, welche ſich nur durch eine Reihen⸗ 


entwickelung erhalten laͤßt. Betrachten wir insbeſondere den Fall, 
wo a=b oder die Hyperbel gleichſeitig iſt, fo haben wir: 


dıe— 


2 a a sin 9d9 ad I 
— c0s$’ 00823 ° IE cos9’ 


und wenn man von I=0, y=0 auß integrirt: 

4 I+sin 9\__ a 1-+sin} 2 n Y 
9 *71 I—sin 9 *71 — ) — altang (T+ ;) " 
Geht man zu den Zahlen über, fo findet man: | 





2 
ge Iteind 
cos ꝰ 
Nun iſt aber: 
a ‚, « _VeZe 
coss— 7/ sin 82* 7 / 





folglich: 
y 2 
4 (— ) =r— a, y=altt Vveze, 


und endlich: 
ler). 


Aus biefer letzten Gleichung erhellet, daß bie gefuchte Curve eine 
Kettenlinie ift. | 
Wenn man fekt: | 

=, s=btangu, | | 
fo leiften diefe beiden Werthe der Gleichung der gegebenen Hyper: 
bei Genüge, und man findet: 
du 
cos? u 
Das Integral kann wieder nur durch eine Reihenentwidelung 
erhalten werden und ift nur fo lange reell, ald der Winkel w ber 
Bedingung sin u <7 genügt. | 
Beifpiel 5. Für: die Eycloide: 
z=R(1—coso), s=R(o--sin o), 





dy= Ve sine. 


.. 


oder: 


9” 


s—Rarcsin Pe ya, 


bat man: 
d ⸗7 _ 
σ TE, y=ysra/ =, 
und wenn man feßt: | 





— ⁊*8, R=2R®R, 
ſo kommt: 


Nun iſt aber dieſe letzte Gleichung die Differenzialgleichung der 
Cycloide, deren Erzeugungskreis einen Halbmeſſer R 7 hat. 


Um alſo die Curve zu zeichnen, deren Bogen durch die Örbinaten 
einer gegebenen Cycloide ausgebrüdt werden, braucht man nur 
eine zweite Cycloide zu befchreiben, deren Erzeugungstreis einen 
bald jo aroßen Halbmeſſer hat und bie Ordinaten biefer zweiten 
Cycloide in dem Berhältniffe von Y 3 zu 1 zunehmen zu laſſen. 
Zu demfelben Refultate würde man auch auf folgende Weiſe 
gelangen. Die Gleichungen : 


z=R(1—cose), s=R(e-+ sino) 





geben: 
dz sin co x 
sin >= ds I-+cosw =tang} o= 3 —x ’ 
Mind 
———— 
4R sin? cos 949 AR c02?9d43 


= rm’ WE my 
und wenn man die Potenzen der Sinus und Cofinus in Sinus 
und Gofinus vielfacher Bogen verwandelt; fo findet man: 
— R — cos?) h= 8R (1 + cos?) 
Em ra 7 IT TE 029)" 
Die Gleichung: 
sin9®=tang}o 


giebt: 
cos Sd3 = —— 
und folglich: 
dy =2Rdo cos}o Y To c. 
Sekt man: 


cos®—= cos?} «, 
Moigno, Sutegralcehnung. 7 
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woraus folgt: | 
singe = I eoetie‘ 
2 y?2 
cos 4 o’do’ 


cost} ode = v3 





fo findet man endlich: 
dy=RY? 000 ide , 
y=V3z(@-teine), == (1080), 
und dieſe beiden Gleichungen brüden offenbar eine Curve auß, 
deren Drbinaten zu denen der Cycloide, deren Erzeugungdfreid 
einen. Halbmeffer =7 bat, in dem BVerhältniffe von V 2 zu 1 
ſtehen 


Man würde auch noch zu demfelben Refultate gelangen, wenn 
man den zweiten Theil der Gleichung: 


(14 cos 29) ] 
. 9* — V 28 
integrirte; denn es iſt: 
(1-Fc0829)d.29_ _ 4sin 29 
(8- 00829)? 58-0829) at jr ons d 
d.23 1 sin 2I3Y 3 
5 Vet reen Fre 





und folglich: 
ain 29 sin23Y 8 


y—R (es st7r Fr re) 


Aber die Gleichung : 
_2R(1—cos29) 





3—c08 23 
giebt: 
sin23 = „2 V Eie), cos 20 7553 
folglich: 
J =-y5 arc sin == +V?3 VRı-, etc. 
; 


man eifpiel 6. Für die logarithmifche Linie s=al.x hat 


dx - x 
zZ Jsn2=o, z=asin, 
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Va-. 


==.0.008 Sd3, cos ꝰ — 


cos?) 
dy=aı;3 ®B, y=alltang}34+cosS)+C, 


und wenn man die I— = entfprechende Ordinate mit b bezeich⸗ 
net; fo findet man: 


—b undy=a(ltang}3 +cosS)-+b, 
woraus folgt: 





(4 


sin I 

y—b — acos9=al — 
Wenn man für sinS, cos ihre Werthe als Functionen von x 
fubflituirt und von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, fo 
findet man endlidh: " 
y---YV a2 


x 
e — a+V ar 


Diefes ift die Gleichung der Curve, deren Bogen refp. den Ordi⸗ 
naten einer logaritbhmifchen Linie gleich find. 


Wenn man von der Gleichung s—e® ausgeht, fo hat man: 


5 


acos IdI 
sin” ’ 


dy=—.acot!Sdd, y=a(3-+cotI)+C. 


—27 a 
sinS$=ae *, z=al 13 de=— 


Bezeichnet man die 3 -- entfprechende Ordinate mit db und 
ſetzt: 


A 
Pe St, 
fo bat man: 
ya (tangt —- ) 46. 
Außerdem iſt: 
— 
V e —4ꝛr 
tang t= eot — 


und folglich: 


b—y+ Vela V ein “ 


e“—a? — a arctang z 


oder: 
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Ir = 


v 2 b—y+ ea! 


e'—al= atang — j 


$. 71. Es ift in vielen Fallen leicht, die Evolventen ber im 
Vorhergehenden betrachteten Curven zu finden; denn wenn E,n, 
p,.o refp. bie Coordinaten, ben Krümmungshalbmeffer und ben Bogen 
einer erſten als Evolute betrachteten Curve und x, y, r, s die 
Coordinaten,. den Krümmungshalbmeffer und den Bogen der Evol- 
vente begeichnen, fo hat man nad den aus der Differenzialrech- 





nung befannten Formeln : 
dæ de dy ds ’ 


Bezeichnet ferner I den Winkel, welchen die Tangente an ber 
Evolnte mit der Are der y bildet, fo bat man, da diefe Tangente 
auf der Evolvente ſenkrecht ift: | 

d | d 
und wenn man ben Endpunct des Bogend s zum Anfangspuncte 
der Coorbinaten nimmt, fo hat man: 


d 
1= ‚= =—tangS, 


dx dy , 
J ricoss, , = sin®. 
dr dy e . . . y 
Die Werthe von 7, 7 führen in Verbindung mit den vorber- 
gehenden Gleichungen unmittelbar auf die Ausbrüde: 
-y=n—0c0s%, z=5—osin, 

welche y und x ald Functionen von 3 geben, fobald man &, n 
und o tennt, und man braucht alödann blos 3 zwifchen den bei- 
den vorhergehenden Gleihungen zu eliminiren, um die gefuchte 
Gleichung der Evolvente zu erhalten. 

Beifpieli. Die Evolute fei ein Punlt E=a, n—=b, fo 
kann man o—Y ſetzen, und man findet: 

y—b=—0c08d, z—a=— osin®. 
Die Gleichung der Evolvente wird alsdann: 
(«— a)?+y—b)?=a?+b? 

und folglich ift diefe Evolvente ein durch den Anfangdpunct der 
Coordinaten gehender Kreid. Die Evolute eined Kreiſes ift alfo 
ein Punct, wie a priori einleuchtend ift. 

Beifpiel 2. Die Evolute fei die Curve, deren Bogen o 
buch die Gleichung: 





ort — p*E&” 
gegeben wird; fo findet man: 


4 
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” ad u 
x =——gsin ” 3, 


mn 
* - 2 * 
y=7 j sin 3c08?3d3 — gsin" Icos2, 





= — > 
dz=gsin’3cos3dd, dy=sin * Id3, ds—=gsin"3d3, 





wo, wie wir gefehen haben, 9 — p 5) iſt. 


Wenn 11, alfo ot pr iſt, fo bat man: 
1 e 
* = 77 gsin"t! 8, 


y=mq Jsin""13 cos?3d3 — g sin” 3 cos$, 


39 — 


Wenn ferner m—0, alfo iſt, fo findet man: 
z=gsind,y=—gcosd, s=qgY, 2+y=q. 


Die Evolvente ift alfo ein Kreis, und q=p (=) erfcheint 
unter der unbeflimmten Form 0°; aber um den wahren Werth zu 
erhalten, braucht man nur zu feben: 
m \n m _ 

GH) re 
und den m 0 entfprechenden Werth des Ausdruckes e * ir be⸗ 
rechnen; ſo gunbet man auf dieſe Weiſe, daß der wahre Werth 
von g=p iſt. 

enn man bagegen zu gleicher Zeit n—=1, m=1, alſo 
o?:—p& hätte, fo wäre die Evolute die Cycloide: 


=5(39-+sin28), &=E(t— 00628), 
man bitte: 
o= Feins, 
und die Evolvente wuͤrde durch die beiden Gleichungen: 
y=7Qas— sin28), z=— d— cos 23) 


befimmt, welche offenbar eine der erften gleiche Cycloide aus⸗ 
drüden. Die Cycloide ift alfo ihre eigene Evolvente, was bereits 
befannt war. Wir wollen ferne n—=1, m=2, alſo ®?=pE? 


ſetzen, fo ift die Gleichung der Evolute: 





mn _ 
One 


y= =g (1—c0s®#) — qsin?9cos®, =—t qsin3$, 


und man bat: 


s=q [sin2#d°—=1(29— sin). 


Beifpiel 3. Die Evolute fei die Curve, deren Bogen mit 
der Abfeifle durch die Gleichung einer Hyperbel: 


E_Ü_4, 
a? 62 
verbunden ift und welcher durch die Gleichungen: 
= a?. „=a2b2 / cos2949 
— ann] g (®— 32sin29)% u 


b2sin 29 
TB sind 
beſtimmt wird; ſo findet man fuͤr die Evolvente: 


cos29dꝰ b?sin) cos? 
ya Punta 
(a?—b? sin?3) Y a — 5?sin?$ 
= Y Aa sn. 
Um die Zorm des Integraled Tennen zu lernen, welches den Werth 


von y giebt, wollen wir bie erfte der beiden vorhergehenden Glei- 
chungen differenziren und der Kuͤrze wegen ſetzen: 


b? 

ae 
fo kommt: 

b? sin?IÄAI 


dy= — a Yı1-esn2}’ 
E -Jarzem), 


und wenn man nad Legendre die elliptifchen Functionen ber 
erften und zweiten ve 


S — / Jar 1—c2sin?3 , 
burh F(c,®), E(c,9) bezeichnet; fo hat man endlich: 
y=a[F(c, N—E(c, 9] 
und: 
z=Y @_° sind, | 
Das Spftem biefer beiden Gleichungen brüdt die Evolvente der 


* 





103 


Curve aus, deren Bogen den entfprechenden Orbinaten einer Hy⸗ 
perbel gleich find. Wenn a=b ift, fo wird die Hyperbel —2* 
ſeitig, die gegebene Evolute iſt die Kettenlinie: 


J 
und man hat: 

r, Eu H=feos 90, 
z=acos®, ine, 
y=al 11 (5 — sin # ], 

ytasin d=al't°, 


yı rast e, 


Dieſes if folglich die Gleichung der Evolvente der Kettenlinie. 
Beifpiel4. Die Bogen, der Evolute feien die Ordinaten 


der Iogarithmifchen Linie o=e®, fo ift die Gleichung diefer Evo⸗ 
Inte, wie wir gefehen haben: Ä 


. 


Ve-a =4a nr V ee, 


und für die Evolvente findet man: 








nd a 
y=b—- Tta, z=al.5; % 


A 
und wenn man 7- 4=9 ſetzt: 


a 
y=b-+aP, s=al og 
a y—b 
“ — =” 
e Tees’ = a” 











und endlich : 
sts 


° G 





a sec . 
a 


Dreizehnte Vorlefung. 


Fortfegung der geometriſchen Anwendungen. — Quadratur ebener Curven. 


$. 72. Wir wollen zwei ebene Curven betrachten, deren cor⸗ 
refpondirende Orbinaten 3, Y find, und ein Segment A, welches 
zwoifchen diefen beiden Curven CM, cm und zwei auf der Are der .z ſenk⸗ 
rechten geraden Linien Mam,, Mm, oder =, z=X liegt; fo 
wird der Zuwachs diefes Segmentes: 


AA=MmmM, 


welcher dem Zuwachſe Ar der unabhängigen Weränderlichen x 
entſpricht, offenbar durch Das Produet aus Ar und einem Werthe 
ber Differenz Y—y ausbrüdt, welcher ein Mittel zwiſchen dem 
größten und dem fleinften der Werthe ift, die dieſe Differenz in 
em Intervalle Ar annimmt und buch Y — y-+ e auögebrüdt 
werben Tann, wo e eine fehr kleine Größe bezeichnet, welche mit 
Ax verfhwindet. Man hat alfo: - 


dA 
AA=Ar(Y- yo), 7 =Y—y, dA=(Y—y) dı. 


Wenn man für Y und y ihre Werthe ald Functionen von x fub- 
ftituirt, fo nimmt diefer Ausdrud die Form f(a)dx an, und wen 
man zwifchen den Grenzen ze, X integrirt; fo hat man: | 


N EL 


Wenn man die Segmente von einer feftlen geraden Linie Csce 
aus gezählt hätte, fo hätte man, wenn A, den anfänglichen Werth 
Coco mM, oder den z=x. entfprechenden Werth und A den 
z=x entfprechenden Werth dieſes Segmentes bezeichnet, gefunden: 


Atem [U -nda 


Zufas 1. Um das zwifchen der Curve CM und ber Are 
ber x liegende Segment zu erhalten, braucht man in bem vorher: 
gehenden Ausbrude nur J0 =0 zu feßen, fo findet man: 


X x 
| Aa=/ Var, oder AA [2 Var, 
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oder endlich, wenn das Segment von z=r, aus gezählt wird: 


Aod, a=/ ar. 


Zuſatz 2. Für ein anderes zwifchen zwei Curven, beren 
Orbinaten Y’, y’ find, liegended Segment hätte man: 
X 
a |, (Vo yddz, 
und wenn: N 
Y—y=m(Y-y 
wäre, d. h. wenn die linearen Durchfchnitte ber beiden Segmente 


mit auf der Are der x fentrechten Ebenen in einem conflanten 
Berbältniffe ſtaͤnden; fo hätte man auch: 


Ä 
A=m S"&-nar=ma 


und folglich fländen auch die beiden Zlächen in bemfelben Ver: 
haͤltniſſe. Diefes findet 3.3. flatt, wenn die Gleichung ber einen 
Curve f(z,y) = 0 und die der andern: 


—* ) —( 


if. Denn wenn ſich aus der erfien Gleichung ergiebt: 
Y=s(@), y= 1), 

jo folgt aus der zweiten: 

Y=bea), y=bx(®) 
und folglich ift: 

Y—y=bY-y), 
fo daß man in diefem Falle hat: 
A'=bA.. 
Wenn Y und y, Y’ und y’ refp. die Orbinaten der beiden 


untern und obern Zweige zweier gefchloffener Gurven find, fo find 
A und A’ die von diefen Curven eingefchloffenen Flächen. 


Eben fo ergiebt ſich, wenn man die beiden Georbinaten z, y 
miteinander vertaufcht, Daß die Flächen der durch Die Gleichungen: 
x 
fe y)=d, r(&») =l, 
ober der durch die Gleichungen: 


y FE 
Ha3)=0, 76 H)=0 
ausgedruͤckten gefchleffenen Curven in dem Werhältniffe 1: zu 


einsnder fliehen, woraus folgt, Daß fich bie Flächen der beiden ge⸗ 
fchlofienen Eurven: 
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fe y9)=V0, r(@. 7)=0 


wie 1 zu ab verhalten, fo daß man, um die Fläche einer gefchlof: 
fenen ebenen Curve, welche durch eine Gleichung von der Form: 


= y 

162 
ausgedruͤckt wird, zu erhalten, nur die Fläche ber durch die Glei⸗ 
hung f(x, Frei audgedrüdten Curve zu beflimmen und dieſelbe 


durch dad Product ab zu multipliciren braucht. 
Wenn man in der Gleichung: 
x y\__ 
f a, —=0( 


b=a fest, fo rebucirt fie fich auf die Form: 
x Yy — 
—D— 


und druͤckt eine der Eure f(x, y) = O aͤhnliche Curve aus, 
deren Dimenſionen ſich zu denen dieſer zweiten Curve wie a zu1 
verhalten. Alsdann folgt aus dem Vorhergehenden, daß ſich die 
von aͤhnlichen Curven eingeſchloſſenen Flaͤchen wie die Quadrate 
der Dimenſionen dieſer Curven verhalten. 

Zuſatz 3. Da man hat: 


A=/ v-„a=@-n)D, 


L 
A'— S. , (V’—N)=(r—z)DY, 
wo D und D’ die mittleren Werthe der Differenzen Y—y, Y’—y' 
bezeichnen; fo folgt zu» = d. h. daß Verhaͤltniß zweier ebener 
Zlähen ift immer eine Mitrelgröße zwifchen den verfchiebenen 
Wertben, welche pas Berhältniß der linearen Durdhfchnitte die⸗ 
fer beiden Flächen mit auf der. Are ber x ſenkrechten Ebenen 
annehmen kann, indem diefe Are übrigend eine beliebige in ber 
Ebene der Curve gezogene gerade Linie ift. 
Aus der Gleichung: 

A= (x — X) D 

folgt endlich: 
A 


=D, 
Zu 7) 


welches zeigt, daß das Verhaͤltniß einer ebenen Fläche zu ihrer 
Projection auf eine beliebige in ihrer Ebene genogene Are immer 
eine Mittelgröße zwifchen den verfchiedenen Längen ift, weldye die 
Dura fömitte diefer Fläche mit auf diefer Are fenkrechten Ebenen 
ausdruden. 
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8. 73. Beifpiel 1. Fuͤr den Kreis: 
+ y=r!, 
wollen wir feben: 
Yr-2= tr, 
fo iſt: 


folglich : 


Jar r-=f tade=yter —} waren in ar 
tæa —}rarctangt+C 
==}r YPr-#—4rare tang ⸗ —— +C 
Setzt man nun der Einfachheit wegen 0, fo tommt: 


A=-ts fa la —4ri (5 — arc tang ) 


⸗1Gñ-r2 are tang er; 
ober: 


A=$jıy+}r? arctang . 


Die Richtigkeit diefer Gteihung laßt fi Pi leicht direct nach⸗ 
weifen, wenn man bemerkt, daß der Kreidausfchnitt aus einem 
Dreiede und aus einem Kreisabfchnitte befteht. Wenn man z==r: 
und 30 fest, fo erhält man bie Fläche des ganzen Kreifes 


= ar?, 
Beifpiel 2. Für die Ellipfe: 
ae | y? 
* = 
bat man: 


b En 
N Mer 


und wenn man zu *0 fekt: 


A472 Y=?-1?-+}abarctang 75 
oder: 
A=Iy+} abarctang— 
und folglich ift die Fläche der ganzen Ellipfe gleich wab. 
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Beifpiel 3. Für die Hyperbel: 
2 22 
5-1, oder — 7*1 


hat man: 
b [= — — 
A=- / day x? Fat, 
aJ/ % 
und wenn man febt: 
VrFa=t, 
fo ergiebt ſich: 


2 — — 


 SavFF@ = fwar=zi—r f re 
di a? IN? 
ja (rl re 


2? a? 


=4ıV Fa? a 


e . x? 2 
Zür die Hyperbel sn — 1 bat man, wenn man y=a 


b — — z+V x?—a? 
27 zV = — a? —Labl (I ), 


oder was auf daflelbe hinausläuft : 
2, y 


-+2 z 
Amina (23) —=4ry—tabl +?) 
a b 


Diefes ift der Werth der Fläche, welche zwifchen der Are der Ab⸗ 
feiffen, der Ordinate y und dem Hpperbelbogen liegt, welcher den 
Scheitel mit dem Puncte (x, y) verbindet. Zieht man diefe Flaͤ⸗ 
chen von der Fläche xy des aus den Goordinaten x, y ald Ka⸗ 
theten conftruirten rechtwinkligen Dreiedes ab; fo drüdt der Reſt: 


2 ,y 1. 
tabl (2 +%) oder yabl 
oo (3) 
ben bpperbolifchen Sector aus, welcher zwifchen der Are ber *, 
dem Hpperbelbogen und dem vom Mittelpuncte nad) dem Puncte 
(z, y) gezogenen Radiusvoctor liegt. Wenn ſich diefer legte Punct 
ind Unendliche entfernt, fo wird biefer Sector felbft unendlid. Be⸗ 
zeichnen ferner 5, n die Coorbinaten der Xfymptote, welche ſich auf 


ſetzt: 











109 


der Seite ber pofitiven Goordinaten der Hyperbel ohne Ende naͤ⸗ 
bert; fo bat man: 

& 

4 


und wenn man feßt: 
y_gsu y_aıt 
n—y, ; a’ a b a’ 


fo wird der hyperboliſche Sector auögebrüdt durch: 


Jaobl —S——— >) 


Wenn die Hyperbel gleichfeitig wäre, fo hätte man b=a und 
die Fläche des Sectord würde audgedrüdt durch: 


4a2l (+), 


Wenn bdiefelbe Hyperbel niht auf ihre Aren, ‚fondern auf ihre 
Aſymptoten bezogen würde, fo wäre ihre Gleichung: 


2y = 4a? 





und man fände; 


ao) 


Die Flaͤche des byperbolifchen Sectord wird folglich durch Loga⸗ 
rithmen ausgedruͤckt, welche aus dem Syſteme von der Grundzahl 
e— 2,118238..... genommen find und deshalb hyperboliſche 
Logarithmen genannt werden. 

Beiſpiel 4. Wenn man für die Parabel y? = 29x ber 
Kürze wegen z.—0 fekt, fo findet man: 


A=40p 2? =42y, 
fo daß die zwifchen der Are der Parabel, dem vom Scheitel aus ge: 
nommenen Bogen berfelben und einer auf der Are der x ſenk⸗ 
rechten Ordinate liegende Flache 3 ber Fläche des umfchriebenen 
Rechteckes beträgt. 
Beifpiel 5. Für die Eure y= Ar“ findet man, wenn 
man u * O fekt: 


Beifpiel 6. Fuͤr die Iogarithmifhe Linie y=al.z, wo 
a eine pofitive Sonftante bezeichnet, hat man, wenn man zu —1 
und z>1 fest: 


A=af "Ixdr. 
1 


Wenn man theilweiſe integrirt, ſo findet man: 
— 
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und folglich: 
A=u(ale— I). | 
Die zwifchen der Halbare der negativen y, dem Theile der loga⸗ 
rithmifchen Linie, welcher diefe Halbare zur Afympiote hat und 
der Are der x liegende Fläche ift = a, und folglich nicht unendlich. 
Beifpiel7.- Es fei die Kettenlinie: 


x X 


ya e® Te a 
gegeben, fo hat man für ben Ausbrud der zwifchen der Are der z, 
der Kettenlinie und den beiden den Abfciffien =0, z=xr ent: 
fprechenden Ordinaten a, y liegenden Släche: \ 


x x 


en— 
A=a eos, 


:wo S den zwifchen dem tiefflen Puncte und dem Puncte (z, y) 
liegenden Bogen der Gurve bezeichnet. | 
Beifpiel 8. Für die durch die Gleichungen: 
z=R(o—sino), y=R(1l—.coso) 
ausgedruͤckte Cycloide hat man, wenn og den z= entſprechen⸗ 


den Werth von @ bezeichnet und die Flächen von zu aus gezählt 
werben: 


2 co co 
A= yde= f © yrdo=R: f ° (1— cos 0)? do 


= R2 / © (1—2coso-- cos? ®) do 


oder wegen: 
1-+cos2 
———, A=R? G-2 eos o +400520) de, 
und wenn man n=0, a ⸗ ſetzt: 
A=R? (30 —2sino +4 sin 20). 

Um die von einem ganzen Sycloidenbogen eingefchloffene Fläche 
zu erhalten, muß man @=2r feßen, und alddann findet man: 
A = 3nR?. 

Diefe Zläche ift folglich der dreifachen Flaͤche des erzeugenden 
Kreifes gleich: 

Beifpiel I. Man foll die von der Curve Zr +- y®=—1 
eingefchloffene Fläche berechnen. Wenn man bie Gleichung: 


X 
| a= X y)de 
anwendet, fo muß man feßen: 


cos? = 





—Nñi 


111 


1 1 
= (a), - la, . —-1, X=1, 
und alsdann erhaͤlt man: 


1 1 
A= — (d— ade) de dr — I ten dr. 

Benn m—1 ift, fo erhält man A=r, wie es fein muß. 

Beifpiel 10. Man foll die von der Eurve: 

Im Im 
ti ati ı 
eingefchloffene Kläche berechnen. In diefem Falle hat man: 
— \iH f. NH 

A=2 / rm (Hi) Mm de=A / (55 Im dr. 
Betrachtet man den Fall, wo m=n iſt, und ſetzt: 


x = siniꝙ;, 
fo fommt: 


2 
A=4(2n-+-1) J. cos®r2 ꝙ sin® ddp 


7 
—= (82-4) /. "Costa (cos? H)rdd 
und wenn man 1— cos? P)* in eine Reihe entwidelt und integrirt: 
J 135.2I)LB.5.. α—)338.. 25 
=dH)r Be 1241..(2nt4) ' 1.2 246..+6) Hei. 
Wenn man zugleich m=1, n=1 febt, fo reducirt ſich die Glei- 
hung der Curve auf xt —E 1, und man hat: 


7 


al? nanem [43 1.3.5) __13__3 
on /, (costp — cos'p) dp = 6 (2-55 =; n=_n. 
Berüdfichtigt man ben zweiten Zufaß in $. 72, fo folgt, daß die 
Flaͤche der Durch die Gleichung: ſo folgt, daß 


Oo 


A= = B= — 


worin: 





ift, auögebrüdten Evolute der Ellipfe, deren große Are a und 
deren Heine Are 5 ift, ausgedruͤckt wird durch: groß 
3 _3 _ (a — 2% 





Vierzehnte Vorleſung. 


Fortſetzung der geometriſchen Anwendungen. — Quadratur der krummen 
Oberflaͤchen. 


§. 74. Wenn man ein Element a der krummen Oberflaͤche, 
deſſen beide Dimenſionen ſehr klein ſind, auf eine Ebene projectirt 
und die Kanten der Erzeugungslinie des projicirenden Cylinders 
noͤthigenfalls ſo weit verlaͤngert, bis ſie die an einen Punct des 
Elementes a gelegte Beruͤhrungsebene treffen; fo hat das Ver— 
hältniß des Elementes a je der auf der Beruͤhrungsebene auf 
diefe Weiſe beftimmten kleinen Fläche a’ die Einheir zur. 
de fo daß die Projection a” des Elemente a nahezu 
gleich: 

acoseX(1+ÜD=a(cosr-+e) 

ift, wo r den Winkel bezeichnet, welchen die Berührungsebene 
mir der Projectionsebene bildet und i, e fehr Eleine Größen find. 
Beweis. Durch den Berührungspunct C der Berührunge- 
ebene mit dem Glemente a wollen wir eine britte Ebene legen, 
welche die Flächen a und a’ nach zwei Linien AA’,BB’ fchneibet, 
bie zwei correfpondirende, aber beliebige Dimenfionen diefer Flaͤ⸗ 
chen find. Aus dem über einen Curvenbogen Sefagten folgt aber 
leicht, daß das Verbältniß des Bogens AB zu dem Stüde A/B‘ 
der Tangente die Einheit zur Grenze hat. Ueberdied Fünnen zwei 
Flächen, deren carrefpondirende Dimenfionen nahezu einander gleich 
find, felbft nur um fehr Eleine Größen von einander verfchieden 
fein, und folglich ift die Fläche a auf der krummen Oberfläche 
nahezu dem Stüude a’ der Berührungsebene gleich, und man bat: 


«=a(+%), lim 
Wennn man nun bie gemeinfchaftliche Projection der Flächen a 


und a’ mit a” und ben Winkel, welchen die Berührungsebene mit 
ber Projectiondebene bildet, mit © bezeichnet ; fo hat man: | 


u 
-=1. 


a’ =a’ cost=acoser<X(l+Ü=a(cosr-te), lim Z, = —. 
$ 75. Betrachten wir nun ein auf der krummen Oberfläche 
z—=F(z7,y) liegende frummliniged Stud, welches einerfeitd durch 
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zwei Eheygn AB, DE gber z=uze, 2—X umb awbererfeitb von 
zwei Theilen ber cylindzifchen Flaͤchen AD, BC, deren Gleichun⸗ 
gen folgende find: 


y=$), Y=,.@) ® 
begrenzt wird, und fuchen biefe Flaͤche, welche offenbar eine ge⸗ 
wiſſe Function von x ift, zu beflimmen. 

‚Bu dem Zwecke wollen wir die in Rebe ftehende Fläche mit 
zwei auf ber Arge der x fentrechten und durch ein unendlich klei⸗ 
nes Intervall dr von einander entfernten Ebenen durchſchneiden, 
fo beftimmen diefe Ebenen einen Streifen abed, welcher der dem 
Zuwachſe Ar entfpredhende Zuwachs AA der Fläche ABCD ift, 
woraus fi das Differenzial: 

' dA = Y(a)dı 
der Fläche A, und folglich diefe Fläche felbft: 

A BRICL, 


ergiebt. Es ift nun noch die Function (x) oder das Differenzial 
Ya) dæ vermittelft der Data der Aufgabe zu beftimmen. Zu dem 
Zwede wollen wir den Streifen abed=B durkh auf der Are der 
y fenkreihte und um die Länge Ay=dy von einander entfernte 
Ebenen in Elemente zerlegen, beren beide Dimenfionen unendlich 
Hein find; fo ift bad Element mnpg, deffen Projection mupT 
— Ar.Ay ifl, der yem Zuwachſe Ay entiprecgende Zuwachs A, 
des Streifend B. Kerner hat man nad dem vorhergehenden $ 
und wenn den Winkel bezeichnet, welchen die Berührungdebene 
mit der Ebene der zy bildet: 


_ _. minipg IzAy 
nnng=aB= cosr+: —7 
folglich: 

4,B Aær — "dx 
Ay cosr+: cosr+e 


_B_ de _ Y dy 
DB=2—Z B=dı / 


Dis y cost 








und mithin: 


a= f dr self: (N ER= EST merisee 
To var JSuJs cur JnJYy 


Der Winkel 7, welchen die Beruͤhrungsebene mit der Ebene ber 
ay bildet, iſt zugleich der Mintel, weichen die Normale der krum⸗ 
men Flaͤche mit ber Aye der z bildet, und men hat folglich, wenn 


ds __ de _ . 
mn. —=Pp 2 ſetzt: 


1 
cost 57 secr=Y p+gJ+l. 
Moigno, Jnutegralrechnung. 8 
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Wenn die Gleichung der frummen Fläche unter der Form: 
u=F(2%,y,2)=0 
gegeben wäre, fo hätte man: 
du 


di 
dr dy ds 


und folglich, wenn man fubflituirt: 


Y — 
—D——— 





oder: 
du\ 2 du\ 2 duN 2 
xfr,,V =) +(2) + =) 
= Ja) ı drdı Eee 
ds 


Vermittelft der Gleichung der krummen Fläche, welche z als 
Sunction von 2, y giebt, fann man den Ausdruck: 


VP+P+I 


vErW+R 


oder: 


NUN 


ds 
auf die Form F(x,y) bringen, worauf eine erfte Integration in 
Beziehung aufy zwifchen den Grenzen y„=9$ (az) Y=x(z) giebt: 
Y 
S. ‚F@ypd=F@), 


und die gefuchte Frummlinige Fläche wird endlich ausgebrüdt durch 


das Integral: 
X 
/: . F(«) dx. 


6. 76. Man kann die FZundamentalformel: 


yY 
i=fES, secr dr dy 


audy auf folgende vielleicht noch firengere Art ableiten. 

‚ir wollen zundächft annehmen, daß es darauf anlomme, den 
wifchen den vier Ebenen =, =, y=ya, y=y liegenden 
heil der krummen Fläche zu beftimmen, fo ift biefer Theil A 

eine Function von x, y und man Tann feben: 


A=Ha,Y). 
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Die Projection diefer Fläche auf die Ebene der xy ift ferner das 
Rechted (2 — 2) (y— ya), und da fie mit ihrer Projection zu 
gleich verſchwinden muß, d. h. für 2x, bei jedem Werthe von 
y und für y=ys bei jedem Werthe von x; fo hat man: 


Fa )>0I, Pay). 


Endlih ift dad Rechteck Arıiy die Projection des den ſehr klei⸗ 
nen Incrementen Az, Iy entſprechenden Zuwachſes , p (z,y), 
und man bat, wenn r die Neigung der Beruͤhrungsebene in einem 
Puncte des in Rede fiehenden Elementes bezeichnet: 


Aydr=(cosr+e)A,I,9(z,Y), 
woraus folgt: 





Azp(z,Yy) 
F 
Ay — ——— 


daßt man nun ben Werth von Ay ohne Ende abnehmen, fo er: 
t man: 


d Axp (a,9) 1 














Rp(z,Y) _ l 
dydz cost 
oder: 
d dp(z,y) 
yod ser 
Benn man die Gleichung: 
d Ar 1 





Yyaoay) carte 
zwifchen den Grenzen y, Y integriert, fo erhält man: 
' Y 1 
END], re 9 


für den Werth, der Zläche, deren Projection auf der Ebene der 
zy dad durch die vier Linien z=r, X=r+ Ar, y=y, y=Y 
beflimmte Rechted ift. 
Wenn man die Gleichung: 
duy da 
mit dy multiplicirt und von ya an integrirt, fo erhält man: 


dp (x, dp(z,Yo) d v 
a =7 ae, y) — 3) | -f* secrdy; 


aber wegen ꝙ (, y0) * 0 hat man: 


sect 
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do, y)__ fe? | 
—* u sec+ du, 


am Sc)? secrägde 
und endlich wegen (au, J)=0 if: 


z= {3 
ea m=a=fS, sec + dırdy. 


« Nehmen wir nun an, daß die zu beftimmende Fläche zwifchen zwei 
Ebenen =x,, z=r und zwifhen zwei cylindrifhen Flaͤchen 

—=9s(2), 6) liegt; fo ift fie eine gewifle Function ber 
Kofciife x, und man kann ſetzen: 

A=f(e). 

Der Ar entfprechende Zuwachs Af(lx) ift eine Eleine Kläche, deren 
Projection auf der Ebene der xy zwifchen zwei Ebenen 2x, 
x ==x24+ Ar und zwifchen zwei kleinen Bogen der Curven „= H(2), 
Y=x(a) liegt. Diefe Projection liegt zwifchen den beiden Recht: 
eden, wovon das eine ein eingefchriebenes und dad andere ein 
umfchriebenes ift, welche refp. dem Beinften und größten Werthe 
entfprechen, welche die Differenz; Y—y zwifchen den Grenzen 
x--Ar annimmt. Der größte und Eleinfte Werth der Differenz 
Y—y find übrigend zwei Größen von ber Form: 


| x +3Ar)— H(c + N Ar)], 
wo $ und 9° zwei Bleinere Zahlen ald die Einheit bezeichnen. 
Das ein= und umgefchriebene Rechte find die Projectionen zweier 
neuen Flaͤchen, wovon bie eine Eleiner und die andere größer ift, 
ald die Fläche Aflz). Da ferner jede diefer neuen Flächen zwis- 
fchen vier Ebenen: Ä 
z=ı, X=r+4%, y=x(e+3Ar), y=Ple+ Ar) 

liegt, fo wird ihr Inhalt nach dem Vorhergehenden durch einen 
Ausdruck von der Form: 


Aal! —"_a NE dy 


Y core 


pzt3Az) cosr+e 


beftinemt. Daffelbe ift auch mit der Fläche Aflz) der Fall, und 
man bat: 


folglich : 





_ za+9Ar) dy 
Af@)=Ar pa Ax) oosrte, 


Af (©) __ /, x(a+9A2) dy 
Ar  )J pat9Ar) cos-+e’ 
und wenn man zu der Grenze übergeht: 


dfle) _ Sz® dy 
dr Plz) cost 


117 
Hieraus ergiebt I wenn man von 2, an integrirt und bemerkt, 
dag die Fläche f(x) verfchwindet, wenn man = x, ſetzt: 


a x() y _ fx f Ydıdy 
fo=a-/, de p(z) fe), cos⸗ 
was zu beweiſen war. 
e Zuſatz 1. Man hat: 


7 
J; secrdy=(Y—y)sect, 


wo t eine Mittelgröße zwifchen den verfchievenen Werthen bes 
zeichnet, welche der Winkel = annimmt, während ſich y zwifchen 
den Grenzen y, Y ändert. Man hat folglich: 


a= | Krpseotde=uot [(Y-pdr=PseeT 
wo P die Projection: 


Ska-n dt 


der frummen Flaͤche A auf die Ebene der zy und T einen Mit: 
telwerth zwifchen Den verfchiedenen Werthen von £ bezeichnet, welche 
den verfchiedenen Werthen von x entiprechen, und folglich eine 
Mittelgröße der verfchiedenen Neigungen ber Zläche A gegen die 
Ebene der zy. Da diefe Ebene der zy aber willkuͤhrlich ift, fo 
folgt, Daß das Verhaͤltniß zwifchen einer krummen Fläche und ihrer 
Projection auf eine beliebige Ebene eine Mittelgröße zwifchen den 
Secanten der verfchiedenen Neigungen der frummen Fläche gegen 
die fragliche Ebene ifl. 

Zufas 2. Wenn die Neigung r conflant und = T wird, 
fo bat man: 


xı/([r 
A=sect /, S dıdy=P secr, 
07% 


woraus folgt, daß, wenn eine Fläche in allen ihren Puncten dies 
felbe Neigung gegen die Ebene der zy hat, ein auf diefer Flaͤche 
liegended Stud dem Producte aus feiner Projection auf die Ebene 
der zy und aus der Secante der Neigung glei) tft. 

Vermittelſt dieſes Satzes Tann man den Inhalt gewifler 
frummen Zlächen direct beflimmen. Gefekt z. B. man wollte bie 
Oberfläche eines geraden abgeflumpften Kegeld berechnen , deffen 
en hen Kreife von den Halbmeſſern R und r find; fe 

t man: 


P=z(R?—r?2), A=n(R-+r) (R—r)secr. 


Bezeichnet man num durch I die Höhe bes abgeftumpften Kegeld, 
fo hat man: 








R—r 
R—r=lcor, —. =R—r)secr=!; 
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folglich: 

InR-+In | 
| — — J. 

Die Oberflaͤche eines geraden abgeſtumpften Kegels iſt folglich 
leich dem Producte aus ſeiner Hoͤhe und aus der halben Summe 
Ber Umfänge feiner Grundflächen. 

8.78. Wenn ſich die Gleihung der Frummen Flaͤche auf 
z—f(x) rebucirt, d. h. wenn bie krumme Flaͤche ein Cylinder 
—* deſſen Erzeugungslinie zu der Are ber y parallel iſt; fo 
at man: | 


A= 


d ds 
19 ro 


a fi fY an 
a=fı), dedyYiti ar, 
x — — f\Y 
- se fkarorronf) dr 
0 Y 


X X 
= /2 „dae(Y—„YIFF@P = Sa nseo rd. 


Bill man alddann die Zläche berechnen, welche zwifchen zwei Er: 
zeugungslinien und zwei zu ber Bafid parallelen ebenen Curven 
liegt, fo muß man annehmen, daß Yund % zwei conftante Größen 
find, deren Unterfchieb der Abſtand D der beiden Ebenen oder die 
Dice der cylindrifhen Schicht if. Man hat folglich: | 


x 
A= Df. sec rd. 
Vo 


Aber in demfelben Falle ift = oder die Neigung der krummen 
Zläche gegen die Ebene der xy auch die Neigung der Curve gegen 
die Are der x, welche in der Ebene der za die Baſis des Cy⸗ 


. X 
Iinder3 bildet, und folglid drudt das Integral f. Ko secrdxoffen: 


bar ben auf biefer Curve zwifchen den gegebenen Erzeugungdlinien 
liegenden Bogen s auß. ieraus folgt, daß der Flächeninhalt 
eined Stüded der cylindriſchen Fläche, welches zwiſchen zwei Er⸗ 
a ken wifchen zwei in zwei zu der Baſis parallelen 
Sbenen befindlichen Curven liegt, dem Producten aus dem gegenfei= 
tigen Abftande diefer Ebenen und dem auf einer der Gurven zwi⸗ 
[hen ben beiden Erzeugungdlinien liegenden Bogen gleich iſt; und 
folglich ift der Flächeninhalt einer geraden cylindriſchen Fläche dem 
Probucte aus der Höhe und dem Umfange der Bafis gleich. 

Als Rechnungsbeifpiel Fann man den in der Kugel x? + y? 
+7? = R? liegenden Theil der cylindrifchen Fläche =? — fr 
+2?=0 beflimmen, fo wird diefer Theil auf der Ebene zy von 
ber Parabel y„?=R (R— x) begrenzt, welche bie Projection des 
Durchſchnittes des Cylinders und der Kugel auf diefer Ebene ift. 
Man hat folglich: 
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y=— VRR-2, Y=YRR-—n 


und außerdem if: 
erzyprrrH=rrreyHndoe 


— _IR_ 

— YRr—-= 
Die Grenzen zu, X find ferner z2=0, X=R. Man hat folg- 
lich für die auf der Seite der pofitiven z liegende Fläche, wenn 
man bemerkt, daß seo r von z unabhängig # 


a= [Ef soorayde= | "seorde(r—y) 


= fat =m 


und folglich für die ganze innerhalb der Kugel liegende Fläche: 
A = 4R?. 
Wenn man den Theil der Kugeloberfläche fuchte, welcher auf ber 


Seite der pofitiven y und der pofitiven z innerhalb des Cylinders 
liegt; fo fände man: _ | 
z=0, X=R, y=VRR—2, Y=YRZ2, 

2 ı y®__R R 
wer /H5t Fir 57 
R (Ye 1 
A —R / M Y Kr dxdy Ver 
Ferner hat man: 
d 
Ns = wein va +C, 


Ya dy rn , Vi 
je Bang are sin az 


==arc cos Vie 
A=R / "ararc on Var 


75 
u=arccos Var xz=Rtang%, 








folglich : 


Sekt man: 


fo kommt: 


1%0 


' Sax arecos Vz = udr—=ur— [ zdu 
| ur / (;-1)m=@+Ryu—Btange+C, 


und folglich: 


R RR 
A= R/, dzarecos\/ 55 = (Z-ı)R:. 
Wenn man dieſe letzte Groͤße doppelt nimmt, ſo erhaͤlt man den 
auf der Seite der. poſitiven y innerhalb bes Cylinders liegenden 
Theil der Kugelfläche, welcher pofitiven und negativen Werthen 
der Ordinate z entfpricht, und wenn man Diefen Theil mit A 
bezeichnet; jo hat man: 
A=(#— 2) R!= (1,14159...) R?. 

$. 79. Wir wollen und in der Ebene der xy eine durch die 
Gleichung y = f(x) ausgedruͤckte Eurve befchrieben denken, und 
biefe Curve ſich um die Are der x dreben laſſen; fo erzeugt fie 
eine Rotationdfläche, deren Gleichung folgende ift: 


| y? + 2?= [fo], 
und. der auf der Seite der pofitiven z zmifchen zwei auf ber Are 


der x fentrechten Ebenen liegende Theil dieſer Fläche wirb durch 
die Gleichung: 


ı _/IX fto® | 
ey I AA secrdydt 


gegeben, wofern die Function flx) zwifchen den Grenzen zu, X 
das Zeichen nicht ändert. Da man hat: 


_b_ ff) 4 y 
da * 2* day „’ 
fo ift: 
 Tf@afa)1?, /s\2_ , KoaVYitira? 
or YH[ +) rar 


X He) __ u 
N dxzY rer fo ‚Tor-y 
Nun ift aber: 


fi) dy — 4 
fa) VYF@P-P 


und ber Zahlenwerth des Productes: 

[ON+Hr@r = yyIFPr 
drüdt genau die Normale N der erzeugenden Gumwe aus. Man 
hat folglich: | 


- x 
A=nr . Nar 
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und der ganze Flächeninhalt der Rotationdfläche wirb burch bie 
Gleichung : 


A=2r S n Narr. 
gegeben. 


- 8.80. Man kann auf eine ganz directe Weife zu einer wich⸗ 
tigen Formel gelangen, welche die vorhergehende als einen beſon⸗ 
dern Fall unter rn begreift. Es bezeichne B die Flaͤche, welche 
auf der Rotationöfläche zwifchen zwei feften, durch die Are der x 

nden und einen Winkel « miteinander bildenden Ebenen und 
zo auf biefer Are fenkrechten Ebenen = x, r=r liegt. Fer: 
ner bezeichne = die Neigung der Erzeugungslinie im Puncte 
(2,9,2). Wenn man der Veraͤnderlichen z den Zuwachs Ar er: 
theilt, fo ift A.B ein Heiner Theil der krummen Flaͤche, deſſen 
Neigung gegen die Ebene der yz in allen feinen Puncten nahezu 


diefelbe bleibt und ſehr wenig von 5 — r verfhhieden if. Wenn 


folglich P die Projection von A,B auf die Ebene der yz bezeich- 
net, fo bat man vermöge eined weiter oben bewiefenen Lehrſades: 
AxB — nr — 4 € 
p sec; ) 


Aber P ifh die Differenz zwifchen zwei Sectoren, deren Halbmeſ⸗ 
Bi y Fon y-+-Ay einen Winkel « mit einander bilden. Man bat 
olgli:: 


P=3[9-+4y)!— y1=aydy (+ =). | 
und mithin: 


2-2 ufae(@-r)4]Cr8) 
und wenn man zu der Grenze übergeht: 


dB _ dy ec m ) 
de 4,98 ı 
Es ift aber: 
dy 7 — er _wmer 1 
7, Sec (3—+ )=&tangrsee (@ Ten Tan ser 


und außerdem ift dad Product +yseer dem abfoluten Werthe der 
Rormale N gleid, und man hat folglich: 


dB X X 
u = Na, B= / \Nadr= S* ar. 


Bern man die Fläche haben will, welche durch die vollſtaͤndige 
Umdrehung des zwifchen den Grenzen 2, X liegenden Bogend 
der Erzeugungdlinie befchrieben wird; fo muß man a==?" feken, 
und man erhält alddann: 
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' A=?%r [ x Ndæ, 
0 X 
oder was baffelbe ift: 


Xx X 
A= ul. ysecrde — 2 [ir YıFyrde: 


Beiſpiel 1. Die erzeugende Curve fei eine in der Ent: 

fernung R zu der Are der x parallele gerade Linie, fo hat man: | 
N=R, A=2nR(X— x) u | 

und folglich wird die Seitenfläche eined geraden Gylinders mit 
freisförmiger Bafis durdy dad Product aus feiner Höhe und dem 
Umfange feiner Grundfläche ausgedruͤckt. 

Beifpiel 2. Die Erzeugungölinie fei ein Kreis von dem 
Halbmeſſer R, deffen Mittelpunct auf der Are der x liegt; fo 
bat man: 





N=R, A=?2nR(X — x). 
Die Flähe der Kugelzone ift folglich gleih dem Producte aus 
ihrer Höhe und dem Umfange eines größten Kreiſes. Setzt man 
X—ı,=2R, um die ganze Kugeloberfläche zu erhalten; fo findet 
man, daß fie der vierfahen Fläche des größten Kreifes gleich ift. 
Beifpiel 3. Die Erzeugungslinie fei eine Ellipfe: 


x? y? 


Ya 


und wenn man a>b, e=' 2 





fest; fo hat man: 





a 2 e? 
Sekt man nun =a, fo kommt: | 
» [x 
A=n x 7 Pr dx YA. 
In der Ellipfe: 
a y? | 
arzt 


wird aber die den Abfeiffen zu, X entiprechende Fläche ausge⸗ 
druͤckt durch: 


W X 
2 [Kurz 
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Wenn man alfo eine Ellipfe fich um ihre große Are dreben läßt, 
fo iſt der Flächeninhalt der dur die Umdrehung eined Bogens 
diefer Ellipſe erzeugten Zone dad Product aud der Zahl m und 
der Fläche, welche in einer zweiten Ellipſe, deren große Are in 


dem Berhältniffe von 1 zu - größer geworben ift, ald bie der 


erfien Ellipfe, zwifchen ben beiden Ebenen liegt, worin fich die 
Grundflächen der Zone befinden. Hieraus folgt, daß bie ganze 
Oberfläche des Rotationsellipfoides Durch folgende Gleichung aus⸗ 
gebrüdt wird: 


A=2rb? + * arc tang * 


Wenn man a<{b ſetzt, ober wenn ſich die Ellipſe um ihre kleine 
Are drehet, und man feßt: 





e = z 
und folglich: 
b?e Pr 
N= = 75 +.r? 3 


ſo hat man: 


bie X By Ar” SE 
aaa) uVpateman, 


wo A’ die in der Hyperbel: 
" bꝛeꝰæ⸗ 


wiſchen den Ebenen z— xu, 2=X liegende Flaͤche bezeichnet 
is 73), und man hat folglich für die ganze Oberfläche dieſes 
zweiten Rotationsellipfoides : 


2 1-e 
A=2nbı + 2 (lt ) 











1- e 
Beiſpiel 4. Die Erzeugungslinie ſei eine Hyperbel: 
3 
= =1, oder sm 
fo ift die Gleichung der erzeugten Oberfläche: 
a? +? y+3»? ’ 
—- = ==1, oder * — 71 


und druͤckt reſp. ein Rotationshyperboloid mit zwei Faͤchern, oder 
mit einem Fache aus. Setzt man: 


ae F 


ſo findet man: 
N=-VAr a, 422 be X Ir Pr; — gA 
=, e’rc’ Ta”, =in, “ a * 24, 


14 
wo A’ die Fläche bezeichnet, welche zwiſchen ben Ebenen z=z,, 
z=X in den Hpperbein liegt, welche fih aus ben erſten ergeben, 
wenn man bie reelle Are in dem Verhaͤltniſſe von 1 zu _ abneb 


men ft. 

Beifpiel 5. Die Erzeugungslinie fei eine Parabel y?—2pr, 
fo ift „+2? —=2px die Gleihung des erzeugten Paraboloides, 
und man findet: 

N? — p? 


N=Y :-+p?, N=2pr--p?, = 3 
1 | In [N Ir 
de = p NaN, A= fr N?dN = 3 (NND). 
Sept man 0, und folglih N, — p, fo hat man: 


Ir 3 
A= 7 » =? ) 
Beiſpiel 6. Die Erzeugungslinie fei die Hyperbel zy=4a?, 
ſo iſt die Gleichung der — — Flaͤche: v⸗ Lan 


2? (y? +2?) = fat. 





[4 


Aus der Gleichung: 


A=2= / ? yseorde 
ansicht ſich: 


x dr 
A=na? S. sectr—. 
Ferner bat man: To * 








tang ⸗ a? 
und folglich: er 
”“ 1:1 
2tangr’ I= a—}12- ltangr, 
a Tr 
= 2 sinreose’ 


alſo: 


To SinT cos?r \ 


1 1 
=— Ina? Cost com +ltung 5 — Lung, x 


Beifpiel 7. Die € 8linie fei bi 2 
z ſp rzeugungslinie ſei die logarithaiſche 
ex, fo giebt die Formel: 


E) 
Amt f} ydı YIFy”. 


Linie 
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den Werth: 
A—=%r f2 a T 
Ferner iſt: 
y= - e*, dy =, e*dz, e*ds— atdy‘, 
folglich : 





a= 220 / Yay —— 


Nun iſt aber: 
Sea Frei rer HH (EEE) +0 
4 +41 (= 4*0 


und mithin: 


aine nr T sinT, 
A=za:| == +tang (7+5)- en Itang (7 + »)] 
Beifpiel 8. Die Erzeugungslinie fei die Kettenlinie: 


= * 
esPe 
ya, 


N=: (re?) 


und wenn man z—0 fest, fo erhält man: 


oma f* („42° “)ar=au| » — *)| 


Beifpiel 9. Die Erzeugungölinie fei die Cycloide: 
z=R(e—sino), y=R(1l—.coso), 





fo hat man: 


ſo iſt: 
de YıFP=YV dr F ar —=RdoYIYT- cos, 
A=2irR: S- ” d—00o)lde=8uR? | “eine du. 


Berner hat man: 


& @& 8 
@ en co Zeo 
8sin? = = =6sinZ — sin — 
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und folglich wenn man @,—=0 fekt: 


8 oa 1 0\ 
A=—ArR? (7 — 3.008 3 + z c08 7) 
Die ganze durch die halbe Cycloide erzeugte Rotationöfläche wird 
erhalten, wenn man o = 2" fest und ift: 


A=S4.R? = =(8R)?. 


. 81. Wenn man nicht mehr die Gume y=f(z), fondern 
die durch die Gleichung : 


y=b+f® 


auögebrüdte Curve, wo 5 eine pofitive Gonftante ift, ſich um bie 
Are der x drehen läßt; fo hat man: | 


N=yYTm=bHH@)XYIFF 
A= 2% SE drf YIFLS, 


X 
24 S „day I =A 4 — 


wo A den durch die Curve y = f (x) erzeugten Theil der OÖber- 
flähe und s den Bogen der Curve y=(z) bezeichnet, welcher 
zwifchen den den Abſciſſen ze, x entfprechenden Puncten liegt. 


Wenn man — b für d, aber fa) <b fehte, fo druͤckte 
A — 2nbs nicht mehr die Flaͤche A, ſondern dieſe mit dem Zei⸗ 
chen — genommene Fläche aus, und man hätte: 


AA’ = ?2nbs. 


Aus dem Vorhergehenden folgt: Wenn man einen Curven⸗ 
bogen fi 1) um eine beliebige Are und 2) um eine zu der erften 
parallele und von ihr um bie Länge 5 entfernte Are drehen laßt, 
jo ift der Unterſchied zmwifchen den beiden erzeugten Flächen, 
wenn die beiden Aren auf derſelben Seite des erzeugenden 
Bogens liegen, oder ihre Summe, wenn diefe Aren auf ver 
fhiedenen Seiten dieſes Bogens liegen, gleich dem Producte 
aud dem erwähnten Bogen und dem Umfange bed von einem 
Puncte der zweiten Are um die erfte befchriebenen Kreifes. 

Vermittelſt diefed Lehrfages, welchen man auch auf den Fall 
ausdehnen kann, wo der Gurvenbogen von den auf ber Rotationds 
are fentrechten Ebenen in mehreren Puncten getroffen wird, kann 
man leicht zeigen, daß jede Curve, welche einen Mittelpunct hat, 
bei ihrer Umdrehung um eine nicht durch dieſen Mittelpunct ges 
hende Are eine Fläche erzeugt, deren Inhalt dem Producte aus 
ihrem Umfange und dem Umfange des von ihrem Mittelpuncke 
um diefe Are befchriebenen Kreifes gleich ift. 


6. 82. Die Fundamentalformel: 
X Y ' 
A= US \azdyseo+ 
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feßt voraus, daß die Projection der krummen Fläche auf die Ebene 
der zy von einer auf der Are der z fenktrechten Ebene nur in 
zwei Puncten gefchnitten wird; denn wenn dieſes nicht der Fall 
wäre, fo müßte man die Zlähe A, um ibren Inhalt zu beſtim⸗ 
men, in mehrere Theile tbeilen, wovon jeder nad) der vorberge: 
benden Formel berechnet werden koͤnnte. Um die Begriffe zu 
firiren, wollen wir annehmen, daß die nach ihrer Größe geordne⸗ 
ten Functionen: 


Yu, Yır Ya, -- MJa 
von z zwifchen den Grenzen =, z=r bie Drbinaten ber 
verfchiedenen Linien ausdrüden, welde die verfchiedenen Zheile 
der Projection der Fläche A zwifchen fich fchließen und wir wollen 
die Fläche A in eben fo viele entiprechende Theile theilen, deren 
Größen durch die doppelten Integrale: 


% Yı % Ys . 
f: S Yo secrdydr, f: S[ „sec tdydr, etc. 


audgebrüdt werben; fo erhält man durch Addition aller dieſer 
Integrale den Werth von A. Man bat folglich: 


= /[? fe SS® | 
Sr yo see rdydr+ 2 y Se° <dydı ete.. 
— * 1 Ys 
= f: (f Yo secrdy + ⸗ * secrdy—+ etc...) dr. 


An derſelben Vorausſetzung wird die Projection der Fläche Aaus⸗ 
gedrückt durch: 


S(Se a + SF arte. )de 


= Sao pt —ys tete...) dr. 


Wenn die Fläche A von den Parallelen zu der Are der z in meb- 
teren Puncten getroffen würde, d. bh. wenn bemfelben Werthe von 
x mehrere Werthe von secr entſpraͤchen; fo könnte man biefe 
läche vermittelft der obigen Formeln nicht berechnen; aber man 
ann fie alddann immer in mehrere Theile zerlegen, wovon fich 
jeder nach den angegebenen Methoden berechnen läßt. 


Funfzehnte Vorlefung, 


Fortfegung der geometrifchen Anwendungen. — Gubatur ber Körper. 


$. 83. Das Problem der Cubatur der Körper befteht in der 
Beflimmung bed von einer, oder von mehreren gegebenen Flächen 
eingeichloflenen Volumes. Zuerft läßt ſich leicht beweifen, DaB das 
Volumen V eined geraden Cylinderd mit einer beliebigen Baſis 
B dem Producte aus dem Flöceninhalte der Baſis B und der 
Höhe H gleich if, fo daß man V=BH hat. 
Beweid Wir wollen den Eylinder fo ftellen, daß die Er: 
gugum ölinie ch elben zu der Are der x parallel ift u daß die 
(bene einer Bafid mit der Ebene der zy zufammenfäll. Es be- 
yihne (2) den linearen Durchſchnitt der afid mit einer auf Per 

ze der z ſenkrechten Ebene und b, v refp. den Theil ber Baſis B 
und des Volumens V, welcher unter der fchneidenden Ebene liegt. 
Wenn man ber Veraͤnderlihen z einen Zuwachs Ag ertheilt, fo 
betommen b und © die Zumwädfe Ab, Av. Herner bat man 
offenbar : 


A=A[f(@)+d, AV=Häilfe)+e], 
wo e, € Größen bezeichnen, welche mit Az verſchwinden, und 
folglich: 


2* f@), = =Hf@), 


und wenn man von 220 bie — integrirt, wo 25 20 md 
z—Z bie Gleichungen der Ebenen find, welche das cylindriſche 
Bolumen V begrenzen; fo erhält man: 


B=/, f(S)dz, v-n/, f(@)dz==Bx<H, 


was bewiefen werden follte. 

Wenn der Durchſchnitt (3) der Baſis B mit einer auf der 
Are der z ſenkrechten Ebene ſich in ein Syſtem mehrerer befonde- 
rer Längen hı(@), fa@), fs (2), .... verwandelte, fo müßte man bie 
Baſis B und dad Volumen V in diefen Längen entfprechende 
Theile Bu, Ba s-..., Vi, Va,.... zerlegen, und man erbielte als: 
dann: 
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V,=HB,, V‚=HB,, V‚—HB, Jeriid 
V=-V, +V, +V, ..—=H(B, +B, + B, ... —BH. 


Wir wollen nun annehmen, daß dad Volumen V gefucht würde, 
welches von einer beliebigen zwifchen zwei Ebenen =, = 
X liegenden Fläche eingeichloffen wird. Es fei F (x) der Inhalt 
des Durchfchnitted des Volumens V mit einer auf der Are der 
x fenfrechten und der Abfciffe z entfprechenden Ebene, und V be⸗ 
eichne den zwifchen den beiden Ebenen r—=x,, z=r liegenden 
beil des Bolumend. Wenn man der Veränderlihen x einen 
Zuwachs Ar ertheilt, fo bekommt dad Volumen V den Zuwachs 
AV=Ar [F(@)+e, wo e eine Größe bezeichnet, welche mit 
Ar verfchwindet. Denn das fetr Heine Volumen AV Tiegt zwi 
fhen den in und um daffelbe beichriebenen Cylindern, welche beide 
Ar zur Höhe und fehr wenig von F (x) verfchiedene Flächen zu 
ie Grundfläben haben. Aus der vorhergehenden Gleichung 
gt: 


dV 
„=F (2), dV=F(e)de, 


und wenn man zwifchen ben Grenzen ze und x, oder z, und X 


integrirt : 
z xX 
v=-/ — da, v=/, F (=) dı. 


Diefe Formel findet felbft in dem Kalle ftatt, wo fich die Fläche 
F(x) des Durchſchnittes ded Volumens V mit einer auf der Are 
der x fenkrechten Ebene in eine Summe mehrerer Flächen 
F,(&), Fr (2),.... verwandelt, welche von verfchiedenen Umfan- 
gen begrenzt werden. Alddann ift das Volumen V die Summe 
mebrerer Bolumina , welche durch: 


U PRTCL "I BETON Pe} OL. 


audgebrüdt werden, und man hat: | 
V — x F, af x F.(z)de+ete. = / x IF, (&)+F,(z)+ etc..]ax 
To To J/ % 
= / x F(z) dr. 
To 


$. 84. Zuſatz 1. Wenn der Durchſchnitt F (x) conflant 
und—=B ift, was ftatt findet, wenn dad Bolumen V ein Xheil 
eined Cylinders ifl; fo bat man: 


VSBV, de—=B(X—z)=BH, 


wo H den gegenfeitigen Abſtand der beiden Ebenen bezeichnet. 
gear folgt, daß dad Volumen eines ſchiefen Eylinderd von ber 
rundflähe B und der Höhe H durch das Product BH auöge: 
druͤckt wird. | 
Moigno, Integralrechnung. 9 


130 


Zuſatz 2. Wenn der Durchſchnitt F (x) fi immer aͤhn⸗ 
Lich bleibt, was z. B. der Fall ift, wenn dad Volumen V ein 
Theil des Kegels ift, deſſen Spike im Anfangspuncte der Coor⸗ 
dinaten und deffen Baſis in einer auf der Are der x fenkrechten 
Ebene liegt; fo ift der Flächeninhalt ded Durchſchnittes F (=) 
dem Quadrate feiner Entfernung von der Spitze des Kegeld pro⸗ 
portional, fo daß man, wenn B die Grundfläche und H die Höhe. 
des Kegeld bezeichnet, hat: 


D 


Fo), 2 Ba? 
war For 
| FBatdx _B n BR’, | 


Das Volumen eined Kegels von beliebiger Grundfläche ift folg- 
lih dem dritten Theile des Producted aus feiner Grundfläche und 
Höhe gleich. Ä 

Das Bolumen eined zwifchen den Ebenen n—=h, —=H 
liegenden abgeflumpften Kegeld wird ausgedruͤckt durch: 


B fa B (BB — 
— * ıdı= — I — 
v af rd = ( 3 ). 


Wenn man die eine Grundfläche des abgeftumpften Kegeld mit 
b und die Höhe deffelben mit A, bezeichnet, fo hat man: 


b m Ah 5 
Bmw a Va hei, 


H®— r®=(H — h) (H’+HR+%%) 
ift; fo findet man: 


v=3(B+Bi+ Br) z(B+VES+D), 


db. h. das Volumen eined abgeftumpften Kegels ift der dritte Theil 
des Productes, welches man erhält, wenn man feine Höhe mit 
der Summe dreier Flächen multiplicirt, welche refp. den beiden 
Grundflaͤchen des Kegeld und dem geometrifchen Mittel zwifchen 
ihnen gleich find. | 

Wenn man den Sab: daß die Durchfchnitte eines Kegels 
mit parallelen Ebenen den Quadraten ber Entfernungen biefer 
Ebenen von der Spitze des Kegeld proportional find, nicht aus 
ber Elementargeometrie entlehnen wollte; fo koͤnnte man benfel- 
ben auf folgende Art beweifen. Es fei f (a, d)=0 der Durdy= 
fhnitt des Kegel in der Entfernung = 1 vom Anfangspunfte 
ober von ber Spitze des Kegeld mit einer auf der Are der z 
fentrechten Ebene, fo wird die durch den Punct (n, £) gebenbe 
Erzeugungdlinie durch die beiden Gleichungen: 


und ba: 


jr 
ausgebrüdt, und wenn man n,  zwifcdhen ben drei norhergehens- 


Yy zZ 
- N, „5, 
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den Gleichuugen eliminirt, fe wirb die reſultirende Gleichung 
3 
f Z, 2) —=0 für alle Puncte fämmtliher Crzeugungslinien 


07 
erfüllt, und fie brüdt folglich die in Rede ftehende Kegelfläche 
aus. Die Gleihungen der Durchſchnitte diefer Fläche mit den 
Ebenen —h, x—=H fin: 


1 = 1) 


und ihre Flächeninhalte a, A werden nach einem bewiefenen Lehr⸗ 
fage ($. 72) dur) A, A2, A, Ha ausgebrüdt, wo A, den Inhalt 
ber von der Curve f (y, J=0 eingefchloffenen Fläche bezeichnet, 
und man bat folglich: 


| 
51% 


was zu beweifen war. 
E Zufak 3. Man hat: 


Vo [; Fed K—)F), 


und folglich ift dad Volumen eines Körpers gleich dem Producte 
aus der gegenfeitigen Entfernung der beiden den Körper begren- 
zenden parallelen Ebenen und aus einem Mittelwerthe der Flaͤ⸗ 
cheninhalte der Durchfchnitte dieſes Körperd mit Ebenen, welche 
zwifchen den beiden erften liegen und zu ihnen parallel find. Hier⸗ 
aus folgt, daß das Verhaͤltniß zwifchen einem gegebenen Volu⸗ 
men und feiner Projection auf eine beliebige Are eine Mittelgröße 
zwifchen den Flächen der verfchiedenen Durchſchnitte dieſes Volu⸗ 
mend mit Ebenen, welche auf der Are fenfrecht find, if. Man 
koͤnnte auch leicht zeigen, daß dad Verhältniß zwifchen einem Vo⸗ 
lumen und feiner Projection auf eine Ebene eine Mittelgröße 
zwiſchen den verfchiedenen Werthen ift, welche das Werhältniß der 
von der Oberfläche dieſes Bolumens auf einer fletd zu der Ebene 
parallelen Secante abgefchnittenen Längen annehmen kaun. 
Zuſatz 4. Für ein zweites Bolumen V’ bat man: 


Vo IR - F(a)dz, 


X 
v S; . F (x) de 
v /2 F(a) dx 
Lo 
aber wenn man in der befannten Gleichung : 


Nraa= Sara 0 [under 
fett: Ä | 


und folglich: 
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 I@=F@), x@a=F@), Ha=L, 
fo ergiebt fich daraus: 


x 


 ——— — ———— 


ieraus folgt, daß das Verhaͤltniß zwiſchen den beiden Volumen 
V,V’ eine Mittelgroͤße zwiſchen den verſchiedenen Werthen iſt, 
welche das Verhaͤltniß der beiden Durchſchnitte dieſer beiden Vo— 
lumina mit einer ftetö zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebene 
annehmen Fann, und da das Verhaͤltniß der beiden Durchſchnitte 
nach $. 72 ſelbſt eine Mittelgroͤße zwiſchen den verſchiedenen Wer: 
then des Verhaͤltniſſes der Laͤngen iſt, welche die beiden Durch⸗ 
ſchnittslinien auf einer ſtets zu einer gegebenen Axe parallelen bewegli⸗ 
chen geraden Linie abſchneiden; ſo folgt, daß das Verhaͤltniß der von 
den beiden krummen Oberflaͤchen eingeſchloſſenen Volumina eine 
Mittelgroͤße zwiſchen den Werthen des Verhaͤltniſſes der Laͤngen 
iſt, welche die beiden krummen Oberflaͤchen von einer ſtets zu einer 
gegebenen Axe parallelen geraden Linie abſchneiden. 

Zuſatz 5. Aus dem vorhergehenden Zuſatze folgt: 1) wenn 
die Durchſchnitte zweier Volumina mit einem Syſteme paralleler 
Ebenen in einem conſtanten Verhaͤltniſſe zu einander dehen, fo 
ftehen die beiden Volumina auch in demfelben Verhältniffe zu ein- 
ander; 2) daß, wenn die von den Oberflächen ber beiden Volu⸗ 
mina auf einer befländig zu einer gewiflen Are parallelen geraden 
Linie abgefchnittenen Längen in einem conftanten Verhältniffe fte- 
ben, die beiden Volumina auch in demfelben Berhältniffe zu ein- 
ander fliehen. Diefes findet 3. B. flatt, wenn das eine Volumen 
V von einer gefchloffenen krummen Oberfläche begrenzt wird, deren 
- Gleihung: 


(©, 9, J=0 
Mn, „uährend dad andere Volumen V’ von einer der krummen 


en 
© y 
{ ( y,2)=0, r(z, 5’ :)=0, fi „-)= 0 

eingefchloffen wird. Denn wenn fi aus der erften Gleihung 
ergiebt: 

z=#(y, 2), y—=x(, 2), z=Y(a, Yy), 
fo folgt aus den letzten: 

=a® (, Y, 2), 
oder: 
y—=bx(%, Yy, 2), 


=cy(&, y, 2), 


‚ oder: 
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woraus erhellet, daß die beiden krummen Oberflächen auf 
den zu einer der Aren parallelen geraden Linien Längen ab⸗ 
fehneiden , welche in einem conftanten Verhältniffe @, oder b, oder 
e zu einander flehen, und folglich verhält fi das Wolumen V zu 
dem Volumen V’, wie 1 zu a, ober db, oder c. 

Denn man fucceffive die Volumina mit einander vergleicht, 
welche von den durch Die vier folgenden Gleichungen: 


re yv =D, r&r z)=0 
6 J =0,f =, 5, *)=0, 


ausgedruͤckten krummen Flächen begrenzt werden; fo ergiebt fich 
aus dem Vorhergehenden, daß dad Verhaͤltniß des zweiten Bolus 
mend zum erfien, des dritten zum zweiten und bed vierten zum 
dritten refp. durch die Zahlen a, b, c, und folglich dad Verhaͤlt⸗ 
niß des vierten Volumens zu dem erften durch dad Product abe 
audgedrüdt wird. Um alfo dad von einer gefchloffenen und durch 
eine Gleihung von der Form: 


Gr :)=0 


ausgedrüdten krummen Fläche begrenzte Wolumen zu finden, ins 
dem a, db, c drei pofitive Conftanten bezeichnen, braucht man nur 
das von der frummen Fläche / (&, y, 3 begrenzte Volumen 
zu beflimmen und bdaffelbe durch dag Product der drei Conftanten 
a, b, c zu multipliciren. Wenn u=b=c ift, fo reducirt ſich 


die Gleihung : 
zz y 2 
f (#, Tu )=0 


rG22)=0 


und brüdt bie Oberfläche eines Körperd_ aus, welder dem von ber 
Oberflaͤche f (z, y, = 0 begrenzten Körper ahnlich ifl. Ferner 
verhalten fich die Dimenfionen des zweiten Körpers zu denen des 
erfien, wie a zu 1, und aus ben vorhin bewiefenen Sägen folgt, 
daß fich die Volumina zweier ähnlicher Körper wie die Cubi oder 
Würfel ihrer refpectiven Dimenfionen verhalten. 

3. Zur Anwendung der Formel: 


A= [Fr @)de 


braucht man nur den Flächeninhalt F (x) des Durkhichnittes bed 
Körperd mit einer auf der Are der x fenkrechten Ebene zu berech- 
nen, was vermittelt der bereitd aufgeflellten Principim leicht ge 


ſchehen Tann. 


auf die Form: 
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Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß x, 
X zwei Gonftanten, y, Y zwei Functionen der Veraͤnderlichen x 
und z, Z zwei Functionen der Veraͤnderlichen z, y find, und daß 
man dad Volumen beftimmen foll, welches einerfeitd von den 
durch die beiden Gleichungen: | Ä 


z=2, zZ 


ausgedrüdten krummen Flächen, andererfeitd von ben beiden durch 
die Gleichungen: 


y=y, y=Y 


ausgebrüdten cylindriſchen Flaͤchen und endlich von den beiden 
Ebenen: 


Tz=Ig, —=X 


begrenzt wird; fo wird der Durchſchnitt EFFE’/ — F (x) dieſes 
Bolumend mit einer zu der Ebene der. yz parallelen und einem 
befondern Werthe der Abfciffe entfprechenden Ebene von vier Li⸗ 
nien eingefchloffen, nämlid von den auf den krummen Flächen 
z—=2z, zZ liegenden beiden Curven EF, E’F’ und von zwei zu 
der Are der z parallelen und auf den Cylindern y=y, y=Y 
liegenden geraden Linie EE’/, FF’, und um die Gleichungen dies 
fer vier Linien zu erhalten, brauht man nur x in den Glei- 
chungen: 


2=2, z=Z, y=yw, y=Y 


ald conflant zu betrachten. Bezeichnet nun f (x, Y) den linearen 
Durchſchnitt GG’ der Fläche F (2) mit einer auf der Are der y 
fenfrechten und einem befondern Werthe von % entfprechenden 
Ebene; fo hat man offenbar: 


f(& y)=6GG=Gg —ıW’ =Z— 2 
und nad) befannten Formeln: 


F@=/ reya=f "a nrdy- |" [Parey 


Man hat alfo in dem allgemeinften Falle drei Integrationen zu 
verrichten, nämlich eine ın Beziehung auf z zwifchen den Gren⸗ 
zen z=u, z=Z, welche Functionen von x und y find, bie 
zweite zwifchen den Grenzen y., Y, welches blos Functionen von 
x find und die dritte zwifchen den conftanten Grenzen ze, X. Wenn 
fi die beiden cylindrifchen Flächen y—=Yyo, y=Y nad zwei Er- 
zeugungslinien durdhfchneiden, und wenn man annimmt, daß z,, X 
genau die Abfeiffen der auf’den erwähnten Srgengungölinien lie⸗ 
genden Puncte bezeichnen, fo wird das Volumen V in allen Rich- 
fungen von den zwei krummen Flächen und von ben beiden cylin- 
driſchen Flächen begrenzt. Daffelbe würde noch der Yall fein, 
wenn fich die beiden eylindrifchen Flächen nach den, den Abfciffen 
Te, X entfprechenden Erzeugungdlinien berührten. Dieſe beiden 
cylindrifhen Flächen rebucirten fih auf eine einzige, wenn bie 
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beiden Sunctionen yo, Y — aus einer einzigen Gleichung zwi⸗ 
ſchen und x abgeleitete Werthe von y ausdruͤckten. 

blich kann ed in derfelben Vorausſetzung geicheben, daß bie 
Flaͤchen z—=ze, zZ von einander verfchieden find und fi) nad) 
einer auf der cylindrifchen Fläche liegenden Curve durchfchneiden, 
oder daß ze, Z die beiden aus einer einzigen Gleichung F(z,y,z) 
—0, welche eine convere und überall geichloffene krumme Fläche 
ausdrudt, und um welche die cylindrifche Fläche befchrieben wäre, 
abgeleitete Werthe von z find. In dem erfien Falle wirb das 
Bolumen V in allen Richtungen von den krummen Flächen bes 
grenzt und im zweiten Zalle drüdt V das von der krummen 

berflaͤche: 
F (a, Y/ z) —=0 


eingefchloffene Volumen aus. 

8. 87. Die Fläche F (z) ift leicht zu beflimmen, wenn bie 
krumme Oberfläche eine Rotationsflähe if. Wir wollen anneb- 
men, daß man in der Ebene der zy eine durd die Gleichung 
y=f (z) ausgebrüdte Eurve befchrieben habe und biefelbe fih um 
die Are der x drehen laſſe; fo erzeugt fie eine Rotationsfläche, 
deren Durchfchnitt F (x) mit einer auf der Are der x fentrechten 
Ebene ein Kreis ift, deſſen Halbmeffer die Ordinate der erzeu⸗ 
genden Gurve if. Man hat alfo: 


F (J)—=ry? 


” 
= fr dı. 


Beifpiel 1. Die erzeugende Curve fei ein Kreis 22 4 y9 


V=r/ "Rn de= az Rr—ja)=taRtzt tage, 


Das Volumen eined Kugelabfchnittes, welcher zwifchen zwei 
parallelen Ebenen liegt, wovon die eine durch den Mittelpunkt 
der Kugel geht, übertrifft dad Volumen des geraden Kegels, def= 
fen Höhe die des Kugelabfchnitted und deffen Grundfläche die 
Heine Grundfläche des lestern ift, genau um eine Größe, welche 
dem Producte aus der Oberfläche der Kugelzone und dem britten 
Theile des Halbmefferd der Kugel gleih if. Wenn die Höhe 
des Kugelabfchnittes dem Halbmefler R gleich wird, fo wird das 
Bolmmen V—=$nR? und das Doppelte biefer Größe, nämlich 
4 aR®, drüdt dad Volumen der genen Kugel aus. Hieraus folgt 
nach $. 85, daß das Volumen des Ellipforded — + abe ifl. 

Beifpiel 2. Die Erzeugungdlinie fei die Parabel y2 — 
2pr, fo bat man, wenn man 7. —=0 ſetzt: 


V= up | " 2zdr—ape = haytz. 
Das Volumen bed Körpers, welcher durch die Umdrehung eines 


und folglich: 
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zwifchen dem Scheitel und der Ebene r—=r liegenden Stuͤckes 
der Parabel erzeugt wird, iſt folglich die Haͤlfte des Volumens 
des umſchriebenen Cylinders. 
Beiſpiel 3. Die Erzeugungslinie ſei die Curve y= Az“, 
fo findet man, wenn man ze =0 ſetzt: 
’ rer __4_ 2r 
von: [” rad = nA? —— Ia+l *555**. 
Das Volumen des durch die Umdrehung der von dieſer Curve be⸗ 
renzten Flaͤche erzeugten Koͤrpers verhaͤlt ſich folglich zu dem 
—*8* des umſchriebenen Cylinders, wie 1 zu 2a + 1. 
Beifpiel A. Die Erzeugungdlinie fei Die logarithmifche 
Curve y==alr, fo hat man, wenn man x. =0 feht: 


vonarf ” (le) dr—=ra?r IP — Ar+2} 
Menn die Gleihung der logarithmifhen Curve auf die Form 


y=e* gebracht wäre, fo fände man, wenn man wieder z — 0 
[4 ‘ 
2x 2x 
a2 TIa or 
Vor‘ e* dı— (A): —1). 
Beifpiel 5. Die Erzeugungslinie fei die Kettenlinie: 
. ete a 
2 


y=a 





[4 


fo hat man, wenn man 0 ſetzt: 


= f" (— "42 * Jar ne|, 2+7 :(.: .e =) 


8 eifpiel 6. Die Erzeugungdlinie fei die Cycloide: 
—=R (o—sino),, y=R(1—coso), 
fo bat man: 
di —=ydo / y?de=y? do —R3 (1 — COS @)?3 do, 
| V —=nR® /. or (1—cos »)8do, 
und wenn man u=0, a0 feht: - 


VeaRıf , (1005 0)!do, 
Ferner ift: 


eyAä _2ya\° 
(1 — cos»)? —23 sin =. a (* —_e ? ) 


0 15 cos o +6 cos 20 — cos 3 0), 
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und folglich: 
„.ı (106 — 15sine + 3sin? e— 4sin3e). 


In diefer Gleichung braucht man nur e=—=2r zu fehen, um 
dad Volumen ded durch die Umdrehung der von dem erften Eyclois 
denbogen eingefchloffenen Fläche erzeugten Körpers zu erhalten, 
und auf diefe Weife findet man: 

V_5nr?2R8, 

$. 88. Wenn man nicht blod eine durch die Gleichung y= 
f(&) auögebrüdte Gurve, fondern zwei Euren y=y, y—= Y.fid 
um die Are der = drehen läßt, wo y, Y zwei Functionen der Ver: 
änderlihen x find, deren Werthe zwifchen den Grenzen zz, 

—=X immer pofitiv find; fo wird das durch die Umdrehung der 
zwifchen den beiden Gurven liegenden Fläche erzeugte Volumen 
offenbar durch die Differenz der Sntegrale: 


X X 
:/z Yar, [ya 


ausgedrüdt, und man bat: 
X X 7 
V=-*/, (P-Pdı= uf ], ydydı. 


Zu derfelben Gleichung gelanat man fehr einfach, wenn man be 
merft, daß der Durchfchnitt F (x) des Volumens V die Diffe: 
renz porier Kreiſe iſt, deren Halbmeſſer y und Y find, fo daß 
man hat: 


F)=r?—ayP=a(V?— y?), eto. 


$. 89. Wenn die Coorbinaten y, Y alle um biefelbe Größe 
5 zunehmen, oder wenn fich die Rotationdare von allen Puncten 
der beiden Eurven um biefelbe Größe 5b entfernt; ‘fo wird das 
Volumen bed neuen erzeugten Körperd auögebrüdt durch: 


_ X 2 2 
v⸗ — u + 5)°]dz 
-r / = (Y? —y)? det 2nb / (Yy) dr. 


Aber das Integral: 
X 
YA (Y—ydz 


drüdt den Inhalt A der zwifchen den beiden Curven y=y, 
y=Y liegenden ebenen Flaͤche aus und das Integral: 


x 
" S. . (Y—y2)dz 
ift das bereits berechnete Volumen V. Man bat alfo: 
V=V-+2nbA. 
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- Hieraus folgt: wenn man eine ebene Fläche ſich um eine in ihrer 
Ebene liegende, aber nicht durch fie gehende Are und dann um 
eine zweite von der fraglichen Fläche um die Größe & weiter ent: 


fernte zu der erfien parallelen Are drehen läßt, fo ift der Unter 


ſchied der durch die Umdrehung der ebenen Fläche um die zweite 
und um die erfle Are erzeugten Volumina gleich dem Producte 
aus dem Inhalte biefer Fläche und dem Umfange des Kreifes, 
deffen Halbmefler der gegenfeitigen Entfernung der beiden Rota⸗ 
tiondaren gleich if. 

Wenn ſich die ebene Fläche A durch eine in der Entfernung 
b zu der Are der x parallel gezogene gerade Linie in zwei ſym⸗ 
metriſche Theile heilen läßt; jo muß man haben: 


| _ y=b-f@), Y=b+fß@), 
und folglich ift: . 
v-r/ U4Hr@P—B-f@Rdr—ins [fo 


aber man hat auch: 


A=/: o+r@l— Bra) ]de=2/ ra) dr 


und folgid V=2rbA. Wenn man alfo eine ebene Fläche durch 
_ eine Are in zwei ſymmetriſche Theile theilen kann, fo ift dad Vo⸗ 
lumen, welches durch die Umdrehung ditfer Fläche um eine zweite 
u der erflen parallele und nicht durch die fragliche Fläche gehende 


re erzeugt wird, gleih dem Producte aus dem Inhalte diefer 


Fläche und dem Umfange des Kreifes, deffen Halbmefler der & 
genfettigen Entfernung ber beiden Rotationsaren gleich it. o 
ft z. B., das durch die Umdrehung der Ellipſe: 


a, 2%? 
Fr u 


um bie durch einen Endpunct der Are 25 gezogene Zangente er= 
zeugte Bolumen gleich dem Producte aus dem Flächeninhalte nab 
der Ellipfe und dem Umfange des von dem Mittelpuncte diefer 
Curve befchriebenen Kreifes; alfo V—= 2n?2ab?. 

$. 90. Aus der Formel: 


j x 
v— J: “ Fea)de 


kann man folgenden bemerfenöwerthen Lehrfag ableiten: Wenn 
zwei zu einer Are parallele Ebenen gegeben find, 
wovon in der einen ein gefhloffener Umfang liegt, 
und man läßt eine gerade Linie fih fo fortbewegen, 
daß fie fucceffive durch die verfhiedenen Puncte 
dbiefes Umfanges geht und mit der betrahteten Are 
immer einen rehten Winkel bildet; fo ift dad Volu— 
men V desKörpers, weldher von der Durch die Bewe- 


gung der geraden Linie erzeugten frummen Flädhe 


und von.den beiden gegebenen Ebenen eingefdhlof- 








usb folglich: 
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fen wird, glei dem Produrte aus feiner Höhe und 
aus der halben Summe der ebenen $lähen, welde 
feine Srundflähen bilden. 

Beweis Wir wollen die gegebene Are zur Are ber x neh: 
men und ed fei b die gegenfeitige Entfernung der beiden zu biefer Are 
parallelen Ebenen. Wenn man dad Bolnmen V mit einer auf der⸗ 
felben Are fentrechten und der Abfeifle x entfprechenden bene 
durchfchneidet, fo ift der Durchſchnitt F (x) offenbar ein Trapez, 
deſſen parallele Seiten die geradlinigen Durchfchnitte der ſchnei⸗ 
benden Ebene mit den beiden Srundflächen des Volumens V find. 
Benn man diefe beiden Ducchfchnitte mit f(x) und f(x) bezeichs 
net, fo bat man: 


Fo=S If@) + f@)l, v_./ar@e+/ „oa 


Aber wenn man die beiden Grunbflächen mit A und A’ bezeich⸗ 
net, fo bat man auch: 


a=/ "pda, a= | faydz, 
folglich ; 


89. Um von ber Formel: 


v- f. x S T dzdy 
. 2%J %o 


eine Anwendung zu machen, wollen wir dad Volumen V fuchen, 
welches zwifchen der Ebene der zy, einer culindrifchen Fläche, des 
ren Erzeugungslinie zu der Are der z parallel ift und der Ober: 
fläche ded durch die Gleihung zy—=cz ober == ausgedruͤckten 
hyperboliſchen Paraboloides liegt; ſo haben wir: 


1x fY 1 Ä 
V= Sa); zydydı = uf: (7? — y?) rdı. 


Wenn fich die Baſis der cylindrifchen Flaͤche auf einen durch bie 
Gleichung: | 
(-a?+g—b)?—=R?, 
audgebrüdten Kreis rebucirt, fo ift: 
y=b—-YR-@—-e, Y=b+- YVR-@ 0), 
?—-P?=4 VR- (v0), 
a=a—R, X=a+R 


5 ar — — 
V—2 7 ⸗ —8 VTi dæ, 
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oder wenn man —a—BRt ſetzt: 
v2 im [a4 Ro) VTodt. 
Ferner iſt offenbar : 


+ 
f: ty TR dt=0, 


während das Integral: | - 


+ 
f: “vie 
die Hälfte der Fläche des Kreifes von dem Halbmefler — 1 aus⸗ 
druͤckt, und folglich = > ift, Man hat alfo: | 


dc 
V- ıR? a’ 


und das gefuchte Volumen ift mithin gleich dem Producte aus 
dem Flächeninhalte aR? der Grundfläche und einer vierten Pro- 
portionale zu den drei Längen a, b und c. 

Wenn man für die cylindriſche Fläche mit einer kreisfoͤrmi⸗ 
gen Baſis ein Syſtem von vier auf den Aren der x und der 
enfrechten Ebenen = x, r—=X, y=Yyeo, y=Y fubftituirt; 5 
findet man: 


V=2&-2) 2 yD 
= (Ka) (Yet FEn HF 


und wenn man febt: 
ToYo BY Xyo XV 





| 2 = 22 * ıB— — 2 7/ 
ſo iſt: V-X-2)Y-9)4Tatatz, 


Wir wollen noch bemerken, daß man, um dad hyperbolifche Para⸗ 
boloid zu conftruiren, nur das windfchiefe Viereck zu zeichnen 
braudt, defien Winkelfpigen mit den Endpuncten ber Drdinaten 
21, 22, 23, 2; zufammenfallen und auf zwei gegemüberliegenden 
Seiten deſſelben eine gerade Linie ſich fortbewegen zu laſſen, 
welche beftändig in einer zu den beiden andern Seiten parallelen 
Ebene liegt. 

Auf diefe Weife erhält man folgenden Sag: Wenn man auf 
den vier Seitenflächen eined geraden Prismas, deffen Grundfläche 
ein Rechteck ift, ein windichiefed Viereck befchreibt und eine gerade 
Linie fih auf zwei gegenüberliegenden Seiten dieſes Viereckes fo 
bewegen läßt, daß fie ſtets zu ben Seitenflächen bed Yrismas 
parallel bleibt, worin die beiden andern Geiten bed Viereckes 
liegen; fo ifl dad Volumen, welches zwilchen der durch dieſe ge- 
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rade Linie erzengten Flaͤche und ber rechtedigen Grundfläche bes 
Prismas liegt, gleich dem Producte aus dem Rlächeninhalte bie 
ſes Rechteded und dem vierten Theile der Summe ber vier Laͤn⸗ 
gen, welche auf den Kanten bes Prismas zwifchen der Grundfläche 
und dem windfchiefen Vierecke liegen. 

$. 92. Die Formel: 


v-/r@a 


zeigt auch, daß man zur Beflimmung bed von einer gegebenen 
Oberfläche begrenzten Volumens nur eine beliebige Are zu ziehen 
und in einer durch diefe Are gelegten feiten Ebene eine Slp: 
curve von folcher Beſchaffenheit zu befchreiben braucht, daß der 
Durdfchnitt des Volumens mit einer auf bdiefer Are fenkrechten 
beweglichen Ebene immer dem Rechtede gleich ift, welches aus 
einer gegebenen geraden Linie b und dem gerablinigen Durch 
fehnitte der beweglichen Ebene mit ber zwifchen der Hülfscurve 
und der Are liegenden Zläche conftruirt if. Wenn man ans 
nimmt, daß diefe Fläche in dem Sinne der Axe von zwei geras 
den Linien begrenzt wird, nach welchen die in ihre Außerften bei⸗ 
den Lagen gekommene bewegliche Ebene die fefte Ebene durchs 
fhneidet und fie mit der Länge b multiplicirt; fo ift das Pro⸗ 
duct genau dad Maß des betrachteten Bolumend. 

enn wenn die betrachtete Are zur Are der x genommen 
wird und F (x) ift der Durchfchnitt des Volumens mit einer auf 


F 
diefer Are ſenkrechten Ebene, fo ift _ die Ordinate der Hülfs- 


curve oder der gerablinige Durchfehnitt der zwifchen der Curve 
und der Are liegenden Fläche. Diefe Fläche wird folglich ausge⸗ 


drüdt durch: 
ÄF (a) _.fX 


und wenn man bdiefed Integral mit der Länge 5 multiplicirt; fo 
erhält man offenbar das Volumen: 


vo SFr 


Beifpiel 1. Wenn dad Volumen V dad eines Kegeld ober 
einer Pyramide mit beliebiger Grundfläche if, wovon die Spike 
mit dem Anfangspuncte zufammenfällt, und man nimmt eine auf 
der Grundfläche fenkrechte gerade Linie zur Are der x; fo ift der 
Durchſchnitt F (2) dem Quadrate x? proportional, und folglich 
ift die Hulföcurve eine Parabel, weldhe den Anfangspunct zum 
Scheitel und die Are der = zur Are bat; und da die zwifchen 
einer Parabel, ihrer Are und einer Ordinate liegende Fläche & des 
umfchriebenen Rechteckes beträgt, fo folgt daraus, daß das Volu⸗ 
men eined Kegeld oder einer Doramide mit einer beliebigen Ba⸗ 
fid dem dritten heile ded Wolumend eined Cylinders von der: 
felben Grundfläche und derſelben Höhe gleich iſt. 


142 


Beifpiel 2. Wenn der Durchſchnitt F (a) fih auf ein 
Trapez rebucirt, deſſen parallele Seiten die Durchichuitte zweier 
ebener Flächen find, deren Ebenen zu der gegebenen Are parallel 
find, und 5 bezeichnet die gegenfeitige Entfer der beiden Ebe⸗ 
nen; fo ift die Ordinate der, Hulfscuroe genau die halbe Summe 
der eben erwähnten Durchfchnittölinien, und bieraud ergiebt fich 
leicht, daß die zwifchen der Are der x und der Hülfscurve liegende 
Flaͤche die halbe Summe ber beiden ebenen Flächen ifl. Aus dem 
Vorhergehenden ergiebt fih der Lehrſatz in $. 90 unmittelbar. 

Ebenſo leicht könnte man vermittelft ded lebten Lehrſatzes das 
Bolumen beflimmen, welches in einer Kugel, einem Hyperboloide, 
Ellipſoide ıc. zwifchen zwei parallelen Ebenen liegt. 


Sechszehnte Vorleſung. 


Andere Ableitungtart der Formeln für die Quadratur ebener Flaͤchen und faͤr 
die Gubatur der Körper. 


F. 93. Da das Problem der Quadratur der Flächen und der 
Gubatur der Körper fehr wichtig ift, fo wird es nicht überfläffig 
fein, die Auflöfung beffelben noch aus einem neuen allgemeinern 
Sefihtöpuncte zu betrachten. 

Wenn man eine ebene oder krumme, aber völlig firirte Fläche 
betrachtet, fo wird bie Lage eines Punctes derfelben durch zwei 
auf einander fenkrechte oder fchiefe, geradblinige oder krummli⸗ 
nige etc. Coordinaten beſtimmt, welche wir in allen Fällen durch 
x, y bezeichnen wollen, und eine beliebige, auf biefer Fläche be: 
fchriebene Linie kann durch eine Sleihung audgedrüdt werden, 
deren erfter Theil die beiden Weränderlichen z, y, ober wenigftend 
eine berfelben enthält. In dieſem letzten alle, d. h. wenn bie 
gegebene Gleichung nur eine der Veraͤnderlichen z,y enthält, wer⸗ 
den wir fagen, daß bie entfprechende Linie von der erfien Art 
if. Die Linien der erflen Art find alfo diejenigen, deren Gleis 
ungen folgende Form haben: 


f@) = 0, ver fY) = 0, 


welche fi, wenn man fie in Beziehung auf die eine darin vor 
kommende Beränderliche auflöft, auf folgende rebuciren: 


x = const, oder y = const. 


Dagegen werden wir Einien der, zweiten Art alle diejenigen 
nennen, deren Sleihungen von der Form: 


f (z, y) * 0, 
oder: 
=f@ 


6 94. Hiernach iſt einleuchtend, daß jedem gegebenen Werthe 
von x oder von y immer eine Linie der erſten Art entſpricht, und 
Daß warn durch einen gegebenen Puntt immer zwei folcher Einien 
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ziehen kann. Die beiden Linien ber erften Art, deren Gleichun- 
gen refp. 

y—0, =0 
find, wollen wir coordinirte Linien oder Coordinaten- 
Linien ber x und dery nennen, fo ift der Anfangspunct ber 
Goordinaten der Durchſchnittspunct diefer beiden Linien, b. h. ber 
Yunct, deflen Coordinaten Null find. 

Nun fei M der Punct, deſſen Coordinaten z,y und N ein 
zweiter Punct, deflen Coordinaten z+Ax, y-+4y find, wo Az, 
Ay zwei fehr Heine, den Weränderlihen x, y ertheilte Incremente 
bezeichnen, und «w bezeichne ‚die zwifchen den durch die Puncte 
M und N gebenden vier Linien der erften Art liegende Eleine 
Bine MNPQ; fo ift die Fläche a im Allgemeinen von ben vier 

tößen: 


x, y, Ax, Ay 


abhängig und verfehwindet mit dem Producte Ar Ay immer zu 
gleicher Zeit; denn um fie verfchwinden zu machen, braudt man 
nur einen der Zactoren diefes Productes — 0 zu feßen. Aber 


wenn man Ar und Ay ohne Ende abnehmen läßt, fo convergirt 
das Verhältniß —* A gegen eine Grenze, welche nur noch von 


den Beränderlihen x und y abhängen kannn und fid in mehre- 
ren Goordinatenfpflemen auf eine bloße conftante Größe reducirt. 
Sp hat man z. B. für ein Syſtem rechtwinkliger Coordinaten 
in der Ebene a= Ar. Ay, und folglich 55 ⸗— 1. | 
Für ein Syſtem fchiefwinkliger Coordinaten in der Ebene, 
welche den Winkel @ miteinander bilden, hat man: 
a=Ar.Aysino, 


a 


Ax.Ay = sıno, etc. 








Wenn man alfo im allgemeinen lim = u fest, fo hat man in 


dem Yalle rechtwinkliger Coordinaten v=1, in dem Falle fdhief: 
winkliger Coordinaten u=sino, etc. Andere Coordinatenſyſteme 
tönnen für die Größe u flatt eined conftanten Werthed einen 
veränderlihen Werth, d. b. eine Function von z und y 
geben. Sobald man den Werth von u gefunden hat, kann man, 
wie wir fogleich zeigen werden, die von einer beliebigen ebenen 
Curve eingefchloffene Fläche, daraus ableiten. 

. 95. Betrachten wit zunächft einen gefchloffenen Umfang, 
- welcher von vier Linien der erften Art, nämlich von den durch den 
feften Punct (ze, Jo) und von den durch den bewegliden Punct 
(z,y) gehenden Linien geriet wird; fo ift die von diefem Um— 
fange eingefchlofjene Zläche felbft veränderlih, weshalb wir fie 
mit x (a, y) bezeichnen wollen. 

enn nun A, ben Zuwachs bezeichnet, welchen eine Function 
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von = erhält, worin man x um Ar wachſen läßt, und ebenfo A, 
den Zuwachs, welchen eine Function von y befommt, worin man 
y um Ay wachſen laßt; fo hat man = 4,.4.x(2,y), und da 


das Verhaͤltniß — die Einheit zur Grenze hat: 


| II y=a=ltAaRIr.Iy, 
wo € eine fehr Heine Zahl bezeichnet. 
Wenn man die beiden Theile der vorhergehenden Gleichun 
durch Ar.Ay dividirt und zu den Grenzen übergeht, fo erhält 
man: 


D,.Dsx (2,9) —y 
dædy J— 
oder: 
dx, 9) — 
dırdy 


Di.x(a,y) = 


Wenn man biefe legte Gleichung in Beziehung auf y von yzy 
an integrirt und die Bedingungögleichung x (2, yo) = 0, welche 
für jeden Werth von 7 erfüllt werden muß, beruͤckfichtigt; fo fin⸗ 
det man: 


D,/(@)= S I udy. 
Yo 


Sntegrint man alddann wieder in Beziehung auf 2 von ra an 
und berudjichtigt die Bebingungsgleihung x (7e,y) = 0, welcher 


für jeden Merth von y genügt werben muß; fo erhält man Die 
Formel: 


x 2” ®r zn 
x(2,y) S. In udy SW" day. 


Es ift wohl zu bemerken, daß aus der Gleichung: 


Da )= [? ady. 
folgt: 


Sr a, y)=Ar(l be) /, udu, 


weil Azx (2, Y, d. h. die Fläche, welche einerſeits zwiſchen ben 
den Abfciffen 2,2+ Ar und andererfeitd zwifchen den den Ordi⸗ 
naten Jo, 9 entfprechenden Linien der erflen Art liegt, durch ein 
Product von folgender Form: 


Az (1 +9 / n udy 


ausgedruͤckt wird, wo e eine ſehr kleine Zahl bezeichnet. a 
Wenn man y=Y jebt, wo Y eine conftante Größe bezeich- 
net, fo verwandelt fich dad vorhergehende Product in: 


Moigno, Integralreinung. 10 
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32(1+0) [ udy 


und drüdt die Fläche aus, welche zwifchen den ben Abfciffen 
2,0442 und den Ordinaten yo und Y entiprecdhenden Linien ber 
erften Art liegt. 

. %. Bir wollen nun annehmen, daß, indem 7, wieber 
eine conftante Größe bezeichnet, 4, Y nicht mehr zwei conftante 
Werthe von Y, fondern zwei Functionen der Veranderlihen z be: 
‘zeichnen, und die Fläche ſuchen, welche einerfeits von den Linien 
der zweiten Art, deren Sleihungen y=y, y=Y find, und ans 
dererfeitö von den den Abfeiffen zu und z entfprechenden Linien 
der erften Art begrenzt wird; fo ändert fi dieſe Fläche mit z, 
und wenn man fie mit 9 (x) bezeichnet, fo befommt fie das In⸗ 
erement Ag (2), wenn man x um Ar wadfen läßt. Es fei 
PQRS das fraglihe Increment, welches cinerfeit3 von den den 
Abfciffen x, 7 + Ar entfprechenden Linien der erften Art PR und 
QS und andererfeit5 von den den Stüden PQ, RS der Linien 
der zweiten Art, weldye in den Puncten P, R die Ordinaten y 
und Y haben, eingefchloffen wird; jo ift klar, daB man ohne 

‚Veränderung ded Werthes der Flache PORS nad) einander, oder 
leichgeitig die Linie der erften Art P’Q für die Linien der zweiten 
tt PQ, für welche Y die Ordinate im Puncte P ift, und die 
Linie der erften Art R’S’ für die Linie der zweiten Art RS, für 
welche y die Ordinate des Punctes R ift, fegen fann. Man bat 
folglich auch: . 
| s,#(2) = PQR’S. 

Berner fchneidet die Linie R’S’ offenbar die Linie RS, und hat 
folglich eine Gleihung von der Form: 


y=yHtE, 
wo € einen gewiffen Zuwachs bezeichnet, welchen die ald Function 
von x betrachtete Ordinate y erhält, wenn man x um eine gewiſſe 
kleinere Größe ald Ar wachfen läßt. Ebenfo ift die Gleichung 
der Linie P’Q@ von der Form: 
y=Y-++, 
wo e” die Ordinate eined Punctes der Linie PQ ift, welcher einer 
zwifchen z und 2 -+-Ar liegenden Abſciſſe entfpriht. Diefes vor: 
ausgefeßt findet man, vermöge des Vorhergehenden ($. 95.): 
PQR’S’ = (1+.) Ar 
und folglich auch: 
= irgIar yte' udy, 


wo e’ und gahlen find, welche ohne Ende mit Ar abnehmen. 
Wenn man bie beiden Theile der vorhergehenden Gleichung durch 
Ar bividirt und zu den Grenzen übergeht, fo ergiebt fich daraus: 
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D.$(&) = /, — 


Integrirt man alsdann von 244 an und berüdfichtigt die Be⸗ 
dingungögleihung ꝙ (2,) — 0, fo erhält man: 


MO U 


Alddann muß man aber bemerken, daß die erfle Integration 
in Beziehung auf y zwifchen ven Grenzen y. Y, welche von ber 
Beränderlichen x abhängen, und die zweite Integration in Bezie⸗ 
hung auf = von ber Grenze 2, an, welcde eine canftante Größe 
ift, gefcheben muß. 

enn man, indem y, Y zwei Aunctionen von x und 24, X 
zwei conflante Größen bezeichnen, die Fläche fuchte, weiche einer: 
ſeits von ben durch die Gleihungen y=y, 9=Y ausgebrädim 
Linien der zweiten Art und andererfeitd von den durch die Gleis 
hungen 24, 7X audgedrädten Linien der erften Art einge: 
ichloffen wird; fo fände man für den Werth diefer Fläche: 


A= f: / dædy. 
of Y 


In dem befondern Falle, wo 4, Y conflant werben, rebucirt fich 
der vorhergehende Werth von A auf den zuvor erhaltenen Werth, 
wie leicht vorher einzufehen war. 

Anmerlung 8 verdient bemerkt zu werben, baß bie 
vorhergehende Methode nicht blos zur Beſtimmung der von den 
durch die obigen Oeihungen ausgedrudten Linien eingefchloffenen 
Fläche, fondern au zur Beſtimmung jeder andern Größe dienen 
kann, welche mit diefer Fläche zu: oder gbnehmen muß. Denn 
eine ſolche Größe würbe auch durch das Integral: 


[: / “udrdy 
® Lo, y 


ausgebrüdt, wenn (u-te) I24y nicht mehr das Element ber Flaͤche, 
fondern das entiprechende Element der gefuchten Größe bezeidynete. 

Wenn die gegebene Fläche von einem beliebigen Umfange be 
‚ grenzt würde, fo ließe fie fich leicht in mehrere Theile zerlegen, 
wo auf jeden bie vorhergehende Methode anwendbar wär. 

8. 97. Nachdem wir die allgemeinen Principien für bie 
Quadratur der Flächen aufgeftellt haben, wollen wir zu dem Pro- 
bleme der Cubatur übergehen. 

Die Lage eined Puncted im Raume wird burch feine drei 
rechtwikligen ober ſchiefwinkligen, gerabli igen oder Trummlinigen, 
. etc. Coordinaten, welche wir in allen Fallen durch die drei Bud: 
ſtaben x, y, z bezeichnen wollen, beſtimmt. Hiernach kann eine 
beliebige Fläche durch eine Gleichung auögebrüdt werben, deren 
srfter Theil die drei Veraͤnderlichen x, 4,2 oder zwei berfelben, 
aber wenisfiend eine enthält. Um diefe drei Fälle von einander 

u unterfdeiden, werben wir fagen, daß eine Fläche von ber er: 
en, zweiten, britten Art fei, jenachdem ihre Gleichung 
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eine, zwei, oder drei Veraͤnderliche enthält. Die Gleichung 
einer Fläche der erften Art hat alfo cine der drei Formen: 

FG)SO, FI, fd), 
oder, was daſſelbe ift: \ 
r=c, y=c, z=c". 

Die Gleichung einer Fläche der zweiten Art bat eine der drei 
Kormen: 





FGœ,y9) - O, fr d=0, Fr), 
oder; - 
| y=f@), 2=f(o), :=f@Y). 


Endlich iſt die Gleichung einer Fläche der dritten Art von ber 
Form: oo. 

f (X, Y, z) =), 
wofür man auch folgende feßen kann: 

2 * FG, y). 
Hiernach iſt einleuchtend, daß jedem gegebenen Werthe von 2,% 
oder z immer eine Fläche der erſten Art entſpricht, und daß man 
durch einen gegebenen Punctimmer drei folcher Flächen legen Bann. 
Wir wollen die drei Flächen der erften Art, deren Gleichungen 
refp. folgende find: oo. 
0, y=0, z=0 


die Coordinatenflähen oder die coordinirten Flächen 
der yz, der zr und der xy nennen. Diefe Flächen durchfchneiden 
ſich nach drei Linien, weldhe wir die Coordinatenlinien 
oder die coordinirten Linien der &, der y und der z nennen 
wollen, und biefe Linien durcdhfchneiden fich in einem Puncte, wel: 
cher der Anfangspunct der Coordinaten ift. Der Anfangspunct 
der Coordinaten ift alfo der Punct, deffen drei Coordinaten fich 
auf Null rebuciren. . ' Ä 
Da eine Linie ald der Durchſchnitt zweier Flächen betrachtet 
werden Tann, fo wird fie gen natürlich durch zwei Gleichungen 
ausgedrüdt. Wenn diefe Gleichungen von der Form find: 


z=(, FG, ) =(, 


fo liegt die Linie in der Coordinatenfläche der xy und ift nichts 
anderes, ald der Durchſchnitt dieſer Goorbinatenflähe mit der 
Fläche der zweiten Art, welche durch) die Gleihung (x, y)=0 aus- 
edrudt wird. Es ift einleuchtend, daß jede Fläche der zweiten 
rt, welche durch eine Gleihung zwifchen zwei Veraͤnderlichen 
ausgedruͤckt wird, eine der Coordinatenflächen nach einer Linie der 
zweiten Art durchfchneidet, zu welcher die fragliche Gleihung ge 
bört, und wir wollen diefe Einie die Bafis oder Grundlinie 
der Flache nennen. u | 
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$. 8. Betrachten wir nun das Volumenelement, welches 
von den fechd Flächen der erften Art begrenzt wird, die durch die 
beiden Puncte geben, deren Goordinaten refp. folgende find: 


TU, 4y, 5, 
tar, y-r-y, 2+9:. 
Dieſes Bolumen, welches in dem Halle rechtwinkliger Goordinaten 
durch dad Product Ir yAdz ausgedruͤckt wird, verfchwindet in 
allen Fallen mit diefem Producte, und Eann folglich durch einen 
Ausdruck von der Korn: 


(ve) Ir Ay: 


dargeftellt werden, wo x die Grenze bezeichnet, gegen welche das 
Verkaͤltniß des erwaͤhnten VBolumenelementes zu dem genannten 
Producte convergirt, wenn die Werthe von Ir, Ay, Az immer 
leiner werden, und wo e eine Größe ift, welche mit dieſem Pro⸗ 
ducte ohne Ende abnimmt. Die Größe wow kann in jedem Coordi⸗ 
natenfufieme nur eine conitante Eröße, oder eine beflimmte Fun⸗ 
ction der Veraͤnderlichen x, y, z fein. Hat man den conftanten, 
oder den veränderlichen Werth Liefer Größe ww einmal gefunden, 
fo läßt fi daraus leicht der Ausdruck des von einer beliebigen 
Oberfläche begrenzten Volumens ableiten. 

Denn wir wollen zunächft Dad Volumen v fuchen, welches 
wifchen den ſechs Flächen der erften Art liegt, die durch die 

uncte gehen, deren Goordinaten folgende find: 


Tı, Y, 2, - 
+7, Ay, z. 
Man kann diefes Volumen als den Zuwachs in Beziehung auf 
x und y eined andern Volumens betrachten, welches von ben Flä- 


chen der erften Art eingeichloffen wird, die durch die beiden Puncte 
gehen, deren Soordinaten refp. folgende find: 


Tg, Ya, 20, 7, Yı 2. 
Wir wollen diefes legte Volumen mit u (x, y,z) bezeichnen, und 
Sy, Ay, A; follen die Incremente bezeichnen, welde Zunctionen 


von 2, y, z erhalten, wenn man um x, oder y um Ay, oder 
z um Az wachen läßt; fo ift das gefuchte Volumen: 


v=JIyd,% (8, y, 2) 
und außerdem hat man offenbar: 
Are YZD)>Ww-+e) ArAy Sa. 


Henn man die beiden Theile der vorhergehenden Gleichung durch 
A, dividirt und dann I, gegen die Grenze Null convergiren laͤßt, 


fo erhält man die folgende Formel: 
D..A,3.9,y,)=Ww+toAr-y. 

Integrirt man alödann in Beziehung auf z von 2260 an und 

bemerkt, daß für jeden Werth von z,y die Bedingungsgleichung: 
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va, y,2)=0 
ftatt finder; fo erhält man: 


v=4A,A Yy(a,y,z) = say f (vw. e)dz, 
oder was baflelbe ift: 


ı= SI, Ya, y,2)=(+ e) —RX Si wdz, 


wo e eine Zahl bezeichnet, welche in den verſchiedenen Formeln 
verfchiedene Werthe hat, die aber immer fehr klein find, wenn 
Sr und Ay felbit fehr Fein find. Il 

enn man dad Volumen haben wollte, welches einerfeits 
von den den GCoorbdinaten: 

x, x-ta23 yvy+:yY 

entibrechenden Zlächen der erften Art, und andererjeitd von den 
durch die Gleihungen z=24, 2—=Z audgebrüdten Flächen ber 
erften Art begrenzt wird; fo brauchte man nur in bem zweiten 
heile der betreffenden Formel z für Z zu feßen, und man erhielte 
alddann für den gefuchten Werth einen Ausbrud von der Form: 


.fZ 
(1-+e) sy f, wdz, 
wo e wieder eine ımendlich kleine Größe bezeichnet. 


$. 99. Wir wollen nım annehmen, daß z, X zwei conflante 
Srößen, y, Y zwei Functionen von x und z, Z zwei Functionen 
von z, y find, und dad Volumen fuchen, welches einerfeitd von 
den durch die Gleichungen: - Ä 

=r, =X, y=y,y=Y 
ansgedruͤckten Flächen der erften und zweiten Art und andererfeits 
von den durch die Gleichungen: 
=z, »=Z 

audgebrüdten Flaͤchen der dritten Art begrenzt wird; fo nimmt 
diefed Volumen zu, oder ab, jenachdem bie von ben vier Grund⸗ 
linien der Flächen ber erften und zweiten Art eingefchloffene Fläche 
u⸗ oder abnimmt, und wenn man burch (u-Fe) ArAy das Element 
ezeichnet, auf welches fich dieſes Wolumen rebucirt, wenn man 
für die Flaͤhen = X, y—Y die beiden Flächen der erften Art 
fest, weldhe den Coordinaten: 


x, 2+&r, y,y+-y 
entiprechen ; fo erhält man für den Ausdruck des gefuchten Vo⸗ 
umend: 


X Y 
[ 3 JS, wdrdy. | 
Es ift num noch der Werth von w oder der des Bolumenelementes : 
(u + ©)Azdy 
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zu beflimmen, weiches einerfeitd von den den Coorbinaten: 


z, 24%, , y 4- 
entſprechenden Flaͤchen der erſten Art und andererſeits von den 
durch die Gleichungen z—=z, 2 *ausgedruͤckten Flaͤchen der 
dritten Art begrenzt wird. Nun kann man aber, ohne siehe Bo: 
Iumenelenent zu ändern, für den Beinen Theil der Fläche der 
i britten Art, welcher in dem Puncte (2,%9,2) anfängt und in dem 
uncte: 


(«+ Au, y+ay, 2423) 
endet, einen entiprechenden Theil der Fläche der erſten Art feßen, 
deren Gleihung von der Form z=z-te’ wäre, wo e’ fomwohl 
ald Ar, Ay eine unendlich Eleine Größe ifl. Ferner kann man 


für den Heinen Theil der dritten Art, welcher fi) von dem Puncte 
(z, 9, Z) bis zu dem Puncte: 
(«+2 y+4y, Z+&2,Z) 
erſtreckt, einen entiprechenden Theil der Fläche der erften Art ſetzen, 
deren Gleichung von der Form zZ te” ift, wo e”’ wieder eine 
ımenblich Feine Größe bezeichnet. 
Um ferner dad Volumen zu erhalten, welched einerfeitd von 

den durch die Sleichungen: 

zw=z te, =b+e" 
ausgedruͤckten Flächen der erſten Art und andererſeits von den dem 
Coorbinaten: 

, 2A, 4, y - 2 
entſprechenden Flaͤchen der erſten Art begrenzt wird, braucht man 
offenbar in der Formel: 


o=di+9)anıy Sf, aodz 


nur z+e für z, und Z+e” für Z zu fegen. Man erhält folg- 
lich für diefed Bolumen einen Ausdruck von der Form: 
Z u 
(A-+e)3xIy S. * wdz, 
wo &” eine unendlich Heine Größe if. Wenn man dieſen Aus— 
drud glei (ut e) AxAy fest, fo findet man: - 


s+te=(1 + er) / Ba wdz, 
und wenn man zu den Grenzen uͤbergeht: 


u = [ode 


Nachdem ver Werth von u auf diefe Weiſe beftimmt if, derwau⸗ 
delt fih die Formel, welche dad von den gegebenen Flächen ein⸗ 
gefchloffene Volumen ansbrüdt, in folgende: 


| 152 on 
| y | 
SS J. w dır dy dz. 
ro Yy % 


Man hat alio, wenn V das gefuchte Volumen bezeichnet und bie 
Integration in Beziehung auf z zwifchen den veränberlichen 
Grenzen z, Z, die in Beziehung aus y zwifchen den verander- 
lihen Grenzen y, Y und endlid bie in Beziehung auf x zwifchen 
den conftanten Grenzen &,, X verrichtet wird: 


x Y Z 
‚= / 3 /. J: wd.cdydz. 


Anmerkung. Es verdient bemerkt zu werden, daß die vor: 
hergehende Methode nicht blos zur Beftimmung des von den frag: 
lichen Flächen begrenzten Volumens, fondern auch zur Beflimmung 
jeder andern Größe dienen Fann, welche mit diefem Bolumen 
gleichzeitig zu: oder abnimmt. Eine folche Größe würde noch 

ur dad Integrel ausgebrüdt, welches den zweiten Theil der 
vorhergehenden Formel bildet, wenn man durch: 

(w-Fe) Ardydz 
nicht mehr das Element ded Volumens V, fondern das correipon: 
dirende Element der gefuchten Größe bezeichnete. 

Wenn das gegebene Bolumen von einer beliebigen Fläche be 
grenzt würde, fo koͤnnte man baffelbe leicht fo in mehrere Theile 


erlegen, daß jeder diefer Theile durch die vorhergehende Methode 
erechnet werben Fünnte. 


§. 100. Wenn man die beiden heile der Gleichung: 
AA, Y(r,yz)= (we) Ardydz 
durch ArAyAz dividirt und zu den Grenzen übergeht, fo erhält 
man: 


ddy(z,Y,:) 
— = D24%Y (2, 9,2). 


Serner kann man für Y (2, y, 2) dad Volumen nehmen, welches 
von den den Coordinaten 0,2; 0,9; 0,2 entfprechenden ſechs Flaͤ⸗ 
hen der erften Art: begrenzt wird, und folglich braucht man nur 
biefed. legte Volumen zu Eennen, um daraus den Werth von so 
abzuleiten. 

Um von den vorhergehenden Formeln eine erfie Anwendung zu 
geben, wollen wir zunächfl die Coorbinaten x2,y,2 rechtwinklig 
annehmen; fo wirb das von den fechs Flächen der erften Art, 
welche durch den Anfangspunct und durch den Punct (x, y, z) 
eh ingeſchloſſene Volumen Y(x,y,2) durch folgende Gleichung 
eftimmt: 


w = 


Y(2,y,2)=xy2, 
woraus fich ergiebt: 
. _ Py(a,Y,3) 


aaa 
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Zu demfelben Refultate gelangt man auch, wenn man bemerkt, 
daß dad von den durch bie Puncte: | 


(9,2), +30 y+Ay, 2+42) 
gehenden rechtwinkligen Ebenen begrenzte Volumen fid auf ein 
rechtwinkliges Parallelepipebum reducirt, deſſen Dimenfionen refp. 
glei Zr, Ay, Az find, fo daß man hat: 
v:= Är-y!z 
und folglich: 
limeitg=1, #1. 
Hiernach ift alſo: 


xfy yız x fi, 
ff, / ’ dray = f fe (2-2) dray. 


Wenn man ichiefe Coordinaten anwendet und mit a dad Vo—⸗ 
lumen des Warallelepipedumd bezeichnet, wovon drei zufammen- 
ſtoßende Kanten zu den Goordinatenaren parallel und der Längen- 
einbeit gleich find; fo findet man: 


Yla,y,z) = aryz 
und für w—=u: 


x Y/fz X Y 
vzofif, J. d.rdydꝛ = V/. (4—z) dædy. 


Wir wollen nun annehmen, daß die Lage des Punctes im 
Raume durch Polarcoordinaten: 


1*S8, y=Uu z=r 


beftimnit fei, wo r den von dem betrachteten Puncte nach dem 
zum Anfangöpuntte genommenen feften Puncte gezogenen Radius⸗ 
vector, u den von diefem Radiusvector mit einer feften Are oder 
vielmehr den mit einer durch den Anfangspunct gehenden a 
are und S den von einer durch dieſe Halbare gehenden feften 
Ebene mir einer durch diefelbe Halbare und durch den Radius 
vector gehenden Ebene gebildeten Winkel bezeichnet. Die Flächen 
“ erſten Art, d. h. diejenigen, welche durch Gleichungen von der 
orm: 


a=c, oder $=c, oder r=c" 


ausgedruͤckt werden, find offenbar entweder gerade Kegelflächen 
mit freisförmigen Bafen, welche die fefte Are zur Are haben, ober 
durch die feſte Are gehende Ebenen, oder Kugelflächen, welche den 
Anfangspunct zum Mittelpuncte haben. 

Bon den Gleihungen =0, I3=0, r=0 gehört die erfte 
zu der feften Ebene, die zweite zu der feften Are und die dritte 
zu dem feften Anfangspuncte. 

Hiernach wird das dur Y (u, $,r) ausgedruͤckte Volumen 
begrenzt: 1) von zwei Ebenen, welche die feſte Are enthalten und 
einen Winkel « mit einander bilden, 2) von einem Xheile der 
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Kegelfläche, deren Erzeugungdlinie mit der feflen Are den Winkel 
u be, ımd 3) von einem Theile der Kugelzone, deren Höhe 
gleich : 
r(1 — cosu) 
und deren Oberfläche: 
2rr [r (1 — cosw)])= ar? (1 — cosu) 

iſt. 

Ferner verhält ſich das Volumen Y(u,S,r) zu dem Kugel⸗ 
fector wie 9 zu 2, woraus folgt: 


I Ir | 
Y(u,S,r)= 3 +3 (1 - cosu) 
oder was daſſelbe ift: | 
3 
Ylu,S,r) =7 (I - cosu)3. 


Man hat alſo: 
— — Y(urdır) 
— dudIdr 





— risinu 


und folglich: 


Ü 5) R 
v=- S. / 9 J. r2 sin ududSdr. 
%s . q Tr 


In diefen legten Gleichungen find vr, R Functionen der Ver⸗ 
änderlichen u, OD; S und © Functionen der einen Beränderlichen 
a, und us, U conflante Größen. Zu diefem Ausdrude des Volu⸗ 
mens V würde man auch gelangen, wenn man bemerkte, Daß der 
ben gleichzeitigen Incrementen, du, dS, dr entfprechende unendlich 
kleine Zuwachs bed Volumens ald ein rechtwinkfliges Parallelepi- 
pebum betrachtet werden Fann, bdeflen drei Dimenfionen rdu, 
rsinad®, dr find und deflen Bolumen = r? sinudIdr ift. 





Siebenzehnte Borlefung. 


Rebuction der vielfachen Integrate. — Erſte Methode vermittelft einer Coor⸗ 
dinatenveränderung. 


$. 101. Die Reduction der vielfachen Integrale iſt in ber 
legten Zeit der Gegenſtand der Unterfuchungen vieler Geometer 
geweſen, unter welchen wir hier nur Cauchy, Lejeune⸗Dirich— 
let, Liouville, Lame, Satalan, Zortolini namentlich 
anführen wollen, und wir haben es nicht für unzwedimäßig gehals 
ten, die von ihnen eingefchlagenen Wege, fowie bie wichtigen Re: 
fultate, welche fie erhalten haben, hier näher zu bezeichnen. 

Die erfie Reductionsmethobe befteht darin, daß man flatt der 
urſpruͤnglichen Goordinaten neue anwendet, wodurch die Integra⸗ 
tion erleichtert wird. 

Gewöhnlich wird die Lage eined Punctes im Raume durch 
drei rechtwinflige Coordinaten x, y, z, oder Durch drei Polarcoors 
binaten beflimmt, welche 3. B. der Radiusvector r oder die Ent: 
fernung des betrachteten Punctes vom Anfangspuncte der Coordi⸗ 
naten, der von der Vrojection des Radiusvectord auf die Ebene 
von zy mit der Are der y gebildete Winlel #_ und der von dem 
Radiusvector mit der Are der 2 gebildete Winkel « fein können. 
Wenn die Aren aufeinander fenfrecht find, fo find die Polarcoor: 
dinaten durch die bekannten Sleichungen : 

, €T=r0084, y=rsinucos®, :=rsinusind 
verbunden. 

$. 102. Lamé hat in fernen intereffanten Abhandlungen 
Wer die Theorie der Wärme von einer neuen Art von Koprbinas 
ten Gebrauch gemacht, weiche berfelbe elliptifhe Coord ina⸗ 
ten genannt bat, und wobei ein beliebiger Punct ded Raumes 
ats der Durchſchnittspunct dreier Flächen betrachtet wird, wovon 
jede von einem veränderlichen Parameter abhaͤngt. So kann z. 
B. ein beliebiger Punect des Raumes als der Duechichnittöpunct 
der drei Flächen: 

x3 y® 22 
at ap tag mt 





x y? ni 22 
w? u2—b? u2—c? J— 
« + N + — —=| 
y2 »2—h? »2— ce? 


betrachtet werden, und wenn man fekt: 
b<e, >c>b, u>b<c, v<b<e; ® 

fo ift die erfte diefer drei Klächen ein Ellipfoid, die zweite ein 
Hpperboloid mit. einem Fache und die dritte ein Hyperboloid mit 
zwei Fächern. Die Brennpunctöbifiangen 2b, 2c, 2V @ RR 
der Hauptfchnitte find ein gemeinfchaftlihes Element aller Flaͤ⸗ 
chen, welche man erhalten kann, wenn man die drei Parameter 
%, u, v fich ändern läßt, weshalb man diefe Flächen auch ho m o⸗ 
focale Flächen genannt hat. 

Benn man eine fchidliche Eliminationdmethode anwendet, *) 
fo erhält man die drei Gleichungen : 


bexr=Aur, 
yVer=V RR VRR VER, 
a VETFT=VRTEYV EV, 
welche x, 4, z ald Kunctionen von A, u, » geben, und die Werthe 


*) 3. Binet hat zu diefem Iwede ein hoͤchſt finnreiches und einfaches Ber: 
fahren angegeben, welches auf eine beliebige Anzahl von Gleihungen ans 
wendbar ift und in Kolgendem befteht: Es feien n Gleidhungen von ber 








Form: 
2) 4 
— —— ‚=|, 
— 7 747 re 
3 7 — | 
DtEmtn te 








gegeben, und wir wollen die n Unbelannten &,7, &.... durch du,dn Sur... 
%, P, Yr... ausgedruͤckt, ſuchen. Zu dem Iwede fegen wir: 


Fk (a)=(a—-a) (ap) (a-Yes 

FSa)=(a-j) ah) (sd). 

Die Differenz; F(z)— f(x) ift ein Polynom des n—Iten Grades, und da 

in dem Bruche Kar der Grab bes Zählers wenigſtens um eine 

Einheit niebriger ift, ald der Grab des Nenners, fo hat man nad) ber 
Theorie der Zerlegung rationaler Brüche in einfache, identifch: 

No) — rw), F(a)—f(o) 1 + FA)—fp) 1 

F(z) F(a) z—a E’(£) a—ß 

7 + Fy) — f(y) 

Fo) #-— 





BE GE 
von 2%, y?, 2? leiſten berfelben Gleichung des fechdten Grades 
Genüge. Denn wenn man die Gleichung: 


r? y? 
Ehe Dir Bug cur au 





—A 
— 


in Beziehung auf % ordnet, und ſetzt: 
A=a+y 422 324e2, 
B= (D2 -+ 0?) +y?e? + 225? +4 b?e2, 
CG=b?2e?r?, 
fo findet man: 
As— AM +- BI? - C=(. 


Benn man, flatt von der Gleichung bes Ellipfoides, von der Glei⸗ 
hung des Hyperboloide ausgegangen wäre, fo würbe man zu ber: 
jelben Gleichung des fechdten Grades gelangt fein, und da %?, 
u?, »2 zugleich Wurzeln diefer Gleichung find; fo bat man: 


M+u2+v?=A, Au? + R2v? +02? =B, Mur? —C. 


Wenn man in diefer Gleichung fucceffive fegt: 
amd, Tr, Fu. 
und die Gleichungen: 
Fo)=0, K)=V, Fir)=B%,.., 
f&)=®9, K&)=P, I (da =®,... 
berädfichtigt, fo findet man: 
fa) 1] Id) 1 I) 1 


F' (a) &, —o FAGs—R FYV)&-—yr 
fa) ı _ a ı Od 1 _ 21 

Ke)b—a ME — 6 
—— 1 


Fi) F5) Fo) &—yr 


Diefe Gleichungen find für alle Werthe von a, A, Yı.. IR 
Per und fe rebuciren fi auf bie gegebenen Sleikungn wohn an 
etzt: 





— LAGE —=E£ —__ (a—$}) (a—8,) (a—£3) 
Ro) (a—ß) (a—y)... 


ra _,_._E-E) 6b Ei 
B—a) (3—y)... 7 

f( i=— Y—a) WR) (7-5) 

(va) (v5)... 











Diefe legten Werthe machen alfo die gegebenen Gleichungen auch- iden⸗ | 

tiſch und find folglich die gefuchten Werthe der Unbekannten E, 8 ,... 
Um auf ben Fall der drei vorhin betrachteten Gleichungen zuruͤckzu⸗ 

kommen, braucht man in den vorhergehenden Formeln nur zu feßen: 


s=a?, my), Ga? ; AR, Fu, Bmv?; ah, 2. ymd. 
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Henn man nun zwifchen diefen brei Gleichungen und ber Glei⸗ 
hung des fechöten Grades fucceffive A, oder u, oder » eliminiet, 
fo erhält man die Gleichungen ber homofocalen Flächen. 

$. 103. Diefe Flächen, welche acht Puncte miteinartder gemein 
haben, haben fehr merfwürdige Eigenſchaften. Die Beruͤhrungs⸗ 
ebenen derfelben im Puncte (©, y, 2) haben folgende Gleichungen: 


ze yn 26 — 
sts ty 
u, : m do, 
ragt ml 
F un 2 —1 


und find aufeinander ſenkrecht; denn wenn man bie Winkel, weiche 
bie Perpendikel auf diefen drei Ebenen mit den Axen bilden, mit 
a,ß,y;«@B y; a’ 8" z” bezeichnet, fo bat man; 














cos a _  caf _cosy 
re 
22 4? - B2 72 € 
ca os cos y' 
T — Yy 2 
u? u2— b? e_ u? 
cos cos cosy” 
— — u. 577 
ve p2_ 2 ——— 


Die Gleichungen, welche x, y, z als Functionen von A, u, v geben, 
führen auf folgende Ipentitäten : 
Pr pp 22 
Beta wi N (er) 
| — c0sa Cosa’ + cosß cos’ Fete.=0, 
y? 22 
32,2 (A252) (62-02) (ABC?) (02-49) 
— cosacosa”-+-cosß cosß" + ete.=0, 
a? y | 2? 
u2y2 — (a2?) - (b2-v?) + (c?=u2) (c2-v2) 
= c08 a’ cos a” + cosß’gos ß" + ete.=0, 


vermöge welcher .die Gofinus ber Winkel zwifchen ben Berührungs- 
ebenen Null, und folglich dieſe Ebenen auf einander fenfrecht find. 
Hieraus folgt, daß eine bomofocale Fläche alle Flächen ber beiden 
andern Syfleme normal durchſchneidet. 
Betrachten wir z. B. eins ber durch die Gleichung: 
22 y⸗ 22 
—A 0 





159 


ausgedrüdten Ellipfoide, fo geben durch einen beliebigen Punct 
M deffelben zwei Hyperboloide, das eine mit einem Face und 
das andere mit zwei Fächern, welche diefelben Brennpuncte haben, 
ald dieſes Ellipſoid, fo daß fie fich, indem ihre Berührungsebenen 
immer auf der Beruhrungdebene des Gllipfoides ſenkrecht find, 
nach einer Gurve von doppelter Krümmung burchfchneiden, beven 
Krummungdebene immer auf dem gegebenen Ellipfoide normal 
if. Es fei M’ ein Punct diefer Durchfchnittscurve, welcher auf 
einem zweiten, dem erften unendlih nahe fommenden und ben 
Parameter R--dAR habenden Ellipfoide in der Nähe des Punctes 
M liegt. Es bezeichne das das Element MM’ und dir, day, dız 
feine drei Projectionen auf die Aren; fo ift Elar, Daß « und » bei 
dem Uebergange von dem Puncte M zu dem Puncte M’ conftant 
bleiben, und daß A die einzige veränderliche elliptifche Coordinate 
iſt. Man erhält alfo, wenn man die drei Gleihungen, welde z, 
‚2 als Functionen von A, u, » geben, in Beziehung auf % bif- 
erenzirt: 
bed;r==uvdA, 


— IVTAVBMAII 
bdy Vi 17 —— 
L 

V re ’ 
und folglich) nach verrichteten Reductionen: 
_ ViZzaV #% 
= Teva 
Ebenſo findet man, wenn ds, q,s die Elemente der Durchſchnitts⸗ 


curven des Ellipſoides mit dem Hpperboloide mit zwei Faͤchern, 
oder mit dem Hpperboloide mir einem Fache bezeichnen: 


dus = V aZeV 0? 
Ve-eV —w 

d,s = V ray wor 
Tr — nn: 

V’m-,.V ol? 


di, 





cds )/ 2-9 = 


Alle die Curven, wovon dus, d,s die Eleniente find, und nad 
welchen daffelbe Ellipfoid von allen homofocalen Hyperboloiven 
gefchnitten wird, find nichts anders, als bie Krümmungslinien 
diefer Flaͤche. Denn die Gleichung der Krummungslinien des 
Ellipfoides, deffen Aren 2, 2? — 52, %?— c? find, ift: 


2(c? — 5?) dydz — c? ydzdr-+ b?zdrdy=0, 
oder wenn man durch drdydz divibirt: 
(c?2— 5?) z —.c? FR +b? = =(, 


oder: 
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zꝛ 525) 523). | 
d: dx ‘ dy de 


Wenn man auf einer der Gurven, deren Element dus ift, fort 
— fo find % und » conftant, w ift allein veraͤnderlich, und man 
at; | 


vw _ a _ u y_ 4 __M-b 
dr dus du’ day duy udua 
= _ 3 _ _ Wed 

de dus ud 


Subftituirt man nun diefe Werthe in die Gleihung der Kruͤm⸗ 
mungslinien, fo. wird fie identifch gemacht, und folglid) "bilden Die 
Gurven, deren Element dus ift ein Syſtem von Krummungslinien 


des Ellipfoides. Daffelbe gilt von den Curven, deren Clement: 


d,s ift, und für welche man die Ausdruͤcke: 





ds dv: —T pdv 
bat, welche die Gleichung: . 


R\ Y z 
(ce? — 5?) Fri e? ar 7 ( 


ebenfallö identifch Machen. 

Es ift alfo durch das Vorhergehende bewiefen, daß alle homo= 
focale Flächen irgend zweier der drei Syfteme eine beliebige krumme 
Fläche des dritten Syſtemes normal durchfchneiden und darauf 
alle ihre Kruͤmmungslinien beflimmen. 


$.. 104. Zuweilen fubftituirt man fur die betrachteten krum⸗ 


men Flächen Varietäten derfelben, z. B. die Kugel für das Ellip- 
foid und die beiden fchiefen Kegel mit elliptifcher Bafis für die 
beiden en Run In diefen Falle bat man, wenn 7 den 
Halbmefjer der Kugel oder ihren Parameter, 5 und ce > b zwei 


Gonftanten, u und »<b<{c zwei andere veränderliche Para⸗ 
meter bezeichnen, die drei Gleichungen: - 


a? 2 72 a? 2 z® 
uw cu? 


wovon die beiden letzten die Aſymptotenkegel der Hnperbolside mit 
einem Fache oder mit zwei Faͤchern ausdrüden. Die beiden Ke- 
gel und die Kugel bilden ein Syſtem orthogonaler Flächen und 
die Coordinaten =, y, z find folglid) mit den Coordinaten r, u, » 
durch die Gleichungen: 
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ber=rur, 
yy TRrery DEV RE, 
ey rer’ ae) En 
verbunden. Wir werben bald zeigen, welden Wortheil die Trans: 
formation der ‚Soordinaten bei der Reduction gewiffer vielfacher 
Integrale gewährt. Aber zuvor wollen wir die allgemeinen For: 


meln wieder kurz in Erinnerung bringen, welche in der Inte: 
gralvehnung zur Vertauſchung der unabhängigen Veraͤnderlichen 
ienen. 


Motgno, Integrafrechnung. 11 


Achtzehnte Vorleſung. 


Hortfegung. — Allgemeine Formel für die Transformation ber Veraͤnderlichen 
in den vielfachen Integralen. 


. 105. Wir wollen zunächft annehmen, daß ein doppe 
tes Integral: 


SS Udidy=// F(z,y)dedy 


gegeben fei, und daß man für die unabhängigen Weränderlichen 


4 . 


z, y zwei neue Weränderlihe t, %, wovon z und y beflimmte 
Zunctionen find, fubftituiren will; fo unterfuht man zunaͤchſt, 
was bie Function U= F (2,y) wird und berechnet das Product 
dzdy auf folgende Weile Da z, y beflimmte Functionen von 
t und u find, fo hat man, wenn man mit 7, 77 Yı, Yu die par: 


‚ tiellen Ableitungen: 


t 


de de , * 

a’ du’ Ad’ du’ 
bezeichnet: 
dr—=r:dt +r,du ‚ dy = y'di + y,du. 
Man würde offenbar einen Zehler begeben, wenn man, um dab 
Product dx.dy zu erhalten, diefe beiden Werthe mit einander mul⸗ 
tiplicirte; denn da in dem gegebenen doppelten Integrale bie bei- 
den Veraͤnderlichen z, y unabhängig find, fo muß y conftant blei- 
ben, wenn man in Beziehung au x differenzirt, das Differenzial 
dx feßt y als conflant voraus, und um daffelbe zu erhalten, muß 
man nothwendig dy=0 feßen. Auf diefe Weife erbält man: 

de=a,di+x,du, O=ydt-+yudu 

und wenn man du zwifchen diefen beiden Gleichungen eliminirt; 
fo findet man: 

de _ ya yıaa at. 

Yu 

Wenn man bdiefen Werth in das doppelte Integral fubftituirte 
und zugleih = und u eliminirte, was immer möglich iſt; fo 
würbe daſſelbe blos eine Function von y und t. Alsdann muͤß⸗ 
ten diefe beiden Weränberlichen unabhängig fein, die Exiſtenz von 
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as feste dt = 0 voraud, und die auf dy=y.du rebucirte Glei⸗ 
ung: 


dy= yıdt + yıdı 
gäbe den Werth von dy, und folglih den von dx.dy. Durd) 


diefe Transformation verwandelte fich dad doppelte Integral in 
. folgendes: v 


SS HU (dyn — yırı) did. 
Bir wollen 5. B. das Integral: 


SSeav +) +) 
nehmen, fo ift das Product dz.dy nad dem Worhesgehenben be: 


reitö berechnet und ed bleibt blos z und 5 noch als Function 


von € und x zu beſtimmen übrig, Da z eine Function von z 
unb 4 ift, fo iſt daflelbe in Beziehung auf 2 und u eine Func⸗ 
tion von einer Junction, und man bat folglich : 

dz_ dzdr | dıdy 

u dd dd 


oder: 
da de, 
rt 
“„_2u, 0% 
. du dxdu ' dydu 
oder: | 
dz d 
LE 2 7 


Aus Ddiefen beiden Gleichungen ergeben fich leicht die folgenden 
Werthe von ;, Fre 
d _ yurıyız dat —aur 


de Xryu — urn ’ dy — a Ya yırx “ 
Subftituirt man dieſe Werthe, fo wie den von dır.dy in daß 
poppelte Integral; fo wird daſſelbe unmittelbar auf folgende 
Form gebradt: 
SS ddaV Ay — Ey Ir Ara — ZI yıza— yuzı)l. 

6. 106. Wir wollen nun das dreifade Antegral: 

SI SUdedyda=/ II Fa, y, 2) dadydz 

betrachten, worin man für die Veraͤnderlichen x, y, 2 drei neue 


Beränderliche t, u, v fubftituiren will, welche mit den erften durch 
gegebene Gleihungen verbunden find. Bezeichnen wir wieber bie 
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J on dz dx , 4J 
partiellen Ableitungen Zr mit ae, Zu, Ko, Yır Yar Yu 
zı, Zu, Zr, fo haben wir: | 

dıe=r.dt x.do, 
dy —=y',dt + yudu +y,do, 
dı =r,dt +7z',du+ z(,dv. 
Um den Werth ded Productes dx.dy.dz, worin x, y, z als unab⸗ 
haͤngige Veraͤnderliche betrachtet werden, zu erhalten, nt 
man zuerft den Werth von dx, indem man y und z als conflant 
betrachtet, d.h. dy=0, dz=0 ſetzt, wodurd dr ald Function 
von dit vermittelft der drei Gleichungen: 
dı= wvıdt + z’udu 4 z.de N 
0=yıdt + yıdu Hyde, 
0=7,dt 4 z7,du +7r,do 
beſtimmt wird, zwifchen welchen man leicht du und de eliminirt. 
Auf dieſe Weife findet man: | 
_Zyv —yiı _ yYıza— z’uy u 
du= yYuz'v—y'vz’u dt, dv — yuzv— Yrz'u dt [4 
1 wuly'uz'o — y'oz'u) Hy’ ur’ — ya) dt 
- Yu 2v —yr zu . 
Da diefer Werth das Product drdydz auf die Veränderlichen t, y, 
2 zurüdführt, fo findet man dy, wenn man dt=0, dz=0 fekt, 
welches giebt: u 
dy=y.dury,d,;, 0=r,du+t z,de. 


MWenn man in den Werth von dy den von a, = aut fubftituirt ; 
fo erhält man: 
‘ _ Yuz'y — yYrzu 
dy= — du. 
Da endlicy t, u und z die gegenwärtigen Veraͤnderlichen find, fo 
muß man, um dz zu erhalten, dt=0, du=0 feßen, und man 
efommt: 


dz = AR dv. 


.Wenn man die Werthe von dx,dy,dz miteinander multiplis' 
cirt, fo wird das dreifache Integral: 


SIIN dadydz 
in folgendes verwandelt ; 
SI N dtdudo (a «yızıı-yıozd4 Yızazı - Leer) try ge). 
Wenn V=1 oder das gegebene dreifache Integral bloß: 
SS J dedyd: 
wäre, fo verwandelte fich daffelbe in: - 
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JS dtdudv [x ur .y veu)+ y ant'o- tu) tz, -x u). 


$. 107. Diefe Zrandformarionsformeln find zuerfi von Euler 
im Sabre 1769 und fpäter von La grange im Jahre 1773 ans 
gewandt. Der Beweis derfelben, welchen wir vorhin nah Lacroir 
mitgetheilt haben, laßt viel zu wünfchen übrig. Uebrigens hat 
man bis jest diefe Vertauſchung der Veraͤnderlichen nur in dem 
Falle eined doppelten oder dreifachen Integraled betrachtet, und 
ed blieb noch die allgemeine Zrandformationsformel abzuleiten 
uͤbrig. Diefe Lüde iſt ganz neuerlich zuerft von Jacobi und 
dann von Catalan ausge uͤllt. Auch auch y hat ſich mit dem⸗ 
ſelben Gegenſtande beſchaͤftigt, und ſeine Methode zeichnet ſich, wie 
immer, durch Strenge und Eleganz aus. Zum deffern Verſtaͤnd⸗ 
niſſe des Folgenden wollen wir in Erinnerung bringen, daß der 
Werth irgend einer der durch die n Gleichungen des erſten Grades: 


ar +4 a2 +... +ht =, 
az +by +u: +..+ht =k, 


.. 8 2 8 0 0 da 10. 108 10010 00 0° d — Zr ur ur Tr Eur Tr Zr zur zur 60 


nt on y + on 2 +. .. + Au-ı t=k 1 
beflimmten Unbelannten, 3. B. der Werth von x, durch die ſym⸗ 
bolifche Zormel: 

6) (ck)... (Ik) (cd) (hd)... (h—8) 


I a) (ca)... (hal). (hd)an... (hg) 


gegeben wird, worin man nach der bekannten Entwidelung für 
die Erponenten 0, 1, ?2,...., n die entfprechenden Indices feßen 
muß. Die bloße Anficht dieſer Formel zeigt: 1) daß der gemein- 
fchaftlihe Nenner der Werthe der Unbekannten Feine conftanten 
Glieder &, kı, ka, ka, Kırn....., kn entbält, und 2) daß fich der Zäh: 
ler des Ausdrudes jeder Unbefannten aus dem gemeinfchaftlichen 
Nenner ergiebt, wenn man für die Goefficienten diefer Unbekann⸗ 
ten die conflanten Größen ku, hi, ka, Ryr....., kn febt. 
Wenn man durd: 


2 (de bi 4... Yn—2 hu-ı) 


die Summe bezeichnet, welche man erhält, wenn man in bem mit 
dem Zeichen + genommenen Producte a, di Ca... 9n-3 m-ı die Ins 
dices 0, 1, 2%, 3,..... n—?2, n—1 yermutirt und die fo erhal: 
tenen Producte zu dem gegebenen addirt, wo jedes diefer neuen Pro⸗ 
ducte mit dem Feichen +, oder mit dem Zeichen — genommen wird, 
jenachdem ed aus dem erften Producte vermittelft einer geraden, 
oder ungeraden Anzahl fucceffiver Vertan chungen gebildet iſt; 
ſo iſt der gemeinſchaftliche Nenner D gleich der Summe: 


2 (+0 bi 63... 9n-an-ı) 

und man bat: i 
_Z(E+kobı c2... 92-2 ln-ı) 

"5 tagbcg.. Inam-ı) 
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Wenn die Gonftanten kı, Kar..., Kn-ı Null wären, fo hätte man 
offenbar: = 


_—_ ka 2 (+ b, O9... In-3 A.) 
— 2E i Ca... aha)" 
6. 108. Nun wollen wir das Integral der aten Ordnung 
S=/S//.TF(z,y, 2...,t dedydz..d=//f .. Udrdydz... dt 
betrachten, und annehmen, daß ed darauf anlomme, für die Ber: 


änderlihen z, 4, 2,....t andere Veraͤnderliche &, n, &n.., T, welche 
mit den erften durch die x Gleichungen: 


z=fr (&, m, 6,...,8), y=fı (&,n&,-...,8), 
fs (&,n,8,. .., T), ..., 1t A (B, n, &,.. „) 
verbunden ſind, zu ſubſtituiren. Wir wollen annehmen, dag man 
in S zuerft in Beziehung auf x integrixt, fo muß man y, z.,..., 
t in den gegebenen Gleichungen, welche alddann nt 1 Beränder: 
liche &, n,.., z, x enthalten, als conflant betrachten, unb wenn 
man fie differenzirt, fo findet man: 
dz—=Drxds + D,xdn+... + Dizdr, 
=Dyyd&-+ Diydan+... + Diydr, 
0= Dytds + Dytdn +... + Ditdr, 
und wenn man feht: 
L =2_ (+ D:rD,y Dx 200 D.t) ⸗ 
M=2(+D,yDz...... Det), 
fo erhaͤlt man: 
di= 7% d«d=Ly 
und folglich: | 
dy dz ....dt 
Ss=//f.. Ua. 


Betrachtet man nun y allein als veränderlih und z,...,;t als 
eonftant; fo findet man: 


dy=D,yda+Dyd3+...+Diydr, 


er 0 1a 2 08T er ed LK ee a. — 


und wenn man feßt: 
N=2-+D;z...D;t, 


_N dgy_dn 
va, warn 
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fo if: S=/S/.... Uldih Sn. 


Man hat folglich: 


=. sr. ULdtda Tu = ..... 


Uebrigens muß man für die letzte der Summen L, M, N,... offen: 
bar die Einheit fegen; denn wenn man z. B. blos drei Veraͤn⸗ 
berlihe 2, 4, z betrachtet. fo erhält man nach den beiden Syfles 
men von Sleichungen, welche ds, dn gegeben haben, bie folgende 
Gleichung: 

dr Dæde, da Nde, 


woraus ſich ergiebt: 


Man erhält alſo, nachdem alle die Veraͤnderlichen x, y, 2,... eli⸗ 
minirt find, endlich: 
S=//J...Uldtdndd...dr 
= SS... Udtdnd....de2(£D.rD,yDe...Dit 
= fff...Ud&dndd...de 2(+ Dr faDafı... Defoı). 
Um die Summe im zweiten Xheile zu erhalten, muß man bie 
Veraͤnderlichen &, n, £,...., z auf alle mögliche Arten permutiren. 
.109. Anmerfung Benz, y, 2,.., s (n—1) ver: 
änderliche Sunctionen von (2 — 1) andern VBeränderlichen &, n, 
3,..., or find, fo hat man nad dem Vorhergehenden: 
dxdydz..ds=2 (+D;rD,yD:z..D s)ds dn d2...do. 
Wir wollen nun annehmen, daß diefelben Veraͤnderlichen z, 
y Ey, Zunctionen von n andern Veränderlichen $, n, d.... o,* 
nd, wo 7 felbft eine durch die Gleichung: 
f(a,y,2,...,0)= 0 
beftimmte und von 8, 7, 2,...50 abhängige Function ifl, indem t 
eine neue Function von &, n, &,...., a, r bezeichnet. 
In dem Ausdrude: 


2(+D:zD,yD:...Des) 
d 
muß man für jeden der Factoren D, p=z die Summe = 


+2 S feßen. Wenn man die Gleihung f= 0 in Meziehung 
auf % differenzirt, fo hat man: | 


und folglich: 


dr Dif 
? +25 =D;p +D,» D,ır= Da p - Dip Dr 
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Da aber % eine Function von z, Y, 2....,t ift, fo hat man auch: 
Dif=D.fDie + D ,fDiy-+ DfDyz +... + DfDit, 


und wenn man fubftituirt; fo findet man, daß man für den Aus- 
drud dredyda...ds den folgenden: 


Dif__ | 
Dıf 2 (+ DD, yDz 00. Dt) 


fubflituiren muß. Auf diefe Weife gelangt man zu dem folgen: 
den Lehrfage: Wenn die n Beränderlihen 7, 9, z,...., t, welche 
Functionen von n andern Veränderlichen 8, n, 6,...., = find, mit 
einander durch die Gleichung: 

| f(&,y, 3,..) =0 

verbunden find; jo hat man nothwendig: 


drdydz..dt 
— 7 —2 (+ Dr D,yD;z. .. Det) 


\ 


‘ 


dsdnds...dr 
Dyf 
Beifpiel. Wenn die Veränderlihen &, n, &,...., ı mit 
den Veränderlihen &, Y, z,...., t durch n lineare Gleichungen: 
= by te +... At, 
= M-ıcH+ Dn-ıy 4 Cn- 12 +. .. MA it 
verbunden waͤren, ſo haͤtte man: 


dadydz ....di dedndd... dr __ dsdn.. de 
pn ==, +: (a⸗ bi Ca ·.. An-ı) Dıf — D;f . 
Iſt ferner: 


f(2,4,2,. ) yp. Hals +. + —1, 
jo fommt: 
Di=a, Di=%, 
dxdydz...dt__ dedndg...dr 
t — T 
‚8. 110. Das Verfahren von Gatalan ift kurz folgendes: 
Bir wollen annehmen, daß die Weränberlihen &, n, S,...., + mit 
- ben Beränderlihen z, y, z,...., t durch die n Gleichungen: 
h=0, fı =0...., n-ı=0, 
verbunden find, und daß man in S zuerft in Beziehung auf x 
integrirt, fo muß, man alddann in ben gegebenen Gleichungen, 
welche a1 Beränberlihe &, n, S,...., z, z enthalten, y, z,..., t 
als Conftanten betrachten, und wenn man & zur unabhängigen 


Beränderlichen nimmt; fo hat man zur Beftimmung von dr als 
Sunction von dE die n Gleichungen: 


... :. 1. er Tr Tr 1 8 T 1 1 1 1 1 7 nn 


D.A-de+ Depadst... +Drf-ıde=0,. 
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D,ade +D,fdn +... +D,hd=— Did, 
(I) .... . . . . . . . . . . . . . . . . . ... ..... ....... 

D. f.- ıdır + D, fr-ıdıt+ .. + D, A -(dr= —D;fa—ıdS, 
und welche für dr einen Werth von der Form: 


eben. Subftituirt man diefen Werth in S und wendet bie geges 
enen Gleihungen zur Elimination von 7, n, Ö....., r an, fo wird 
S durch die a Veränderlihen y, 2,...,t und & ausgedruͤckt Bill 
man nun in Beziehung auf y integriren, fo muß man alle übri- 
gen Größen ald conſtant betrachten, d. h. dy wird als Function 
der neuen Beränderlichen und dan durch die n Gleichungen: 


HD,fade +D,hdy - D. du +... +Dıfadı =0, 
D,-ıdı+ Dy,fn- ıdy +D,fn-ıdn+ .. + D; fn-.ıde =( ‚ 

welche man auch folgendermaßen fchreiben kann: 

D.fı dx +D,fı dy +...+D,hdr= —D, fa dr, 

D,.ı-ıdır + D,fn-ıdy + ... + D,„-(ıdr= —D,f-ıdr 

gegeben. Aus diefen Gleichungen folgt: 


Ä N 
dy = na, 


und wenn man auf diefe Weife fortfährt, fo fieht man, daß man 
endlich zu der Auflöfung des Syſtemes von Gleichungen : 


D.adx +D,fody +... +Difid +Drfdr=0, 
D, r-ıdc+ D, fa-ıdy + ... + D, fu-ıdt +D, fn-ıdr =(, 
gelangt, welche man auch wie folgt ausbrüden kann: 

D. ade +D,fady +... + D, hd =—Drfadr, 
D.fa-ıdz +D, ıdy +... + Dh-d=—D,frde, 
und welche geben: 

N,—ı 


d=-— D.-ı 





dr; 


folglich: 
*) Obgleich de mit de verſchwindet, wenn man * als conſtant betrachtet, 


fo muß man doch in Beziehung auf = bifferenziren, weil bie Veraͤnderli⸗ 
Henn, dr... die Veraͤnderliche 2 implicite enthalten. 
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D,N,N N.— 
drdydz.. d= (PR HD Du Ge da dę. dr. 


Aber dieſer Ausdruck kann beträchtlich vereinfacht werden; denn 
um den Zähler N, zu erhalten, braucht man in dem Ausbrude 
von D, für den Eoefficienten D, f, von dy nur den in derfelben 
Gleihung vorkommenden Goefficienten D, fr von dan zu feken. 
Aus diefer Bemerkung und daraus, daß der gemeinfchaftliche Nen- 
ner nicht geändert wird, wenn fich die zweiten Theile der linearen 
Gleichungen andern, folgt, daß der Zähler N, dem Nenner in 





& 


Beziehung auf die Gleichungen : 
Dia +D,faı +... +Draa.=1, 


D.-ı %--D, I.—ı 0 + .. + Di m-ı= 1 
leich iſt. Nun ift aber diefer Nenner derſelbe, als der ber Gruppe 
1), folglich: 


Ebenfo fände man, daß: 
N, = D,, N, =D, vr Ni =Di, 


folglich: 
N D Du-2 
de = — 5%, duy=— Di... di=—- 5 dr 
und mithin: 
N, 
dıdydz...de=(—1)* D,_,ddndd ...dr. 





iſt. 


$. 111. Dieſe Transformationsformel kann man leicht ver⸗ 
mittelſt einer empiriſchen Regel wiederfinden. Zu dem Zwecke 
wollen wir bemerken, daß man N, aus D, ableitet, wenn man 
den GCoefficienten von dx für den von d& fegt, und folglid kann 
man, da der ‚gemeinfchaftliche Nenner nur von ben Goefficienten 
des erften Theils und nicht von dem zweiten Theile der vorher: 
gehenden Gleichung, fo wie auch nicht von der Bezeichnung der 
nbefannten abhängt, jagen, daß N, der gemeinfchaftlihe Nenner 
in Beziehung auf die Gleichungen: | 


Difedg +D,fdn +... +Drfhde=1, 


D; fa-ıdg + D,f.-ı dn 4 ... +Dıfa-ı dr = 1 
ifl, während D,-ı der den Gleichungen : 
D.fa dx +D,fidy +...+D,hd=1, 


.» eg 8 8 8 ve dr 8 8 Tr Tr Tr Tr TI TE  T CF TC oe 


Dafa-ı de + D’fanıdy+... +D,ıdt= 
entfprechende gemeinfchaftliche Nenner ift. | 
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Man differenzire alfo jede der Gleichungen : 

hı=I, Ah=9..., fmr=0, 
indem man alle Weränderlihe als unabhängig betrachtet, febe 
den von den urfprünglichen Differenzialen abhängigen Theil gleich 
Null, oder gleich einer Conſtante. und ebenfo den von den neuen 
Differenzialen abhängigen Theil gleich Null oder gleich einer Con⸗ 
ſtante; fo erhält man zwei Gruppen, jede von æ Gleichungen, wo: 
von in der erſten Gruppe die Differenziale der urfprünglichen Ber: 
änderlichen und in der zweiten bie der neuen Weränderlichen als 
Unbelannte vorkommen. Wenn man alödann den Nenner für die 
erſte Gruppe mit D und den für die zweite Gruppe mit 3 bes 
zeichnet ; fo bat man. für die gefuchte Transformationsformel: 

Ddæ dy dꝛ. dt Adè du déè... dr. 
Man wendet dad doppelte Zeichen ſtatt (—1)" an, weil die Nen⸗ 
ner D, A das Zeichen ändern können, je nad der Ordnung, in 
welcher die zu ihrer Beſtimmung dienenden Steihungen aufein: 
ander folgen ; aber in jedem befondern Falle hört die Unbeſtimmt⸗ 
beit von ei auf. 
Außerdem hat man: 

D=I(+D,hD,fı... Dan, 

s=2:+ Drfe D,. fı ... D,f-ı). 
Wenn die urfprünglichen Veraͤnderlichen erplicite durch bie Glei- 
chungen: 

sh, y=fı...., t=f,.-ı 
als Functionen ber neuen Veränderlichen gegeben find, fo findet man: 

D=1 
und: 
dxdydı...dt=Z(+D;rD,y...Dit) dEdn...dr, 

wie nach der Methode von Cauchy. 


Reunzehnte Borlefun.g 


Fortſezung. — Reduction der vielfachen Integrale durch eine Transformation 
der Coordinaten. 





. 8. 112. Beiſpiel 1. Betrachten wir zunaͤchſt das doppelte 
Integral: 


er ° 
. [. — ⸗ _„Flar+a'y, Br + By) dedy. 
Wenn man jeßt: 
| act ey=E, Br+Bymn, 
diefe Gleichungen in Beziehung quf x und y auflöft und für 
dxdy feinen nady den für die Vertaufchung der unabhängigen 
Beränderlichen gegebenen Regeln berechneten Werth fubftituirt; fo 


erhält man, wenn man mit k den abloluten Werth Y(aF—a 
der Differenz, a8’—a'B bezeichnet: 


2 — 
— —— Br + 8'y) 


= SS ren asan,- 


oder einfacher: 


SS. er ter B&+By 


1 2 
= — F(œ, ) dæ dy. 


Wir wollen nun annehmen, daß man fuͤr die Veraͤnderlichen 
z,y, welche urſpruͤnglich rechtwinklige Coordinaten ausdruͤcken, ver: 
mittelſt der bekannten Formeln: 


T=rcosu=rVu, BM 
die Polarcoordinaten r und u ſubſtituirt; fo kommt: 


. ” j ” FI(o cos u P a’sinw)r, (Bcosu-+-P’sina)r) rdrdu 


1 


ın f ® 
=: J. F(rcosu, rsinu)rdrdu 
0 v 
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und wenn man ſetzt: 
F(2,y) = ef(@. 2) ‚ 
| = [(a cosu -Fa’sinw)2+ (Bcosw + Bsinn)2]t 
fo ift: 


a7 en Bunt ge — 
SIE ER) 


ifm f® fcosu, sinu)e""rdr du. 


& 
S. re"dr =1; 
folglich: 


a) Au f — sinus ‚ u,time)n = 


=: f(cosw, sinu) dw. 
Wenn die Coefficienten a,a’‘, 8,’ den Bedingungen: 


a? + Bi= 1, ar -- Bi, aa’ + BB’ = 
genügen müßten, fo hätte man folglich: 


k=1, w=(cos®« + sint«)# ==1 


Es iſt aber: 


und: 
A. "r (acosuw + a’sinu, Beosu + B'sinw) du 
= S. ” f(cosu, sin«) du, 


I” fau+ av, 80-+BW)du= f" fiu,v)au. 


8. 113. Beifpiel 2. Wir wollen nnn das dreifache Ins 
tegral: 


& [N & | 
SEJJ res taste B+BoH en, 


ye-+r'y4+r"z) dedydz. 
betrachten. 
Wenn man febt: 
artayta'z=s, Be+By+BtrT=n yıtyytrz=, 
= VW HE —ai Far ae 
und berechnet den Werth von dirdydz, fo findet man: 
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oo ) & 
| S2.J2. Jet ay+a"z, Br+B’y-+B"z, 
2 +r'y-+r"z) dadydz 


ı = at 
= / IS. _ Fr 1,8) dednd£ 
1 0 © 2 
. |. | ren aeaydı 


Wir wollen nun annehmen, daß man in diefe lekte Formel für 
die rechtwinklige Coordinaten ausdrüdenden Weränderlihen z,%, z 
Polarcoordinaten 7,u,9 vermittelft der befannten Zormeln: 


xz=rcosu, y=rsinucos®, z=rsinusins, 
welche man folgendermaßen ausdrüden fann: 
7T⸗ur, J=Vr, z=wr, 
wenn man ber Kürze wegen fegt: 
V==C0S4, v=sinucos$, w=sinusing, 
einführen will; fo findet man: 


SS 7 F[(av +av + arw)r, Bc+Bv + B’w)r,. 
 gutyv +7“ w)rIrtsinudrdud3 


i 27 nz © 
=: /. f. [. F (ur, vr, wr)r3 sin udr du d3. 


Sept man ferner in diefe Zormel: 


FE(z, y)=} er(& S, *), 
berudfichtigt die Gleichung : 


e 
4 /. r?e "dr 1 


und feßt der Kürze wegen: 

0 [(antav ta w)3+ (But vHBW) 4 Got We 
fo findet man: 
(A) f” fr Fe — 


7) 
yuryv+y'w7 sinudud? 


” u’ 
1 27 A 
27 “. S. f(v, v, w) sinudud3. 


Wenn die Goefficienten a, a’, a”; 8,8, 8", 7, y' 7" den Bedin⸗ 
gungsgleichungen: 
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ai , as--Br-- 731, a2 + Bye, 
aa BB +0, ar, 
aa’ + BB’ +yy' = 0 
genügen müßten, fo hätte man: 
k=1, v=1, 


(B) NS: f(aut a’v+u”w, Bo +Bv-+ Mw, 
yu+yv-Fyw)sinudud® 


* S ” [. " f(u,v, w) sin ndud®. 


Wenn die Goefficienten a, a‘, a”, etc. blod dem drei Ichten Be⸗ 
dingungsgleichungen genügten, und man febte: 
Pat, ar, an, 
fo fände man: 

= pp", w— (put + pivt4 pw. 


Wenn fich die Function f(z,y,z) auf eine Function f(x) der einen 
Beränderlichen 2 reducirte, fo hätte man blos: 


an n 
S. S. f(«cosa-+ a’sinucos$ + a“ sinu sinS) sinudud3 


= Ir /. * FIGA. 4 cos v) sin udu. 


Diefe Formel ift zuerft im Jahre 1819 von Poiffon abgeleitet. 
Wenn man in der Gleichung (A) febt. 


fau9=Ff6G), 
indem r,P,Q folgende Werthe haben: 


r=(@+y2 +29 
P=hr-tky+k, Q=(arttbyt+czt-Hdyr+2erxt2fy), 
fo braucht man, um den Bebingungsgleichungen: 
ala! + BB" 70, aa BT", 
aa’ +88’ + Y7'=0, 
welche ausdrüden, daß die drei neuen Goordinatenaren auf ein: 


ander ſenkrecht find, zu genügen, für a, 6, , 83 a, 8, y', #; 
a’,B”,y',s" nur die drei Werthſyſteme von &, 6,,8 zu nehmen, 


welche den Gleichungen: | 
.arfdter _ fatbStdr _ eatddter Bu 
a ß —J— 


genügen und den drei Wurzeln der Gleichung mit s: 
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(a—s) (bs) (e—s)—-dKu— s) —et(b— 8) —- f?(c—s)-+ 2def=O 


entfprechen. Denn alsdann find die drei neuen —— 
zu den drei Hauptdiametralebenen der Flaͤche des zweiten Grades: 


ar? + by? + cz? + 2dyz + ?2ezr + ?füy=k 
parallel, und folglich auf einander jenkrecht. 


Mir wollen ferner annehmen, daß die nach 7, y,z aufgelöften 
Gleichungen: 


artfytez=x, Prtbytd=y, J0 
geben: 
ax-fy Pez, y=fx+by+dz, z=ex+tdy+ cz. 


Endlich ſeien P,® die Werthe von P, Q, wenn man darin U,v, w 
für 2,9, 2 feßt, und außerdem wollen wir feßen: 


= (abe — ad? — be? — cf? + 2def)?, 
K= (ah? +bk? + cl? + 2dkl-+ 2eih + Ak)? ; 
fo ergiebt fih) aus der Formel (A): 


sin van Sin udꝰ ud? 
SE AL; (Gr uf, R fiK cosu) Cos2u 77 costu cos?u 17 cost" 


Betrachtet man den hndern Fall, wo: 
k=0, !=0, b=c, d=e=f=0 
ift, fo bat man: 


P=hz, Q=[ar®? +b(y? + 22)}, P= hrv = hrcost, 
Q=(acos?u + bsinzu)?, D=ebyr, Kzhfı= 


folglich: 
a7 kcosu sina du dY 
——— h® cosꝰ — 


(a cos’ufb sin2«)? 


* an 6*) COS % sin in ududꝰ 
— — — Y’cos?u’ 


und wenn man Die Integration in Sn auf S verrichtet: 


hen cosu sinudu RE cos 9 sin udu 
( 4 coss cosdu 


a c08?u Fb sin’«) 








Ya ' 











Aus Dieter legten Gleichung ergiebt ſich leicht: 


fer immer hcosu Ip sinud« 


— +b sin2w)? (a cos?« r b sin)? 


= Al) inne 
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und hieraus folgt, wenn man COSN Er ſeet: 


+ 
Jr A arereen a We [; 175 dr. 


Aus diefer legten Gleichung ließen ſich merfwärbi e Lehrſaͤtze über 
die Transformation der efiptifchen Functionen ableiten. 


$. 114. Beifpiel 3. Wir wollen nun das Integral: 


=/Süziy Y + (2) + (2) 
betrachten, welches den Inhalt einer krummen Fuche: 
(z, y, 2 20 


ausdrüdt. Wenn man für die rechtwinkligen Coordinaten 2, y, z 
mit Hülfe der Gleichungen : 


Z=TCOsw, y=rsinucos), z=rsinasind 


die Polareoorbinaten vr,“ und 3 fubflituirt, fo wird die Gleichung 
der frummen Zläde: 
Fir,p,g) = 0 


und ihr Flaͤcheninhalt wird, wie wir gefehen haben, durch bie 


Gleichung: 
S—//dud3 Y VFVPFZ 





ausgebrüdt, worin: 
ik. Außerdem hat wm man: 
x”, zr, COS —rsins, 
Fo „>= ro COS, 
yır, sinucos3-+rcost#cos®, 
y.=r,„sinucos3—rsinusin®, 
7’, r, sinusin®-+rcosusins, 
!,=r,sinusin® 4 rsinucos$ 
und folglich: 
X= r?sinucos$3-4- rr.sin?u; 
Y =, sinS — (r,cos® — rsinw) rsin#cos$, 
Z=rr ,cos9+ (rcosu — rsin aw)rsinusin®, 
X? + Y? +22 or? (r?.+(r? +42) sin?) 
‚Sept man alfo: 
R=Yr,'+ Ge r„?) sin?u, 


meoigno, Jategralrechnung. 12 
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fo findet man: oo 
S = //[Rrdud®. 


Wir wollen diefe fehr einfache Formel auf das Ellipfoid: 
abc 


2, 2 * 

75 1, oder ron 
anwenden, wo: 

A=b2c?, B=.a?ec, C= a?®:b?, 
v=coss, v=sinu cos, w=sinusins 
gefegt ift. In diefem Falle hat man: 
abe (B cos?« + C sints—A) sin u cos u 
“ (Au+Br2 +0w2j8 
— abc (C—B) sin?s sin 9 cos I 
nu ttr 
(Au +Bv?+0w2)} 
und folglich: 
, a2b?c? [A2cos?u + (B cos29 + C sin?) sin?«) 
r? +r,? = Tau Brm — 
) 
(A212 + B2v? + Cw2} 
(Au2 + Br? + Cw# 
Wenn man die ganze Oberfläche S des Ellipfoides haben will, fo 
muß man in Beriebun mr auf ⁊ koifchen ben Grenzen 0,” und in 
e 


Deplehung auf 3 zwifchen den Ssrenzen r, — x integriren, und 
alddann erhält man endlich: 


S = a?b?c? /: sin ududaꝰ¶ — —⸗ ⸗ ——— ws. 
(Au? + Bv2 + Cw2j3 


Wenn man dad aud dem Mittelpuncte bed Ellipfoides auf bie 
— deſſelben gefaͤllte Perpendikel mit N bezeichnet, 
o hat man: 


R= abcsinu 


a?b?c? 
VER? +5 _ — + B?v?-- C?w?) 


a?b?c? 


no 





ferner: 
—_— 000 abc 
V An Br Fmw=—, 
und folglich, wenn man fubftituirt: 


I . rꝰ ain u du. d9 
8 m — ne 
—A o N 
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Das doppelte Integral bes zweiten Theiles der vorhergehenden 
Gleichung laͤßt ſich, wie wir fehen werben, leicht auf ein einfaches 
Integral De en; aber um gewiffe merkwuͤrdige Eigenfchaften 
des Ellipſoides deſſer bervortreten zu laffen, wollen wir Diefes 
Integral einer neuen Transformation unterwerfen. Es feien «,ß 
zwei neue Polarcoordinaten, welche mit den urfprunglichen recht: 
winkligen Coordinaten x,y,2z durch die drei Gleichungen: 


rt=acosa, y=bsinacosß, z=csinasinß | 
_ verbunden find; fo gehört der durch diefe Gleichungen beftimmte 
Punct offenbar dem Ellipfoide an; denn man bat: 


atcos!a bisin?da cos?? c’sin?a sind 


a tn t 


ec? 
Außerdem ift: 
za=— usine, dt, 
Ya=bcosacosß, ya—=— bsinasinß, 
zZ. —=ccosasinß, zZa= csinacosß, 


und wenn man der Kürze wegen feßt: 
=cosa, „=sinacosß, &=sinasinß, 
X=besina, Y=acnsina, Z=—.aubösino, 
fo ift: 
VFrFVrFZ=sinaV Ar +Bn2}CH 


s=/" f” sinadad3 ) AP FBn?+C2, 


wo die Grenzen für die Weränderlichen «,B offenbar diefelben find, 
als für die fruͤhern Goorbinaten u,®. 

Bezeichnet N wieder dad aus dem Mittelpuncte. des Ellip- 
ſoides auf die Beruͤhrungsebene deffelben gefällte Perpendikel, fo 
bat man: | 

j N l — abe 
= 7 
arte 


s=abe / [ze 
—⸗ 0 


Die Vergleichung dieſes Werthes von S mit dem weiter oben ge⸗ 


fundenen : 
= /" 1 A un 
= /_,J. — — 


fuͤhrt auf einige intereſſante Reſultate, und damit ſie ſich beſſer 
herausſtellen, wollen wir zuvor Die zwiſchen den Coordinaten a, 8 
und den frühern Polarcoordinaten 7, u, 3, oder zwifchen den Go: 


und folglich: 
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orbinaten &,n, 3 und ben Goorbinaten u, v, w ſtattſindenden Re- 
lationen fuchen. Wie wir gefehen haben, ift: . 
z=r0, y=rv, z=rw, 
z=ab, y=bn, z=c, 
und folglid), wenn man wieder febt: 
A=b2c?, B=a?c?!, C=a?2b?, 
fo ift: 
—E uY A — vVVB 
 ViR+BrrowW "T 
—E wV © 
. V kr + — 
I- et —_ yo — — 
VM— VeRrr+IP+EQ 
et 


"SVertentes 


a’? —= bh? c0s?8 + c? sin?B 


Seht man: 


w 4 
and fubflituirt, nachdem man den Quotienten > beftimmt bat, für 
v,v,w ihre Werthe; fo findet man: 


6C08& € 


US rn Fer NS z tangß. 


Da die Veränderlihen u und 3 unabhängig find, fo muß man 
bei der Differenzirung von cos u die Größe 8, und folglich = als 
conſtant betrachten. an bat folglich alsdann: 

. ac sin œ da 

sinudu = — 
Differenzirt man die Gleichung, welche tangꝰ giebt, fo findet 
man ebenfo : 





ds (1+tang?9)= — (1 +tang28) dB 
und einfacher : 


bod, 
‚Aus den vorhergehenden Gleichungen folgt: 
sinududs — abesinada dP 
RI +ernE 
Aa’+Bi+let an? +Q) 
I ra pr tee 
a?b?e? . 


—— — 


Rp’ 
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she | 
T= —— (9253 1527? 222 
(Au +Bv?+Cw23 ee 
r?sinudud9 —= abc sin a da dß. 
Wenn man die beiden Theile diefer merkwürdigen Gleichung zwi: 
fhen den entfprechenden Grenzen integrirt, welde 0,” für w und « 
und —n, +x für $ und 8 find; fo har man: 


S. " S " asinududd = S. ge ee _ abe, 
oJ-n oJ -# (Au2+BV? +C0w23 
S 7 sinw du dY _ An __ 40 
nJo (Au+cv2+Cw23# er —XX 
Dieſes zuerſt von Poiſſon angegebene beſtimmte Integral er⸗ 
giebt ſich leicht aus der allgemeinen Formel in $. 113 


Da die Grenzen der Beränderlichen «, 8 auch bie von # und 
3 find, fo hat man: 


ae | St u -, _ 
-1J0 Me: 0 N 


und folglich: 


SS. rsinududd _ ef Su 
-7 o N = a9c _n 0 N 


Aus biefer Gleichung ergiebt fich eine fehr merkwürdige Folge: 
rung. Es feien a‘, b’ die beiden Aren der Ellipfe, welche man 
erhält, wenn man dad Ellipfoid mit einer Ebene durchfchneibet, 
weiche zu der Berührungsebene parallel und von dem Mittel: 
yuncte des Ellipſoides um die Länge N entfernt iſt; fo hat man: 


b 
abe=wbN, N=35, 





und folglich: 
Ss—=-//«bWsinadadß, 


Ss 
7 —=sinadadß, 


und wenn man zwifchen den Grenzen —, +; 0, m integrirt: 


r n d’S 
S. S. 4 


Dieſe Gleichung druͤckt aus, daß die Summe aus den Quotienten 
der Zlächenelemente eines Ellipfoides und der Flaͤchen ber gu den 
Beruhrungsebenen diefer Elemente parallelen Diametraldurd- 
ſchnitie =4 ifl. Chasles bat von dieſem Lehrfage einen rein 
geometrifchen Beweis gegeben. 

$. 115. Wenn man zur Zrandformation bes dreifachen In⸗ 
tegrales; 


V=/ff dedydz 
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Polarcoordinaren anwendete, welche durch die Gleichungen: 
z=rcosy, y=rsinucosd, z=rsiassin? 
beflimmt würden, fo fände man, wie wir bereitd gefehen haben: 
V=yssSr!snududSdr, 
und wenn man zwifchen ben Grenzen 0,r integrirt: 
V=4$4//Sr? sinudud®. 
In dem Falle des Ellipfoides: 
Be ,ı2_; 
a? b? e? 
hat man: 
abe 
r= —— 
(Au +Bv2+Cw2)? 


und wenn man zwifchen den Grenzen — rn, + x, 0 und = inte 
grirt; fo erhält man für das Volumen ded ganzen Eilipfoides: 


v=/"f" a8b3c} sin u du dd 

-2/ 0 %Au2+Bv2+Cw2)3 

und da diefed Volumen, wie wir gefehen haben, = $rabe ift, fo 
hat man: 


v=/"/" sinndudd Im Am 
-2I 0 (AutBvtowy3 2 hd 

Man findet alfo auf diefe Weile den Werth des beflimmten 
Integraled im erften Theile der Gleihung wieder, wogegen man 
auch von dem bekannten Werthe dieſes Integraled ausgehen kann, 


um dad Volumen V=$rabe zu berechnen. Diefed Volumen 
ergiebt fich auch unmitelbar vermittelbft der Polarcoorbinaten: 








z=uacosa, y=bsinacosß, z=csinasinß; 
denn man findet: 


n nr 
VAI. rs sin u du dS 
=ı/"f” abcesinadadB=4n abc. 


$. 116. Wir wollen ald viertes Beifpiel dieſelben Integrale: 


— — Va ET. 
V=/syss dedydı 


betradhten, welche den Inhalt einer krummen Fläche und des von 
ihr eingefhloffenen Volumens geben; aber wir wollen jetzt flatt 
ber rechtwinkligen GCoorbinaten x, y, z elliptifhe Coordinaten 


BE 
r,u, » anwenden. Die in Beziehung auf u und » genontmenen 
partiellien Ableitungen von r,x,z wollen wir mit: 


ru, Ku Yu Zu; Tr Evi Yır, do 
bezeichnen und: 
X=yzu ya, Yarmunrdızu, Lerya—yoru 
fegen ; fo ergiebt fich: 
S= SS dub YRFTPFZ. 


Wenn man die Gleichungen: 
zeit, — ver 


er IS TV 
cYy c-42 


differenzirt und der Kuͤrze wegen ſetzt: 
m, Yım=n 
va — p, Ya = 93 
ſo findet man: 
— ru-uvr 
u — be ’ x, — be. ’ 
1 n , 1 m 
nn te), ler), 
__ | ‚P — p 
= leuten), ,= rer ir) 
1 
Z= nor an ler/um!+ ra +7 (ur? )), 


Y= up gr) 
By 
= mnpgbc 
und wenn man, nachdem diefe drei Ausprüde auf benfelben Nen⸗ 


ner gebracht find, die Summe der Quadrate X, Y?, Z2 bildet, fo 
erhält man: 


s— Si f: rdudv\ / (u?—»?) ie u v?+u?—»?)r?], 


Wenn u wieder zwifchen d,c liegt und » Pleiner als b ift; fo er- 
hält man den achten Theil des ipſoides vermittelft des beftimm: 


ten Integrales: *) 


[rur (u? —»?) — ur’, n?g? — vr/um?p?)), 


— — 





*) Beiter unten werden wir allgemeiner das Mittel zur Beſtimmung der 
Grenzen der Veraͤnderlichen m. y, 2, r, u und v angeben, und zeigen, daß 


a 
_fıf: mt rigen) 
= [' [rau ER er 
Der einfachfte Fall ift der, wo die gegebene Kläche eine Ku: 
geifläche if. Da alddann der Halbmefler » conflant ift, fo hat 
man: 





u=0, . vi, =(, 


und wenn S’ die ganze Oberfläche der Kugel bezeichnet; fo wird 
fie einmal dur 4472 und dann durch Das acdhtfache vorhergehende 
Integral, welches fi in dem gegenmwätigen Falle auf: 


b / c (u? — v?) du dv 
oJ YA RE? 


rebucirt, ausgebrüdt, und wenn man biefe beiden Ausdruͤcke der⸗ 
felbein Fläche einander gleich ſetzt; fo erhält man: 


b fc (u? — v?) du dv — 77 
Sy rar er ra 


Diefed lebte beflimmte Integral drüdt alſo den achten Theil 
einer Kugeloberfläche von dem Halbmeffer —=1 aus, und wurde 
uerft von Lamé angegeben, dann von Poiffon als richtig be: 
Hätige und von Chasles und Terquem geometrifch bewielen. 

$. 117. Wir wollen nun zu dem dreifachen Integrale: 

V=/sssSdedydz 


übergehen, fo verwandelt fich daſſelbe befanntlih, wenn r, u, » 
drei neuen Goordinaten bezeichnen, welche mit den frühern x,y, z 
durch die Gleichungen: \ 
| de =adr +B du -+ dv, 
dy = a’dr + B’du + y'dv, 
dz = a”dr + B"du-+ ydv 
verbunden find, in folgendes dreifache Integral: 
V=SSS[a 78 — Br) +8" (YYa— ya’) + r" (a/B— aß'))drdudv. 
In dem von und betrachteten Falle hat man vermöge der zwifchen 
2,y,2z und r,u,» flattfindenden Gleichungen: 
AMAvdr + rvdu-trudv 
dı = be j 
— — ir) , 


© 





—t — 1. _P ) 
dz = yon pqdr — J — rvdv ), 
und wenn man diefe Werthe mit den vorhergehenden vergleicht: 


die®renzen 0,5 für « und b,c für v wirklich dem Kalle entſprechen 
wo man ben adıten Kheil des GEllipfoides haben will. u iſp 








__uv ru ru 
u 7 a PT A 
— un , ” ru — 2 rm _ 
u 12 1 02 u ee Tec 
q ra p ru⸗ 
— 7 = »e/ 2 — 2’ =, ce» 
Man hat folglich: 
pg (u? —v?) 
a (y — I)= mn c? (ce? — 52)’ 
, my tu? 
"ra. Fe’ 
np riv? 


(a - > Ram’ 


Bildet man die Summe biefer drei Ausdruͤcke und rebucirt, fo 
findet man endlich: 


v= [free 
ng 


Eine erfte Integration in Beziehung auf r zwifchen den Grenzen 


O und r giebt: 
(u? — v2) rd dudv 
v=} F- — — 


In dem Falle einer Kugel ift r conſtant, und um das ganze Vo⸗ 
Iumen derfelben zu erhalten, muß man in Beziehung auf u zwi 
fhen den Grenzen 5b, ce und in Beziehung auf » zwifchen den 
Grenzen 0, d integriren und mit 8 multipliciren. Auf diefe Weife 
findet man: 


b Pela— v2) dudv 
Ve4ari=jrı [ S: Zr, 


A. b [c (u? — v?) dudv rn 
oJ VRzEiP ——7 


Diefe Transformationdart läßt ſich auc leicht auf den Fall er- 
fireden, wo man bie drei elliptifchen Coordinaten A, u, v, welche 
mit z,y,2 durch die Gleichungen: 


ze NR PN 
be ’ — by a ’ 
„Ye Zar 
cY c? —b? 


verbunden find, beibehielte. Setzt man in diefem Kalle: 
Verr=g, Vieh, 
Ver= i, VAAkK, 
VM VA· in, 
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fo erhält man: 


uvdi-FAvdu + Audv 
de = be g 
— 1 AU , glude givdv 
u wu,+7-7) 
1 (= kmudı ==) 


VvamtTn 


dı = 


und folglich: 


h k m 


_w — * _ Mu 
a be’ ß — be’ = be’ 
a’ = — —X | Im — — — — 
bgV 23?’ — bVea-m 7 bIV a2’ 
“_ kmA w hmu hkv 
177 — chV c242⸗ B — — ckhV e—n a3?’ y — — cm / Kur 


42 (u2—v?) kmg 
NT em’ 
u? (A?—v?) kmi 
a NE 
„_ v7 A2—u2) hkl 
+" (aB— a) = FEB )gim' 


‚ Die nach 2%, ut, v* geordnete Summe diefer drei Ausdruͤcke 
ift: 

el ie ste 

ghiklm 
und wenn man bemerkt, daß: 
24a? — v2) + ptD2 —R2) + v8 02 — u?) 
= (RM — 2) (u? — v2) (2 —»2) 

ift; fo erhält man endlich für den Werth von V: 


(2? — a2) v2) (A? v9) 
= v=/ff, Er ghiklm dAdudv. 


Das Volumen des ganzen Ciipfolben: 


tests 35 —/ 


erhält man, wenn man in Beziehung au» v zwifchen ben Grenzen 
0, B, in Beziehung auf u zipitchen den Grenzen b, ce und in Be⸗ 
"ziehung auf 7 zwilchen den Grenzen c,% integrirt und mit 8 mul: 
tiplicirt, wodurch man befommt: 


_ e f ri (A? — u2)(u?— v2) (A? — v2) 
— —— 


Da dieſes Volumen aber auch gleich: 
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tm y RZRV RE 
ift, fo bat man folglich: 


fi fe fr Qu) ar (AH 
SISISE Tre > dd 


= V Fey Rza. 


Diefen Werth hat ame zuerft für das dreifache Integral im 
erften Theile der leuten Sleihung angegeben und Poiffon hat 
ſeitdem die Richtigkeit der vorhergehenden Gleichung nachgewiefen. 

8. 118. Wir halten es nicht für unzwedmäßig, hier den 
geometrifhen Beweis mitzutheilen, welhen Chasles und Ter⸗ 
quem von der Gleichung: 


NV van _ 
SI V RB 


gegeben haben. Wenn man % um «dA zunehmen läßt, fo daß ein 
zweited unendlich wenig von dem erften verfchiedenes Ellipſoid 
entfteht, und man nimmt in jevem Puncte M der Oberfläche bes 
erften Ellipfoides die Dide dys der zwifchen der Oberfläche des 
erften ımd zweiten Ellipſoides liegenden Schicht und multiplicirt 


dann das Verhältniß ;— durch das Flaͤchenelement do = dusdws 
2 


. di 
des erften Ellipfoides; fo wird die Summe [ z, do aller diefer 


Producte, auf den achten Theil der Oberfläche des Ellipfoides er: 
firedit, durch die Gleichung: 


di 
Sa» = 
— — c (u? — v?)dudv 
Ve) Veen 


dA 
ausgedrüdt ($. 103). Drüdt man nım 7 in rechtwinkligen Co⸗ 


ordinaten aus, fo findet man, wenn man bemerkt, daß das das 
unendlich Fleine Element der Normale des Ellipſoides ift, und daß, 


ia 9 
wenn A allein veränberlih if, —7 if: 


di 1 N, 
— 0 





x? yi 33 
Tamron 


wo N das aus dem Mittelpuncte des Ellipfoides auf die Beruͤh⸗ 
rungsebene beffelben gefällte Perpendikel bezeichnet. Man hat 


folglich : 
JS2e= ;f Sao. 
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Aber S Ndo ift offenbar der Ausdrud des dreifachen Volumens 


des Ellipfoided und dieſes Volumen felbft wird ausgedruͤckt durch: 
—X VX V 12— c25 
folglich ift: 


dA rf — 
— = + / Ndo=4rY @=mV 8-5 


— b [ec (u?—v?) duadu 
ey eV me, /. Ve 
und mithin: | 


SS; (u?—v?)dudv - 

I Si VrDe-iee tr 

| $. 119. Es giebt ein Goordinatenfpftem, welches dad ge: 
wöhnliche Syſtem der Polarcoordinaten, fo wie dad der elliptifchen 
Coordinaten von Lame ald befondern Fall unter fi begreift 
und deffen Anwendung auf einige merkwürdige Transformationen 
führt. Wir wollen mit » den vom Anfangdpuncte nach dem 
Puncte (X, y, z) gezogenen Radiusvector, mit u, 3 zwei veränder- 
liche Winkel und mit m, n zwei pofitive Gonftanten bezeichnen, 
welche der Gleihung: 


m +n?=1 
genügen muͤſſen; fo Tann man feben: 





z—=rsinuV I m’sin?d, y=rcosucos$, 
z=rsin? Y 1 —n?sin’n. 
Es ift: 
ı?+y?-+"’=r? 


und die drei Coorbinaten z,y, z beflimmen die Lage des Punctes 
im Raume vollftändig. Wenn man für z,y,z ihre Werthe in die 


Gleichung: 
x? 4 y? 4 z3— ri 


fubftituirt und die Relation m2+n?—=1 berüdfichtigt, fo findet 
man: ’ 


sin?u (1 — m?sin?$) + cos?ucos?S + sin?3(1 —n?sin?u) = 1. 


Um vermittelft diefer Goordinaten eine gegen bie Coordinaten= 
ebenen fommetrifche Ausdehnung, welche von einer Oberfläche be= 
grenzt wird, die die Coordinatenebenen in acht gleiche Theile thei= 
len, zu berechnen, muß man 0 und = für die Grenzen der Win⸗ 
el u und I nehmen, und wenn man r conftant fest; fo kommt 
man wieber auf ben Fall der Kugelfläcke. Wenn bie betrach- 
tete krumme Oberflache ein Ellipfoid: 
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2, 
atetrzm 
wäre und der Punct (z, y,z) auf diefer Oberfläche liegen müßte, 
fo müßte man feßen: 
z=asinuV 1— m’sind, 
y=bcosucos®, 
z=Cc sinsV 1— n?sin®s. 
Wenn eine ber Größen m, n verfchwindet, fo muß die andere 
—=41 fein. Wenn man z. B. m = 0 feßt, fo it a=1, und 
folglich : 
xz=rsinu, Yy=TCoOSuWCOSY, z=rcosusin,, 
welches der Fall der gewöhnlich angewandten Polarcoorbinaten ifl. 


Diefelde Vorausfegung m = 0, n= 1 giebt in dem Falle des 
Ellipfoides : 
z=asinu, y=bcosucosd, z=csindcosu. 
Wir haben vorhin gefagt, daß fi dieſes Coordinatenſyſtem, worin 
x, 9,2 durch r,u,S,m und n audgebrudt werben, auf ein Syſtem 
eliptifcher Coordinaten zurüdführen läßt. Denn bezeichnet u eine 
zwifchen b, c liegende und » eine Bleinere Größe, ald b<c, und 
man ſetzt: 
u - . 
a =cot?3, »=bsinu, b=ne, ce? —b?=ctm?, 
fo bat men: | 
eb» 
m n= —-+7=I1, 
wo m und der erforderlichen Bedingung genügen. Subflituirt 
man die Werthe von a? und »? in die Gleichungen : 
ber = ru 
yV 2-# =ryV @-V RZ, 
ay e-#R =rV @—eV en, 
fo erhält man nach verrichteten Reductionen die Gleichungen: 
z=rsinu) 1—_m’sin:d, - 
Yy=rCcosucos®, 
z=rsindY 1 —n2sinu. 
Wenn ed fich wieder um ein Ellipfoid handelt, deſſen drei Aren 
A,f(R),f(R) fo befhaffen find, daß man hat: 
ı>fM>FiR); 
fo wird daſſelbe in dem Syſteme der Coordinaten 7,u,3, mund n 
audgebrudt durch die Gleichungen: 
z=ısinuV 1 m?sind, Yy=f(A)cosucoss, 
z=f(A)sindy 1 —n?sin!v. 
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Wenn man in diefen Gleichungen febt: 
IM=V FB, fÜ)=V RZe 


und, wie wir eben gethan haben, « und » für a und $ fub- 
fituirt; fo erhält man die Gleihungen wieder: 


ber=ıw, YyVY &-#—=YV RZIEV 2-8 V 9%, 
czY ?-# = RZeV A-aV er 
8. 10. Wir wollen nun das durch die Formeln: 
z=rsinuV j—m?sin?d, 
y=rcosucos®, 
z=rsin®YV I nsindw 
ausgebrüdte Goorbinatenfuftem zur Transformation ded Inte: 


grales s=/f way / +(E)’+(2) +6 =) 


anwenden. Wenn man die in Beziehung auf u und 9 genom: 
menen partiellen Ableitungen der Beränderlihen z, y, z mit 
Hu Yuzkar Us yy,2’g bezeichnet, und febt: 


X=eygi sy Years — vr, Dersy—auys 


fo wird, wenn man r conftant anıfimmt, das transformirte In⸗ 
tegral : 





= Sf: dud3Y EFVLZ. 
Außerdem hat man: . 
— — 2 sin u sin? cosı? 
Fur COSU in, eg 
u VI eins, $ Views ' 
y"=—rsinucos$, yg=—rcosusind, 
N=— rn’sin a Cos u sin? 23 rcosd V — 


VTA. 
und folglich, wenn man die identiſche Gleichung: 
1 — m? sin?3 —n? sin? u=m? cos?3 +? cos?u 

berüdfichtigt und reducirt: 

X — r2 sinus (m?cos? I n?contu)V 1 —mFsin?3 

 ViIesins3V TR 
r? (m? cos?3 +? cos?u) cosu cos? 
— Vrminsy —ntsinn, ’ 
Z— rein? (m?cos?3+m?coste) V I—atsinie 
V ım?sin?3 — V 1—n2sin?e 
m’ cos?) co + n? cos?“ 


Ss jr 
Vi. Im?sin?3 V je Pr rn 


Y= 
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Da wir r conflant angenommen haben, fo druͤckt 8 nothwendig 
einen Theil der Kugeloberflaͤche aus, und man erhält den achten 


gr? 
Theil berfelben, nämlich 3, wenn man bad Integral zwifchen 
den Srenjen 0 und > nimmt. Man bat folglicy die Gleichung: 


m? cos?} + 2 c0o9:u 
J fi VI V Ten UB= IS 
welche ſich auqh auf folgende Form bringen läßt: 


I— m? sin?3 — n? sin?u Ed 
S. * V Isny Isi 1—n? sin?« dud®=; 
und das berühmte Theorem von Le ge ndre über bie elliptifchen 


Zunctionen enthält. Denn fest man nach den Bezeichungen biefes 
berühmten Beometers: 


Fa,d)= fer Vl-misin an ‚ E(m,S) fe a — 


F (m) _f} Vers: em” Ay 1 —m?nin? 3, 
fo bat man: 


Ir a * = F(æ, E(a, u)), 
— [F (m, S)—E(m,3)). 


Hiernach zerfällt das in Rede ftehende Integral in bie folgenden: 


7 Rn 
2 fı du d3 _ \ 
J. FA; Ta Vu Flm)Fn), 


fi F Vs Te FF) ER) 


fi : asia? ndud3 —— F (m)[F(rR) — E(m)], 


ÿ —— Y In? sin’u 
und wenn man fubftituirt; fo erhält man endlich: 
F(m)E(n)-+F(n)E(m)—F(m)F(r) =7 


Diefes ift genau bie von Legendre ange ebene gormel Dan 
würde auch von dem bekannten Ausdrude für bie ugeloberfläche 
feine Anwendun ng au machen brauchen; denn da bie Fläche S von 
a und * umabhi gig fein muß, fo fann man m=0 feßen, wel- 
he ai 


ER 
S— r} IE u A ae 


Im: sin?I YI—n? sin?u 


giebt, und wenn man wiſchen den Grenzen 0 und = — integrirt: 


_ m? cos?3 tn? 
r’ f’ . f? Tea) 1m? sin?I I—n?sin?u duds 
—r! S! fü cosudud93=r!2 5’ 


f; af? a cos?ꝰ naꝰ cos’ N n 
’Tm:sin2$ —— In? sin?u dud — 2 











Swanzigfte Vorleſung. 


Verfchiebene andere Methoden zur Reduction oder Transformation ber vielfa; 
“den Integrale. 


$. 121. Unter den Methoden, welche zur Beftimmung ber 
vielfachen Integrale angewandt werben können, ift eine der frucht: 
barften von Cauchy angegeben, und befteht darin, daß man für 
einen Factor der Function unter dem Integralzeichen ein beſtimm— 
ted Integral von folher Beſchaffenheit fubftituirt, daß fich Pie 
fuccefjiven Integrationen nach dieſer Subftitution leicht verrichten 
laffen. Wir wollen, um in diefen Gegenftand näher einzugehen, 
ein vielfaches Integral S von der Form: 


z " pP 
s=// S-- dedyae... 


betrachten, wo P, Q reelle, oder imaginäre Zunctionen der Mer: 
änderlichen &, y,2, .... find und w eine pofitive oder auch eine ima⸗ 
ginäre Conſtante mit einem pofitiven reellen Beftandtheile bezeich- 
net. Außerdem wollen wir wie früher durh T (u) dad Euler 
fhe Integral der erften Art bezeichnen, fo haben wir ($. 56): 


Qu Taf o ee 


und folglich: 


| je 
srrf, SS J-Pe-@araydz...dt 


Nun wollen wir annehmen, daß man, indem Pr, Q. Func⸗ 
tionen der einen Veraͤnderlichen x; P,, Q, Functionen ber einen 
Beränderlihen y; P:, Q: Bunctionen ber einen Veränderlichen z 
etc. bezeichnen, habe: 


P=P.PP.., Q=0+9,+9:+.., 
Sept man alödann der Kürge wegen: 


ü:z/P, —8 dr, vx / P ea‘ dy, w=/P: er dz, 
y | | 


fo hat man: o _ 
S = — S. Tuvw...dt. 
I(u)J 0 


13 
Moigno, Integralrechnung. . 
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Wenn man folglich die Werthe von u, v, W....., ald Zunctionen 
von £ unter endlicher Form erhalten kann, fo ift die Beflimmung 
des vielfachen Integrale S auf die des einfachen Integrales: 


on ’ 
S tel uvw...dt 
[1] 


zurüdgeführt. Wenn man ftatt der Gleichung: 
Qa=R.+09,-+R.... 

bie Gleichung: | 

=1+Q,+9,+8: ... 


hätte, fo fände man: 


1 —2 
8* To) J. 4-1 vw... etdt. 


Beifpiel 1. Es fei: 
| P hhſman. eus eby ees 
Q=1+or+By+7z-+.... 


und um die Begriffe zu firiren, wollen wir auch annehmen, daß 
bie Integrationen in Beziehung auf die Veränderlihen x, y, z.... 
von den refp. feften Grenzen aus z=E, y=n, z=Ö.... verrich⸗ 
tet find, und endlich, daß die Function: 


1+ar+ßy+7z... 
immer einen reellen pofitiven Beftandtheil hat, wad 3. 8. ſtatt⸗ 
findet, wenn die beiden Grenzen jeder Integration fhie Groͤßen 
find und jede der Conſtanten &, 6, 7,.... einen pofitiven reellen 
Werth, ober einen imaginären Werth mit einem pofitiven reellen 
Beſtandtheile hat; fo Endet man: 


= xtela- et dr — D; f e(«- at) dr 


t)z__ ela— at)E 
a-- at 


1 © ola-at)z_ola-at)E (b-Atly_elb-Pr)n 
= — D!D’rDn e__e —* Ze —Ie=t 
8 55 D!DrDr_ S, — — „tle-tdt. 


Man gelangt alfo zu der merkwürdigen Holgerung, daß die durch 
dad gegebene vielfache Integral ausgedrudte Function S von &, 
Yy, 2,... auf ein einfaches beftimmted Integral mit einer neuen 
Beränderlichen t zuritgefübrt werden kann, was für Werthe man 
den. urfprünglichen Veraͤnderlichen z, y, z,.... oder ihren Anfangs⸗ 
grenzen auch beilegen mag. | 

Wenn man ben Gontanten a, b, c,.... imaginäre Werthe beis 
legte, deren reeller Beftandtheil negativ wäre, fo müßte man 
jede Integration zwifchen den Grenzen O und & verrichten, und 
man fände: 


— ela-« 
=D! * V. WV. 
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“ 1 1.33... D (+1 
vZ= ..etc., 
und folglid: 
S- TÜUFIN)Ta+ U) (ap)... x tt-le-tdt 
N’ (a) o (HA byeri(pe—c)rtt... 


Wenn man in diefer lebten Sleihung J—1, m—1, n—1,... für 
I, m, ®,... und — a,—b,—c,.... für a,b, 6,.... feßt, fo giebt fie: 


+) e X zi1ya-izn-Ig-arg_sye=3 
. —— —  ded ... 
S: J. ST: (far +fytyrz+..)u du dy dz 
_ TWT(m) T(n) * gu-le-tdt 
_ Tu) ). Tereniorsnmehre 
Diefe legte Formel findet nach dem eben Gefagten immer ftatt, 
wenn I,m,n,... ganze Zahlen find und a, b, c,...-%, B, Yı-... 
pofitive reelle Conſtanten, oder imagindre Gonftanten mit reellen 
pofitiven Beftandtheilen bezeichnen. 
Beifpiel 2. Es fe: 
= r-! yrıı „n—|] ... et eby ee, 
und: 


Q=itartdytr:+..., 
wo 4, m, n,.... reelle pofitive Eonftanten, ober imaginäre Conſtan⸗ 
ten mit reellen pofitiven Beflandtheilen bezeichnen, und wir wol: - 
len außerdem 0 und oo für die Grenzen ber ntegrationen in 


Beziehung auf jede der Beränderlihen x, %Y, z,.... nehmen; fo 
findet man: 


x 
ef tere ag 
g — TOT Fin)... g® t#=te-tdt 
T (u) o (atamtörrtmlcHrY". 
Dieſes iſt diefelbe Formel, wie die vorhergehende, aber auf reelle, 
oder imagindre Werthe der Conftanten: 
m, R.., a,b, C,.., 0, B, Yı--, 
erfredt, wofern jedoch die reellen Beſtandtheile derfelben pofitiv 
ind. 
ſin Wenn man in der vorhergehenden Gleichung die Veraͤnderli⸗ 
chen x, y, 2,.... auf eine einzige reducirt, und außerdem a=1 
fest; fo findet: 
® gi-ie-x _ TH f ?iw-ent 
eo Atem Fern) o Are 
Setzt man alfo r flatt I und x flatt t, fo erhält man: 


Bu @ grmrle-x = [N zu len! dx 
r)Jo Ares" OT W)Jo Ateanr 
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Dieſe letzte Formel wird identiſch, wenn man ar fest, und 
man koͤnnte daraus mehrere andere bemerkenswerthe Formeln ab⸗ 
leiten, wenn man beide Theile derſelben ein, oder mehrere Male 
hintereinander in Beziehung auf r differenzirte. 

Wenn man die Conftanten a,b, c,.... auf Null redncirte, 
fo hätte man: 


[“ / ® fr zi-lym-Ign-i 1 
oJ/eıJo UtaatRyrn. dl ee 
| | _ TÜWT(m) Tin)... f ttemen. -le-tdt 
| — TG) o — 
_ TOT (m) Ta)... Tai m—n— ..)# ! 
— T (u) alßmym,,, 
Diefe lebte Gleichung findet zuverläflig flatt, wenn u, L, m, N... 
a, B, %,.... reelle pofitive Sonftanten, oder imaginäre Conſtanten 
mit einem reellen pofitiven Beftandtheile find, und wenn der reelle 
pofitive Beftandtheil der .Conftante u größer ift, als der reelle 
pofitive Beftandtheil der Summe der Gonflanten Z, m, n...... Wenn 
man, um die Begriffe zu firiren, a=8ß=y,=..=1 fest; fo 
findet man: 
/ SSE a m—Ian—i,, 
 ) 0 oe (l+2c+yr2..)“ dædyda. 
TGO T(m) Tr)... Tun ..)u 
— T(G) 


Aus dieſer Gleichung ließe ſich leicht der Werth des Integrales: 


— da dy dz.... 
JıJı "ÜHRFPHeFTN 
ableiten. Wenn man in der vorhergehenden Gleihung die Ver: 


änderlichen %,_ Y Bıe auf eine einzige reducirte und a für Z, b 
für « feßte; fo fande man die befannte Formel wieder: 


/ © ws-lde Ta) T (b—a) 








oe iHad Tb) 
Wenn man 31 feßt und bemerkt, daß nach $. 56: 
© ga-idr 7r 
ST. I+x — sinan 
ift; fo erhält man: 
T (a) T(l—e) 7 
TI) sinn’ \ 
oder: 
Ti+a)TU-o)=;-—, 


und dieſe legte Gleichung erftredit fi nach dem Vorhergehenden 
felbft auf den Fall, wo die Gonftante a imaginär iſt, wofern fie 
nur einen pofitiven reellen Beſtandtheil bat. 
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Wenn man darin z. 8. ay-ı flatt u fest, wo a eine reelle 
Größe bezeichnet, fo giebt fi fie: 


J SE e-"cos(alr) de ] + JS, ” e"sin(alr) ar * — 


$. 122. Durch ein ähnliches Verfahren wie das eben ange: 
wandte gelangt man leicht zu der Beflimmung des Integrales: 


S=/[/[J... aa! yeiın-!,. dedydz.. 


worin die Veränderlihen x, y, z,.... alle pofitive Werthe anneh⸗ 
men muͤſſen, welche der Ungleichheit: 


(2) +) +) +..<1; 


enügen, indem a, b, C,....; 4, AR, R,...; Pr 9, T,.... poſitive Con⸗ 
Kanten find. 
Denn wir wollen zunähft für (2), Gr ( —8 reſp. 
Z, x, 2,... und folglich für dr, dy,dz,..... teſp ſetzen: 
I 


4 -- 21 
-rr de, 7° dy, Zr d2, ..., 
fo ergiebt fi: 


_ abm cr. ff. Rn jr N drdydz.. ren S,. 
Bar.. pur... 


Es bleibt nun noch die Größe S, zu beftimmen uͤbrig, welche ein 
Integral von derfelben Form ald das gegebene iſt; aber worin 
X, %, 2,.... alle bie pofitiven Werthe annehmen müffen, welche der 


Ungleichheit : 
z+y+z+...<1; 
genügen, und wenn man feßt: 
= = A=b,-—i=ec 
» i=a, F 7 | 
fo erhält man: 


Ss=/l/f.. atyzt...dedydz.... 





Wenn ſich die Veränderlichen &, y, z,.... auf eine einzige reduci- 
ren, fo bat man: 


= f idea N. 


*) Diefe legte Transformation beruht auf dem bekannten Lehrſatze: 
Fat) ulu, 
ober allgemeiner auf: 
Tatm=uurD. (atnr— Dr) 
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Für zwei Veraͤnderliche rebucirt fich die obige Formel auf: 


s=f' wel def yr/dy= —* ae ddr; 
o 0 0 


aber nah $. 57 iſ 
b T (a)I’(1-+b) 
ae). 
folglich: 
8 _T(a)Til+b) _ T(a)TFıb) 
IT ⏑  Tii+a+b) ' 
Wir wollen nun annehmen, daß Si ein dreifaches Integral fei, 
fo fann man daffelbe auf folgende Form bringen: 


8 . ade ſ — —M 2e⸗idꝛ, 
0 


"wo yı und z, refp. die Diferenge 1—a, 1—2—y bezeichnen, fo 
daß man hat: 


1—-ı=y, yy=2. 
Mit n, & wollen wir neue Beränderliche bezeichnen und ſeten: 
y—ıiyı, 2 221, 


fo ſind O und 1 die gemeinſchaftlichen Grenzen von n, 3 und das 
Integral S, nimmt folgende Form an: 


Se f ade Ih nb-lyban y ı ge-Izedß, 


oder wegen: 
y=1-r, zey—m =4- Dun: 


= [rare [Banana 
Nun ift aber: 


I ⸗—. „__T(@)T(l+b+e) 
T. aaa Ca) Ba SS ray re 


1 o _ Tb) T(l+o 
/. = Forte’ 


m _TO _ 
S. = T(F+e) ’ 


wagen man unmittelbar aus der Gleichung: 


F Tu) 
S. zu ler de= 57 zu’ 


in 8. 36 ableitet, wenn man fie n mal hintereinander in Beziehung auf 
a bifferenzirt. Denn auf dieſe Weife findet man: 


1 gergz Tech) _ alte. ce 
* zul —— PIC = tn T’(u) etc. 
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folglich: 
8. T(a)T(b)T(c) 
IT Piipa+b+c)' 
Wenn in dem Integrale S, vier unabhängige Weränberliche 
z, 4, 2, t vorkommen, fo ergiebt fih der Werth deffelben noch 
durch daflelbe Verfahren. Man nimmt die Integrationen fuccef- 
five in Beziehung auf £, z, y, x verrichter an und fegt: 


1—-1=yı ‚ ı y>=2z, ı—2=l, 
wo die Grenzen in Beziehung auf t, z, y, x refp. O und t,, 0 


und z,, O und y,, O und 1 find. Wenn man für y, z und t neue 
Beränderliche fest, welche mit den 'erften durch Die Gleichungen: 


yzıy, z=6y, t=#dı 
verbunden find; fo find O und 1 die gemeinfchaftlichen Grenzen 
dieſer neuen Veränderlichen. Ferner hat man: 
yı (I-æ), 1= d-D) dm), ı = (1-2) ln) (I-0), 
und folglich koͤnnen die Weränderlihen x, n, 3, S getrennt werben, 


d. h. das vielfache Integral S, läßt fi in ein Probuct von vier 
Integralen zerlegen, welche alle vermittelft der Gleichung: 


1 T(a) T (b) 


durch die Function I’ auögebrüdt werden können, oder wenn man 
5 in b-+1 verwandelt, vermittelft der Gleichung: 


b 
f’ yet Pd FO TCED 
0 





T(a+5+1) 


. 123. Man kann diefen Beweid auch noch unter einer an 
dern Form darftellen; denn wir wollen größerer Allgemeinheit we: 
gen dad Integral: 


S=/ff...fa+y-tz.)eytzrl..dedydz.. 
betrachten, worin f(2-+y-+z-+ ...) eine beliebige Function von 


z-+y+2z+... bezeichnet, während die Veraͤnderlichen z, y, z..... 
alle pofitive Werrhe annehmen , twelche ber Ungleichheit: rn 


z-+-y-+z+...<k 
genügen, wo k eine pofifive Conſtante ift. 
Fir wollen zunächft annehmen, daß das Integral nur zwei 
Veraͤnderliche x, y enthalte, fo kann man eben: 


8* . "ade S[ I aty)yr—idy 


und wenn man = dn, y=S (—n) fest; fo find 0, kund 0,1 
die Grenzen für die neuen Veränderlichen &, n, fo daß man hat: 
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s= /‘ f (e) 5 4m-1 de N In)" dn 


(d Fm) F 
nf fe) gHtm-de. 


Der Werth von S ift alfo zugleich won den Functionen I’ und 
von einem gewiflen einfachen Integrale abhängia. 

Wir wollen nun annehmen, daß S drei 8 Jeraͤnderliche x, y, 
z enthalte, und A— z=y, ſetzen; fo kann man ſchreiben: 


Ss— S * u-1dr . 9 ym-Idy [. — f(a-Hy+2) 2-1dr. 


Aber das Integral: 


* —*2 Yı I Faty-tz)r-1dz 
gehört zu dem vorhin betrachteten und ift gleich: 
T(m)T(n) 
nam Js Fato)eemt-ias, 
Megen y =k— x hat man folglich: 


_—_ T(m)T(n) Ro, f nn 

— 
T)T() TOTMA) fr — 
— T(m+n) T(i+m+n), /, (u) uttmt rdu. 


Da dieſe ſucceſſive Reductionsmethode offenbar allgemein iſt, ſo 
wird das gegebene Integral S in allen Fällen durch folgende For: 
mel audgedrüdt: 


T(DT(m)I (n).. .. 
S = pupmtnp Sf orte tan 


Wenn man f (u)=1,k=1 feßt, fo geht das Integral S ih das 
zuerft betrachtete über, und man hat: 


Ss — T(D TI (m) T(n)... 
U Ta+l!+-m+nR+..)’ 
und folglich wird das Integrat: 
Vͥ N ym-lzu-l, „dedydz.. 
auf alle pofitive Werthe von x, y, z,... welche der Ungleichheit: 


Hi 
genügen, erftredt, durch folgende Gleichung gegeben: 
scene. FD 
SFr) 
Wenn die Summe I--m-+n+... —1 iſt und die Funttion 
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f (#) die Ableitung F’ (u) einer gewiſſen Function F (w), fo 
hat man: 


JS fu) #trtrt..-1du=F(k) —F(0), 
TA+l+m+n+..„=T9)=1, 
S=I(HI(m) T(n)...[F($)— F(0)). 
In dem Falle eined doppelten Integraled findet man folglich: 


J. — uf F(@+y)yrdy= Th I(m)[ Fk) — FO) 
und wenn man bie Gleihung: 
A 


FOTI-I= zurr 
berüdfidhtigt und für m feinen Werth 1—I fest; fo erhält man: 


f} 1 de f' array = ERDE. 


Es ſei p<p ein Parameter, und wir wollen k=p—p fehen 
und außerdem annehmen, daß man habe: 

Fo)=P(lc+p); 
fo verwandelt fich die vorhergehende Gleichung in folgende: 


— - Pa, _ n [p(P)— p(P)} 
T. —* Farrtydrae an 


Sept man in diefer legten Gleithung p= @ und nimmt an, daß 
die Function ꝙ (p) für p== & verfchwindet; fo findet man: 


—— © un °P) 
J. * de | FatrrtyyuyS— en 


$. 124. Das Integral: 


s=//J..ym2-...drdyde.. 
_ un !OTOTO)- 


PIT -. r(1 +5 +2+2..) 


bat Lejeune-Dirichlet zuerit angegeben und ift dazu vermit- 
telft einer fehr mertwürbdigen Methode gelangt, weldhe ganz ein: 
fach darin befteht, Daß man den zu integrivenden Ausdruck durch 
einen Factor multiplicirt, deffen Werth innerhalb der Integrationd- 
grenzen ſich auf die Einheit reducirt und außerhalb diefer Gren⸗ 
zen verfchwindet. Um von diefer Methode einen hinreichenden 
Begriff zu geben, wollen wir das dreifache Integral: 


s-— l SS | 
a— 1 Fa | 








Mm 
auf alle pofitioen Werthe von x, y, z, welde der Ungleichheit: 


z\N? y\?3 z\2 
DH <: 
genügen und wo r durch die Gleichung: 
Pr =@a)? + y-9° +)? 
gegeben wird, erfiredt, zu beflimmen fuchen. Dieſes Integral dient 
zur Berechnung der Anziehung, welche dad Elipfoid: 
a, y? 2 _ u 
atpram 


auf einen außerhalb, oder innerhalb deſſelben liegenden Punct 


ausübt. 
Da das Integral: 


2 —2 
7 / de bos hu du (*) 
oe u Ä | 


7 


*) Rach g. 55 hat man: 


/. da rn 
sindbr——_- 
0 - x 2 


und wenn a, 5 poſitive Gonftanten bezeichnen, fo if : 


/, * sin ba cosax “w = ı ⸗ * [sin (da) ein (#—e) x] de 
. v Zn ö 2 
j J —* de , 1 ® dx 
=; S. sin (b-+a) x m + I S. sin(b—a)s z. 


Wenn aber5 > a ift unda+b, 5—a find folglich zwei pofitive Conſtanten, fo 
ift jedes der Integrale im zweiten Theile der legten Gleichung = 
und man hat folglich: 

| ⸗ ® de nn 

sin dr car — ——. 
) x 2 

Wenn <a, b— a negativ, folglich a — 5 pofitiv iſt, fo iſt das erſte 
der beiden genannten Integrale => ,‚ während das zweite, weldhes man 
auf folgende Form bringen kann: 


4+/, sin (a — b) “ 
2 v E 


gleih — = ft. Man bat alfo: 


&® 
[ sin br cosarxr d == (, 
0 * 


Das Integral: 
sin ba cos ax de 
eo) 


- 93 


gleich 1 oder gleih Null iſt, jenachdem bie pofitive Conſtante k 
Heiner, oder größer ald bie @inheit ift ; fo folgt, daß das Inte: 
gral S ald der reelle Theil eines neuen Integrale: 


F 2 _ 
2 2 san (© & &® Grars)r: 
uf, SE dxdydı 


betrachtet werden kann, worin die Integrationen in Beziehun 
auf die Veränderlihen x, y, z nun von — 0 bis + 0 erflredt 
werben können. Um das dreifache Integral in Beziehung auf 
diefe Weränderlichen zu erhalten, brüdt man den Bruch: 








vermittelft der befannten Eulerfchen Formel: 
. ser Y I 
S. eig 

® 


ys 
durch ein beflimmtes Integral aus. Seht man alöbann : 
V= 
(a) Het 1 
[= fe @e\a? 52 2 -Ät@®+y’+3 Jar 3ßy-Iyalıy I wdyds,. 
fo erhält man: 


n — 
__4 8 ed VA 


” n-1 > 


n—l 


A Ri De v. 
70 ® 


V ift das Product dreier einfacher Integrale, wovon das fi auf 
x beziehende vermöge einer bekannten Formel, welche fi) aus ber 
Eulerfchen ergiebt, durch folgende Gleichung gegeben wirb: 


n 
ift folgli — 3 oder = 0, jenahdem 5 größer, ober Kleiner ift als a. 


Wenn man b=1, a X fest, fo gebt die Bedingung 5 — a > 0 
über in R< I, woraus unmittelbar folgt, daß das Integral: 


2 f? dæ 
— sin x coskr — 
r o T 


wirklich —= 1 ober = 0 ift, jenachdem & S Lift, 
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| S. 6 + 5)2’-2utz] vA 


a?t? 


— * ra. 1+r 1, ° 
= /-: — 
47 


Subſtituirt man dieſen Werth, ſo wie die Werthe der beiden an⸗ 
dern Integrale von aͤhnlicher Form, ſetzt dann fuͤr die Veraͤnder⸗ 


liche t eine andere & von ſolcher Beſchaffenheit, daß t = 5 ift, 
bemerft, daß: . 





(Fa) za 


ift, und feßt: 
a: 
+3 r 424 ts 3) 


fo findet man, nachdem man in Beziehung auf a differenzirt hat, 
um die zu der Are der x parallele Somponente A ber Anziehung 
des Ellipſoides zu erhalten: 


_ ana 


5 VG ef” ir 


Da diefer Ausdrud auf feinen reellen Beftandtheil rebucirt wer- 
den muß, fo kommt alles darauf an, den Ausbrud von: 


\ 


‘= 





o 
esuV —Tainr du 


0 u 2 


ag 


zu haben. Nun wird aber dieſes Integral, wenn man darin für 
sin u imaginäre Erponentialgrößen fest, unmittelbar durch bie 
Eulerſche Formel gegeben, wenn man bemerkt, daß für den 
zweiten Theil diefer Formel die Größe: 


(—g)' 
geſetzt werden muß, wenn einen negativen Werth hat. Auf 
dieſe Weiſe findet man, daß der geſuchte reelle Beftandtheil Null 


oder: 
I’ (5 -1)sin 3 * 
N a 
2(— 8)? 2r(2- u 53 


ift, jenachdem 3>1, oder 3<L if. 
Menn ber Punkt ar ß, 2 a bed Ellipfoides : 


=+5+3 


liegt, fo bat man: 
at 5° y? 
54154531 
und folglich auh 3<1. Man hat folglich blos: 
—. n 5 
* n- oT —)r 2-2) 
493 3 02 
9 (1-5 5) 
7 (+5 (+2 — +5) 3 645 043 
Ben der Punct (a, 8, 7) außerhalb des Ellipfoides liegt, fo 


ſucht man die einzige poftise se x 5 Gleichung: 
3* — 1 


3 





37 *55 55 BrStars 35 E Zune 


und es ift offenbar #>1, oder 5<<1, jenahdem 8 S 2 if. Der 
Ausdrud von A ift folglich: 


2a na x 
a? n—l n 


JS: V(ACH)L TE — — — u 


Wenn man in bdiefer letzten Gleichung A +S für $ und: 
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ao 
a 7 


— 4/2 —10— 
B4r=bR2, B=-, 


, — —22— 

| e+ıi=c?, y=7 

ſetzt, fo nimmt fie diefelbe Form an, als wenn der erwähnte Punct 
innerhalb des Ellipfoides läge. | 

Es braucht faum bemerkt zu werden, daß bad vorhergehende 
Verfahren auf jedes Integral von derfelben Form, wie das gege- 
bene S anwendbar ift, wie groß übrigens die Anzahl der darin 
vorfommenden Beränderlichen auch fein mag. 

8. 125. Catalan ift durch fehr einfache eometrifche Be: 
trachtungen auf eine neue Nebuctionsmethode gekommen, welde 
auf eine große Anzahl von Integralen, und namentlid auf das 
Integral anwendbar ift, welches die Oberfläche des Ellipfoides 
ausdrüdt. Wir wollen daher die Formel: 


s=/ fazay vVi1+(lE) HE) 


; wieber betrachten, und annehmen, daß: 


x: y. 2? — 
7 + Rtrar 1 
das gegebene Ellipfoid ift; fo hat man: 
dz__ c?T ad © y 
dx atz ’ dy b? 2’ 
ı_® (1- @ 4 (1-5 | 
S = / Jüzay a? a? b2 62) 
@ x? y? " 
ur ur 


Wenn man nun den achten Theil der Oberfläche dieſes Ellipfoi- 
bed berechnen will, fo muß man bie Sntegrationen auf alle poſi⸗ 
tiven Werthe von = und % erftredien, welche der Bedingung: 


a2 y2 
atras! 
enügen. Nehmen wir nun an, daß die drei Aren a, b, c der 
röße nach auf einander folgen, fo daß a>b>e ifl, und feben: 
Pu 


ec? x 


= var 
1-2? ' 


S=abf//ddEdn, 
wo die Grenzen diefed neuen Integrale durch die Bedingung: 


fo fommt: 





Mu 
ga Si 


gegeben werden. Diefed Integral // SdE dr drüdt ein Volumen 
aus, deffen unendlich kleines Element dad Rechteck dEdn zur Ba⸗ 
fid und 2 zur Höhe hat, und kann folglich als dad Volumen des 
Theile des Cylinders E?+4-n?—=1, welcher zwifchen den pofitiven 
Theilen der Goorbinatenebenen und der Fläche: 

1— m? i2 — n?n? 


liegt, ausbrüdend betrachtet werben. 
Wenn man aber die vorhergehende Gleichung auf die Form: 


(m?) 24 m) = -1 


bringt und & als einen veränberlichen Parameter darin betrachtet, 
fo folgt, daß jebe auf der Are des Cylinders fentrechte und um 
eine größere Länge als die Einheit vom Anfangspuncte entfernte 
Ebene die krumme Fläche nach einer Ellipſe durchfchneidet, deren 
Gteihung folgende ift: 


(2 — m?) (22- a?) 1? =i?—1. 


Für 2=1 ift diefer Durchfchnitt der Anfangspunct der Coordinaten 
und wenn man d von biefer untern Grenze aus unbeflimmt zus 
nehmen läßt; fo erhält man eine Reihe concentrifher Elipfen, 
deren &= 0 entfprechende Grenze der Kreis 2?-+n?=1 if. Wir 
wollen daber für das in Rede ftehende Wolumenelement den Cy⸗ 
linder nehmen, welcher 2 zur Höhe und den vierten Theil bes 
wifchen den beiden Elipfen, welche man erbält, wenn man den 
Darameter % zwei aufeinander folgende Werthe 3 und &+dg bei- 
legt, liegenden Ringes zur Grundfläche hat. Diefer Ringtheil ift 
auch der Zuwachs, oder beifer, dad Differenzial des vierten Thei⸗ 
les der Fläche der Ellipfe: 


(2 — m?) 324 (42 — nn?) 2 =24?—1. 
Da die Hauptaren diefer Ellipfe folgende find: 
A= — B= —— 





ſo iſt der vierte Theil ihrer Flaͤche: 


2 — m? —— 


das Differenzial dieſer Flaͤche == d.AB, und man hat: 


Ss= = j £d AB=— ab[ TAB: /, ABad ] 
ci 0 — u (G-I)dt 
a IE Fa VER) ers] ' 


Die Grenzen von 8 find &=1, d= 8; denn für 3=1 hat man 
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0, —0, &°-+n?—=0, und für = @ ift 8° +n?=1, wie 
es fein muß, wo fi das Integral auf alle Merthe von E und n 
erſtrecken muß, welche der Bedingung +21 genügen. Das 
doppelte Integral S ift folglidy auf ein einfaches zuruͤckgefuͤhrt, 
deſſen Werth wir noch zu beſtimmen haben. Zu dieſem Zwecke 
wollen wir ſetzen: | 


fo ift: 
. MCOS U 
dd — — nn du, 
(2-dE fm 1 
7 )— Em ) m?—n? sin?u 
— (FF nein _ Fa) u 
| sin?u Ym2—nzeindu) 
Durch diefe Vertauſchung der Veränderlichen wird das Integral, 
welches eine Function von 3 ift, in die beiden folgenden zerlegt: 
du mama _4_nn ST — —— 

. sin24 ‚da VYr—n?sinzu’ 
wovon jedes von sinu—m bis sinu=0 genommen werben muß, 
oder wenn man m — sin u fegt, von u u bis u— 0. Wenn 

. j n 
man die Grenzen umftellt und der Einfachheit wegen — =k fekt, 
fo wird die Differenz der beiden Integrale: “ 








m Jo YI—R sin?u 0 sin?u 


und wenn man theilweife integrirt: 


— a X oin? 
7 S. VI + meotuV T—k sin? u 
u  cos?udu 


72 ———— — 
mi o V I Paind’ 





oder: 
1 u (I—m?R? sin?u)du 
FR ERRE TYPE TEC SON — — —— — — — 

oder: 


— —— —— 
m cot u V IR sin?u-+ Rn S V TFrmı du 
1m? (u du 


*. m Jo — I 
oder endlich, wenn man die gewoͤhnlichen Bezeichnungen anwendet 


—— 1—m? 
mcotu V 1—R?sin’u I mE(k, + — F (k,u). 
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Es bleibt nun noch die Summe ber Größen: 
(Gh — — 
Veen’ mcotuy I—sin® 
zwifchen ben den Weränderlichen & und u entfprechenden Grenzen 


zu berechnen. Wenn man die erfte ald Function von z ausbrädt, 
fo fommt es darauf an, die Gleichung: 


m? —sin?'u 
mcotn V IP in? u sinn corsY m’ —n? sintu 
_d — 2 — n? cos?u) sin u 
— coouV m:—n? sin?u 
wifhen den Grenzen u=0, sinu=ın zu befliimmen. Da diefer 
erthb an der erfien Grenze verfchwindet, fo braucht man nur 
darin sinu=m zu feßen, wodurch fich derfelbe in folgenden ver- 
wandelt: \ " 
(i—m?) (I—n!)m . — — 
I Vera Vu a). 
Aus allem Vorhergehenden folgt endlich, daß Die ganze Oberfläche 
des Eilipfoides durch die Gleichung: sen 


S=2zab [Yı=zm Yızmtmeku) + UF] 


oder: 

S=200° 4 Fr [a -cr)E(k,u)+c?F(k 

= vazal(a—c”)E(k,u)+c?F(k,u)) 

gegeben wird. Diefer Werth unterfcheibet ſich bhlos durch die Be⸗ 
„zeichnungen von dem zuerft von Legendre (Exercices de Cal- 
cul integral t. 1. p. 109) angegebenen, und um denfelben anzu⸗ 
wenden, muß man fich erinnern, daß: 
"a2 (b?—c}) 
m: B#(ai-c)’ 


Va-® 


c 
sin u— =. COS L. = 7° 


... 8. 126. Wenn man bad Integral S blod auf ein einfaches . 
Integral hätte zurüdführen wollen, ohne bis zu den elliptifchen 
Functionen binabzugehen, wie wir ed vorhin mit Lobatto gethan 
haben ; fo hätte man etwas anders verfahren koͤnnen. Denn be⸗ 
trachten wir bie Gleichung: | 


S-ab / fraz dh 


wieder, fo zeigt fie und, daß S ein Volumen ift, deſſen Element 

ein Parallelepipedum ift, welches das Rechteck Abda zur Grund 

läche und 3 zur Höhe hat. Es bezeichne A eine Fläche, deren 

Sument oder Differenzial dsdn ifl, oder welche durch die Glei⸗ 
ung: 


14 
Meigne, Integralrechwung. 
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ASS dEda 


beftimmt wird; fo kann man fegen: 

S— fddA. 
Da &, n ſtets der Sleihung: 
5 (422- mꝰ) 324 (@—n?) = a2 —1 
und der Bedingung: Ä 


4m <t 


genügen müffen, fo find 1, oo Die entfprechenden Grenzen von d,. 


und da A nur, ber vierte Theil der durch die vorhergehende Glei⸗ 
hung ausgebrüdten Ellipfe fein kann; fo hat man olglich: 


rn @e—1 — 
A=7 a Va 


_tal & ZI ve 
s-zaf, a. VEN a 





Wenn man die Differenzirung verrichtet, reducirt und ſett: 





U— o& de - 
— erw Yo’ 
fo findet man: 
7 1—-m? dU , In? dÜ 
-=7ob| m mt n da 


dU dU 
—T n(i—m?) —— + m (iR?) ur 
Das doppelte Integral ift alfo auf ein einfaches zurüdgeführt. 
8. 127. Als zweites Anwendungsbeiſpiel diefer Methode wol: 
len wir das dreifache Integral: 


_ ' — tn} 
S=S/Sdedyde 


betrachten, worin m, n, p pofitige Conftanten, kleiner als bie 
Einheit, find, und annehmen, daß fi) die Integration auf alle 
pofitioe Werthe von =, y, x erfiveden muß, welche. der Be: 
ingung: ' 


2?+-y?+ 22 < 1 


genügen. 

+ ſei: 
t ⸗ 
—0000 , 
folglich: 
R — m® R— 42 2 pt 
— 72 — 44% 2 — 
yes es Tees uE. ua Fe 
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und es bezeihne V ein WBolumen, beffen Element drdydz ift, 
und welches folglih durch die Gleichung: 


V=/// dedyd: 
beſtimmt wird; fo fann S auf die Form StdV gebracht werben, 
und da die Grenzen 1, © von t reip.: 
2? +? -+7?=0, r=0, y=0, z=0 
und: 
++ 2?=1 
entiprechen; fo bat man: 


oo 
Ss /. taV. 


Dad Differenzial dV if eine leicht zu beflimmende Function von 
t; denn da die pofitiven Weränderlihen x, y, z beftändig ber 
Gleichung eines Ellipſoides genügen müffen, deſſen Aren folgende 
Werthe haben: 


_.,/e-1 _ , /e I _., /e-1 
A=yszh, BSVMX 0* ——— 
fo kann V nur der vierte Theil ABC des Volumens dieſes 
Ellipſoides ſein, und man findet folglich: 


d.ABC— tdi V P-1 


——— 
lm 1—n ) 


— — 





* 


Rp? 
und wenn man: 
— S. ” ravV v—1 
VEREIN) 


fest : a 
gs _! I—m? dU | I-n?dU | 1-pdU 
=>5,:(5 na dan pp d) 

6. 128. Die eben erhaltenen Refultate find aus geometrifchen 
Betrachtungen abgeleitet,. welche ſich nicht auf mehr als drei 
Beränderliche erfixeden laffen. Allein ed muß ald a priori ein- 
leuchtend angefehen werben, Daß alle diefe gewiflermaßen fremd⸗ 
artigen Betrachtungen der Ausdruck eines einzigen analptifchen 
Wartums find, wovön man fich auch Leicht Überzeugen kann. Dann 
betrachten wir das wielfache Integral den nien Ordnung: 


S-SSI... dedydı../ m er, 


worin m, n, p,.... pofitive Genftanten, kleiner als die Einheit, 
und x, y, 2,.... pofitive Beränderliche find, welche ber Bedingung: 
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ty? +22... 1 
genügen müffen. | 
. Wir wollen feben: 
" „a Imre 
1-2 y?—22....... 
und das vielfache Integral / J /.... dxdydz.... berechnen, worin x, 2, 
z,.... alle Werthe annehmen, welche der Bedingung: 
n—m „|, Dn „| dp? 
a trtratt 


die nicht mit ber erften: | 
2 432 +2°+... <4 
im Widerfpruche fteht, weil die Werhältniffe: 


e— m? U—n? 
2?’ 2-1" 


alle größer als die Einheit find, genügen; fo erhalten wir ein 
burch t, m, n, P- ... ausgebrüdtes beftimmted Integral, welches 
wir mit F (£) bezeichnen koͤnnen. Wir wollen nun der Veraͤnder⸗ 
lichen t einen neuen Werth I—t+dt beilegen und dad Inte 
gral f/ J ... dedydz.... zwifchen den neuen Grenzen berechnen, 
welche fi) aus der Bedingung: 


2 
tr 

















yP+.<1 


ergeben, wenn man darin 9 für £ fest, und dann das erſte Re⸗ 
fultat von dem zweiten abziehen; fo drüdt die Differenz =d.F(t) 
die Summe der Werthe aus, welche die Function dxdydz.... an⸗ 
nimmt, wenn die Beränderlichen der Bedingung : 

?2?—m? 2 — n? 


— 124 — +..=1 


enügen und wenn in diefer Gleichung ber Parameter t von bem 
erthe it zu dem Werthe + dt übergeht. Man Fann puaus 
nach den erſten Principien der Integralrechnung das Product 
td.F (t) als den Theil des Integrales: 
— | Im?! —nty2... 
welchen man erhielte, wenn man die Wurzelgröße von t bis tdt 
wachen ließe, ausdrudend betrachten, und außerdem entiprechen 
den Grenzen: 


2+y?+22...=0, 2+y +2... —1 
die Werthe 21, = w. Um alfo den volftänbigen Werth bes 
geſuchten Integraled zu erhalten, braucht man. nur die Summe 
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der Werthe zu nehmen, welde die Function td.F (Ü) annimmt, 
wenn fi € von 1 biß oo fletig ändert. Kurz, wenn man ſetzt: 


FO=//[J...dedy dz..., 
indem bie Grenzen durch die Bedingung: 


2 — m? 2 —n? r—p? 
?_1 x? a1yt 2_1 2? + . * 1 


beftimmt werben; fo bat man: 


JIS .. dadyda.. (EFF | "ro, 


wo die Grenzen bed vielfachen Integraled durch die Bedingung: 
z?+y? +22... < 1 








gegeben werben. 
Da man hat: 
Std. F = tF(l) — /E(ö dt, 
fo kann man das gegebene beftimmte Integral auf eine einfachere 
aa gen wobei auch feine Differenzirung mehr zu verrichs 
Zur Beflimmung ber bid jest unbekannt gebliebenen Fun: 


ction FE (t) braucht man nur die merkwürbige Formel von 
Dirichlet: j 


@® 
SS. 2-1. dadydz.. 
22 ß 
_use. FETT-_ 
pgr.- ++. +... 
r(454t7t-) 
anzuwenden, worin, wie wir gefehen haben, indem alle Conſtan⸗ 


ten pofitiv find, die ebenfalls poſitiven Veraͤnderlichen x, %, 2,... 
der Bedingung : 


o\?P y\2, fz\r << 
+) +G)+-S1 
enügen möüffen. Um dieſe Formel zur Berechnung der Function 
r (£) anzuwenden, braucht man nur zu fegen: 


a—=ß=y=..=l, 
2? —1 2 —1 
A ( F—_:' b= mp mgetrm. m; 


fo erhält man unmittelbar wegen: 


r@)=}rs 


und wenn » die Anzahl der Veraͤnderlichen bezeichnet: 


214 


Fo- SJJ ... dedy dm... _Grr} Torre 


dt RB mMti—n: 


a ns Va 2-1 2—1 
Rmiln 
Wenn man die Bu Differenzirung verrichtet, fo erhält man: 


. „_G Y a 
r + a 
@ —E dt im, Ion 
Sve tt): 


. Der Fall, wo m—r=p=... iſt, verdient noch bemerkt zu wers 
den, und man hat alsdann: 


und — 


8 —=/SJf.. dı ” dz... N ren. re ) 


— PER 4 
=r MBEACLAD] M — 
3 (?— mat 
Setzt man: 
t?—1—=(t?—m?)sin?w, 


fo erhält man fucceffive: 


g2 I1—m? sin?u 22 2 I— m? 
nn /I0TDwW=- cos? u ’ 
sin a 


t? — 1 (1-ÿ — m ya y tdt—= (1 — m?) a, | 
trdt⸗ (1 — me) ar udut ImÜ rind sinuduY 1—m? sindu, 


Th — 
er — ] 
Gero (= ** 


S—2 — —* ia sin’-1aduV T-m?sin?u. 1m’ sin?u. 





ʒ sinY ludu/ 1 m?sinv, 
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Benn » eine ungerade Zahl ift, fo laͤßt fi das Integral auf 
elliptifche Zranscendenten der eriten und zweiten Art zurüdführen, 
und wenn » eine gerade Zahl ift, fo kann das Integral durd) 
Logarithmen auögebrüdt werben. Es wird nicht unnüß fein, zu 
zeigen, wie dieſe Reduction bewerkftelligt wird. 


Wenn man EV IT— m? sinus A feßt, fo bat man identifch: 
sin’ -Iudu A= sin’ "uduA 


1 
+ 2; sin’1u cosu X — 2m? sinucosuduA, 


folglich : 
A 


Si sie- uduA— " 


” 


7 
J 0 ’ sinr-udu A— - J — —E 


T 


= are - 
= S, "sin’-Sudu —— /. "sin’Sudu A JA "sin’—ydu A 


. ” 7 
— 3 v-3 — GE 4 v—l . 
+ zu j, sin udu\— S. sin’-ludu A 


Wenn man der Kürze wegen febt: 


T 
2 — — 
A,_ı= S. sin’-Iudu)V I—m?sinzu, 


fo giebt dieſe Gleichung: 
_ @-Dm+w—3) 


v4 
— um? A,_s— 75 A,-;. 


A,-ı 


Benn » eine ungerade Zahl ift, fo hat man: 


2m? — 1 1— m? 
a&=E,, A= ama E,+ 25” F. 
und wenn man von dieſen Werthen ausgeht, ſo kann man leicht 


A,, A,.,.... berechnen. 
Wenn » eine gerade Zahl ift, fo find die anfänglichen Glie- 


der der Reihe: 





3 
A /. sinudu Y 1—m?sintu, 


Au [ U sintüde U Im 
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Zur Beſtimmung diefer beiden Integrale wollen wir cos æ — x 
feßen, fo verwandelt ſich das erfte unmittelbar in: 


JS ev rreE nf Var 
wenn man — a fett. Run bat man aber: 
— reg VRR Het, 
folglich: | 
Je er se=; rar (EEE), 
halle) JE 


m I—m)J' 


Das zweite Integral läßt fich fucceffive in: 











A;— S, j sin u (I - cos?u)du V T m? einzu 
= Am [ "2rdey ae 
verwandeln; aber die theilweife Integration giebt: 
” 3 - . 
Jra — al — 
folglich: | 
1. ıyı 
m/f x2dr Vete=; (= — a? A, ) 
n? 1 3 1 I 
A=(47 A Ar u 
und endlih: 


__ dm—1 (1i—m?) (3m’+-]) 1-+m 
Da ee a EV 


Da Die beiden erften Glieder der Reihe befannt find, fo kann man 
Die folgenden leicht berechnen. 
In dem befondern dalle, wo m=0 ift, hat man: 


l,,—_ 
GV) .: 
=I IL pr. Ä 
r (5) S sin’ !ydu 
92 _ n 
1 _N\» v 
EV”) 1,76 
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und folglich: 


| SIT) a \ 


in welchem Integrale die Veränderlichen pofitiv find und der Be: 
dingung: 

z22-+y?-+z2?-+. . * 1 

genügen. 

, 129. Die vorhergehende Rebuctionsmethode läßt fich unter 


der folgenden allgemeinen Form darftellen. 
Wir wollen annehmen: 1) daß dad gegebene Integral: 


S=///... dedydz... Fix,y,z,...)Flf(&,y,2...)] 


ſei; 2) daß die der Einfachheit wegen als pofitiv vorausgeſetzten 
» Veränderlihen z, y, z,.... immer der Bedingung: 


B(&,Y12,.. J< 0 


DE Beh He befimmre  befannte Werte &, T annimmt. man 
man febt: 
1—=y=2... —=(, $=0; 
4) daß das Integral: 
SJJ...dedydz... F(x,y,z,...) 


zwifchen den Grenzen: 
z—=y=2...=(, G, y„z2,..) < t 


genommen, betannt und —=f(t) fei, und endlich 5) daß man, wenn 
die zweite Bedingung : | 


a9, 2%...) St 


mit der erfien: 
B (Ü,Y2,..- <o 

nicht im Widerjpruche fteht und 8 fi von t, bis T fletig ändert, 

alle Syſteme von Werthen von x, %, 2,.... wiebererhält, welche 

der erfien Bedingung genügen; fo hat man: 


f T RC) 
8* PM F (t) — dt. 


Die Richtigkeit diefes Lehrſatzes wird einleuchtend, wenn man in 
dem allgemeinen Falle die bereit an dem befondern Beifpiele 
gemachten Sclüffe wiederholt. : 
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As erſtes Beifpiel wollen wit das Integral: 


_ _ 1— ar u— Y—. 
S= Sf... dadydı... zr-1yo-1 7-1, (I) 


betrachten, worin bie Größen p, g,r,.... & B, 7,.... beliebige poſi⸗ 
tive Conftanten, a, b, c,.. hleiiere | Gonftanten als die inheit, 
m eine pofitive Größe >1 und a, y, Zr... Veraͤnderliche bezeich⸗ 
nen, welche alle pofitive Werthe annehmen fönnen, bie ber Bes 
ingung: 


+ yP-+-D7-+... <i 


genügen. 
Wenn man febt: 


m 1—ar— by? — cr —... 
A1-a— yo... 
f=///...dedydz...er-Iyrlzı..., 
indem bie Grenzen durch die Bedingung: 
Ge mn <m—1 


ve =) (Fa) 


beftimmt werden; fo Mi man: 


— 82⸗. did). 


Kerner hat man nach dem beheſate von Dirichlet: 


en: ce =) e-spr(e Or (rl). 


r(ir£&+1%...) 9 


"OO: ee. | 
ee 


Wenn bie Conftanten a, b, c,. . einander gleich find, fo fin 
det man, wenn man ber Kürze wegen: 


m=B, -+ 54 — ..zk 


oder: 








und folglich: 





fest: 





— — —— — e 
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und folglich: 


*1 
See en * 
1—a?—y?—2, 5) r -) 
in welchem Integrale die Weränderlichen pofitto find und ber Be: 
dingung: | 
z2?+-y? +2? +... 1 


genügen. 
129. Die vorhergehende Reductionsmethode laͤßt ſich unter 
der folgenden allgemeinen Form darftellen. 
Wir wollen annehmen: 1) daß dad gegebene Integral: 


Ss=//.. . dedydz... F(z,y,2,.. JElf®,y2,.. .)] 


fei; 2) daß die der Sinfahheit wegen ald pofitio vorausgefeßten 
» Veränderlichen x, y, 2,... immer bi Beten 


p(, y, ⁊,.. )< — 


genügen a ne Fe, z * a an 
man ſetzt: 
I=y=2... —=0, $=0; 
4) daß das Integral: 
JJJ...dedydz... F(x,y,z,...) 


zwifchen den Grenzen: 


eym..=0,flayz.)<t 


genommen, betannt und —Ff(t) fei, und endlich 5) daß man, wenn 
die zweite Bedingung: | 


fayıı..)Qt 


® 


mit ber erften: 


BE (Ü,yı2,.. )< _ 


nicht im Widerfpruche fleht und & fich von % bis T ſtetig ändert, 
alle Syſteme von Werten von z, %, 2,.... wiebererhält, ‚ welche 
ber erften Bedingung genügen; fo hat man: 


s=-/,ro% EIN a. 


Die Richtigkeit dieſes Lehrfages wird einleuchtend, wenn man in 
bem allgemeinen alle die bereit# an dem befondern Beifpiele 
gemachten Schlüffe wiederholt. 
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Wenn man bie allgemeine Formel anwendet, ſo ui man: 
s=(V ı) —x fe rau 
2 TE =) IF 


Setzt man aber t=9% und berädfichtigt die Relation: 


T(a)T(d 
N sera-na=7 00, 


fo findet man: 
ı 2-1 1-1 _ ı 12a | Wo ar 
S. Vir==/, Vi-at ‚ver 
=— 5 ra. „ van + N: or 497 14 


-— TEMX. ‚TG r@rG). 
re) ren) 


—— TE, 70] 
6) Lr@r)'rGe) 


Aus biefer Gleichung, in Verbindung mit der befannten Re- 
lation: 





Tpal@=- sin fm 
ergiebt fich fucceffive: 


Sev- 8-7 
Ja vZER=36-1) 
SI: dedy de = Vie Ina T@ ], 


JS wars VEREB-EC-D) 


$. 130. Um die neuen Hülfsmittel beffer Kennen „ee „ernen, 
welche die Analyfid. durch Diele finnreichen Verfahru ten ger 
wonnen hat, wollen wir mit Catalan noch dad —* 


gen Ordnung: 





⸗ 
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betrachten, und annehmen, daß die Integratiousgrengen durch bie 
Bedingung: 


2? 2 „? 
Batratent- 1 T 


beſtimmt feien, indem vorausgeſetzt wird: 1) daß die Veraͤnderli⸗ 
den nur pofitive Werthe befommen, und 2) daß außerdem bie 
Conftanten k, a, b, e,.... ungleich und fo befchaffen find, daß 
man bat: 

k? >a®? >b?>c?... 


Um die Integration au verzichten, wollen wir a neue Veraͤnder⸗ 
liche %, u, »,.... für die urfprünglihen Weränderlichen x, y, z,.... 
fubftituiren, indem beide durch die Gleichungen : 


x? og 2? 
at mtaat- ml 


22 y 22 
+ wm» trazst-=l 
a? 


y’ »”, — 
v? — a! + v?—.b? + v2 -—.c! +. =1, 


miteinander verbunden find. Wenn » —=3 ift, fo find dieſe Glei⸗ 

chungen diejenigen, welche zum Uebergange von einem Spfteme 

rechtwinkliger zu einem Syſteme elliptiiher Coordinaten dienen. 
Um die Grenzen biefer neuen Weränderlichen zu beflimmen, 


u— 0? 





„muß man den urfprünglichen beliebige Werthe beilegen, welche der 
Bedingung: 


2? y? z3 
etetnat- St 
genügen, und dann, indem A? den pofitiven und Heinern Werth 
als die Einheit, welchen der erfte Theil diefer Ungleichheit ans 
nimmt, bezeichnet, die Gleichung: 
=? + y? + 2 —p 
t— a 'ı a Tı-a +.= 
auflöfen. Die a Wurzeln diefer Gleihung find alsdann die den 
angenommenen Werthen von 22, y?, z?,.... entfprechenden Werthe 
von A2, u?, v°,... Wenn 3. B. n=3 ift und 2, y, z find bie 
rechtwinkligen Goordinaten eined auf dem durch die Gleichung: 
x? y3 z3 
Batreetee >! 


ausgebrüdten Ellipfoide liegenden Puncted; fo find die drei Wur⸗ 
zeln der Gleichung mit t die Quadrate der elliptifhen Goordina- 
ten dieſes Punctes ober die Quadrate der Parameter der ſich in 
diefem Puncte durchſchneidenden Drthogonalflächen. Es läßt fi 
leicht zeigen, daß die Wurzeln der Gleichung mit t reell und 


E Ä 2m 


| — — — 

. ungleich find *), wodurch alſo die Moͤglichkeit ber angewandten 
Coordinatenverwandlungen nachgewiefen if. Ferner leiten die 
Wurzeln A?, u?, v2 diefer Gleichung bekanntlich der Bedingung: 

rd 2 >a? >u?>b?>1V?>c!... 
Senüge, woraus erhellet, daß jede der neuen Veraͤnderlichen, mit 
Ausnahme von %, zwifchen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern 





*) Denn wenn, wie vorausgefegt wird, bie Sonftanten a, b, c,.... ber Be: 
dingung a >b >c.... genügen, fo braudt man in der Gleichung : 





a? y? 22 
te Tora mel 


nur fucceffive zu fegen: 
I=—®, t=a!+e, I=b!+e, 62 I 8, 





tza+ßyY 1 
durg weldhe ubfitution bie gegebene Gleichung in bie beiden folgenden 
zerfällt: | 

(ae) | _ lad) Kae) _ 
. (a—a? 24-6? + (a—b52)?+-£? + («2 + + „—l, 
__E_ yß 26 J 
— * — + (a c3)24-6? re=0 


wovon bie zweite offenbar erforbert, daß 4 0, db. h. die Wurzel £ reell 
ur ift. Die erfte biefer Methoden feheint, wie Lioupille bemerkt bat, auf 
transcenbente Sleihungen nicht wohl anwendbar zu fein, namentlid in 
dem Falle, wo ber erfte Theil ber Gleichung eine Convergente Reihe mit 
unendlich "vielen Gliedern ift; denn alsbann muß man a priori wiſſen, 
daß die betrachtete Gleihung nicht mehr als n Wurzeln hat. Man muß 
folglich zu dem finnreihen Kunflgriffe von Plana feine Zuflucht neh: 
men, wenn bie Zahl n unendlich ift, und die Gleichung Tann alsdann auf 
folgende Form gebradt werden: 
Z Kai —h!, 
t-—a 


Seht man: 
I=a+eP Vi. 
fo findet man: . 
(a a-BV=N)_). 
(«—a)? + 

‚woraus fi) ergiebt: 
æꝰ (œ - a) 


— 2n, PZ 
Gr we 


a? . 
Gert 


J 
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betrachten, und annehmen, daß die Integrationsgrenzen durch die 
Bedingung: 

ea y? 


22 < 
Beats n 


beftimmt feien, indem vorausgeſetzt wird: 1) daß die Veraͤnderli⸗ 
hen nur pofitive Werthe befommen, und 2) daß außerdem bie 
Conftanten k, a, b, c,.... ungleich und fo befchaffen find, daß 
man bat: 


k? Sa>b2>c... 
Um die Integration zu verrichten, wollen wir » neue Veraͤnder⸗ 


liche %, u, »,.... für die urfprünglichen Veraͤnderlichen x, y, z,.... 
fubftituiren, indem beide durch bie Gleichungen : 


23 og z? 

Hartz tat- ml 
22 y 22 

—— 4 7 trazat-=I 


I x __ — 
t, 


miteinander verbunden find. Wenn n =3 iſt, fo find dieſe Glei⸗ 
hingen diejenigen, welche zum Uebergange von einem Syſteme 
rechtwinkliger zu einem Syſteme elliptilcher Coordinaten dienen. 
Um die Grenzen diefer neuen Veraͤnderlichen zu beflimmen, 
„muß man den urfprünglichen beliebige Werthe beilegen, welche der 
Bedingung: 





* y z? < 
at set at“ 1 


genügen, und dann, indem A? den pofitiven und Hleinern Werth 
ald die Einheit, welchen der erfie Theil diefer Unglei heit an⸗ 
nimmt, bezeichnet, die Gleichung: 

2 PL 10m 

t— a 't—# ' t1— a r.= 
auflöfen. Die a Wurzeln diefer Gleichung find alsdann die ben 
angenommenen Werthen von 2, y?, z?,.... entfprechenden Werthe 
von 22, u?, »?,.... Wenn z. B. n=3 ift und z, y, z find Die 
rechtwinfligen Goordinaten eines auf dem durch die Gleichung: 


x? y2 z? 
2 — a? + k2— b2 + B_oa- 1 


ausgebrüdten Ellipfoide liegenden Punctes; fo find die drei Wur⸗ 
zein der Gleichung mit & die Quadrate der elliptifchen Coordina⸗ 
ten diefed Punctes oder die Quadrate der Parameter der fich in 
diefem Puncte durchſchneidenden Drtbogonalflächen. Es läßt ſich 
leicht zeigen, daß die Wurzeln der Gleichung mit t reell und 


% 


E Ä 2m 


un lei find *), wodurch alfo Die Möglichleit ber angewandten 

Coorbinatenverwanblungen nachgewiefen if. Ferner leiten bie 

Wurzeln A?2, a?, v2 diefer Gleichung bekanntlich der Bedingung : 
rd 22 >a? >u? >b? >vV?>c2.. 

Genüge, woraus erhellet, daß jede der neuen Beränderlichen, mit 

Ausnahme von %, zwifchen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern 





*) Denn wenn, wie vorausgefett wird, bie Conſtanten a,b, C,.... der Be: 
bingung a >5 >c.... genügen, fo braudt man in ber Gleichung 





a? y? 22 — 
te tra tem 


nur fucceffive zu fegen: 
I=— a, t=a+: t=b?+e t=cdate,.., tm %, 
wo & eine pofitive unenblid Feine Größe bezeichnet, und dann bie Bei: 
hen zu bemerken, welhe der Werth bes erſten Be biefer Gleichung 
annimmt, um behaupten zu koͤnnen, daß a? und 62, an D bie 
Grenzen ber Wurzeln 42, u?, v?, .... berfelben Steichung f Ind. Wenn man 
für A? die Größe — h? gefegt bitte, fo wären die Grenzen ber Wurzeln 
— @ und a?, a? und 62, 5? und c?,.... geweien. Plana bat fid zur 
Nachweiſung der Realität der Wurzeln diefer Gleihung eines andern: 
Verfahrens bedient, welches darin beſteht, baß man feßt: 
tIzar ß YA N 
he welche Subſtitution die gegebene Gleichung in die beiden folgenden 
zerfi 
Ei 2 (ae?) y (a5?) 2,(a—-c?) 
— — „| 
ums (a—a2j2+£ 4 ——— + ee r 
(a—a?)? +6? — RR 
wovon bie zweite offenbar erforbert, daß R=V0, d. h. die Wurzel £ reell 
‘ ift. Die erfte diefer Methoben fcheint, wie Liouville bemerkt hat, auf 
transcenbente Gleichungen nicht wohl anwendbar zu fein, namentlid; in 
dem alle, wo ber erfte Theil der Gleichung eine convergente Reihe mit 
unendlich vielen Gliedern ift; denn alsdann muß man a priori wiſſen, 
daß die betradytete Gleihung nicht mehr als n Wurzeln bat. Man muß 
folglich) zu dem finnreihen Kunftgriffe von Plana feine Zuflucht neh⸗ 
men, wenn die Zahl n unendlich ik und die Gleichung kann alsdann auf 
folgende Form gebracht werden: 


..060, 


Z Ka —=h? 
t-—-a 

Seht man: - 

=a+pr vi: 
fo findet man: . 

(a —a-AYV I) __ 
(«—a)? + P? * 
woraus ſich ergiebt: 
_w(a-a) 2 a: — 
(aa + =, BE (—0)?+ ⸗ 


233 ® 


ber Reihe a, b, c,.... liegt. Um feruer zu wiſſen, daß dieſe bei⸗ 
ben Glieder die Grenzen ded der neuen Veraͤnderlichen entipre- 
chenden Integrales find, gehen wir zu den Werthen von x?, y?, 
z2,...., welche $unctionen von A2, 42, »?,.... find, zurüd, und® 
welche nach der Eliminationsmethode von Binet durd folgende 
Gleichungen gegeben werben: 

(-22)(d— u) —v?).. 

+ (a—b’fa?—c?)... =, 
(120? —u)b?-v2).. _ 


y 4 (22 4)-.. =, 
(-A2-uNC—v2).. _ 
Teen N 


Run ift aber bie zweite dieſer Gleihungen abfurb, wefern nicht 420 
d. h. die Wurzel t reell ifl. Die gegebene Gleichung hat alfo keine 
imaginären Wurzeln, unb um zu beweifen, daß fie auch Feine gleichen 
Wurzeln bat, braucht man nur zu bemerken, daß die Griftenz einer reel: 
len vielfahen Wurzel die Griftenz ber abfurden Gleichung: 


ur Folge haben würbe. Der vorhergehende Beweis gilt felbft in dem 
alle, wo bie gegebene Gleichung folgende Korm hat: 


a2 

* (), 
indem (dt) nicht mehr eine bloße Conſtante, ſondern eine Function von 
folder Beſchaffenheit ift, daß ſich bie Größe: 

fl +PyY=m 
auf die Form: 

A-B VA 
—A — ——— Dierk Sleihung 

! 


Aus dem eben Geſagten folgt, daß, wenn F (f) eine algebraiſche ober 


transcendente Bunction ift, weldye fi in einfache Factoren zerlegen Läßt, 
fo daß man Hat: g 


I\m/, 1\n/,  1\p 
. FE) ( -) (1-5) (- -) nn 


wo &, a, b, c,.... beliebige reelle Gonftanten und m, n, p,.... pofiti 
GErponenten bezeichnen, die Gleichung: R, Pr... pofitive 


Pr 
Fo =f(f) 
weber imaginäre, noch gleihe Wurzeln hat’, fo lange bie tior 
bie oben angeführte Bedingung erfüllt, was daraus folgt, —— 
F() _ m n p 
Io mtr 
iſt. Bir wollen. ;. ©.: 
. F (t)= cos t 


Y 


. \ | 24 
Setzt man in diefen Gleichungen: 

I) z=y=z..=(, 
sin welchem Kalle A=0 iſt; fo findet man: 
| » za, u=b, v=c,.. 
und: | 

2) = —- a, !=r=0,... 
fo ft A=1 und: 

ek, u=b, v=c.,..., 

Die Grenzwertbe von A find folglich k und a. Ebenfo würde 
bewiefen, daß a und 5. die Grenzwerthe von u find, ıc. Man 
muß folglih, um alle Elemente des Integrales S zu umfaflen, 
jeder der Weränderlihen %, u, v,.... alle Werthe beilegen, welche 


wifchen den beiden Conftanten liegen, die dieſe Weränderliche zwi: 
Ien fich (ließen. 
Bezeichnet nun A, den Bruch: 
Lo (42-0?)(u2—02)(v? -- 02)... 
FETT (2 02)(6? - 02)(c2—e2)... 
fo hat man, vermöge ber Formeln, welche zur Vertauſchung ber 
wnabhängigen Weränberlichen dienen: 


dedydı...=Mv...dadudv...V Duäu,, 


und: 
Ta 
0 a+ 52 
fegen, wo a, db, zwei reelle Conſtanten find; fo erhalten wir die beiben 
leihungen: | 


ober: 


ltangt- — a, tang=— a— bit, 
welche man bereite unterfuht hat, und deren Wurzeln veell und ungleich 


inb. 
Sept man FU, fo rebucirt fi) die Gleihung: 


Fo 
auf: 

o_, 

F(i) ’ 





und wenn fol üch F (t) die weiter oben angegebene Fo t; 
—— gegebene Form bat; fo Hat | 
j Fo)__ 


lauter reelle und ungleihe Wurzeln, woraus leicht erhellet , dag bi . 
ung (t) 6 auch lauter reelle Wurzeln hat, worunter a € Ölei: 
lad Wurzeln. fein Tönnen. u. uch gleiche oder 
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und folglich: 


ıfolc — — 
— ...dAdudv...Auv...V Ardudr. 


Andererfeitö findet man, wenn man auf bad Integral S unter. 
feiner erften Form die Formel von Dirichlet anwendet: 
1 _NR 
zV* 


—— V EZIR—IIRT—E)..., 
3) 


J (+ 
folglich: 


k bi/c — 
SSl: Add. udu.vdv...V A2A,A, 


1 _\n 


Diefe Formel läßt fich vereinfachen; denn alle Differenzen wie 
r2 — u? find offenbar unter dem MWurzelzeichen des eriten Theiles 
zum Quadrate erhoben, und man hat folglich ohne Unbeftimmt: 
beit der Zeichen und ohne imaginäre Größen: 


ıfbfe P (A2 — 3) 
... A KL. . d ... — — 
IHHL a * Fe DD’ 


1 2) 
= en V (R?—a?)(k?—52)(k?—c?).... 
wo P ein Product aus Factoren von derfelben Form, wie der 
darauf folgende bezeichnet, während, wenn m die Gonftante be⸗ 
zeichnet, welche in der Reihe a, b, c,.... denſelben Rang einnimmt, 
als o in der Reihe A, u, »,...., dad Zeichen D, dad Product: 
(a2- 0?)(b?—0?) (c?—o?)... 
(I? — 0?) («?—m?)(o?—n?)(o?—p?)...(o?—t?) 
ausdruͤckt. 
Wenn die letzte Conſtante 22—0 wäre, ſo reducirte ſich der 


Factor 0? — t2 von De auf 0? und der Factor o außerhalb des 


Wurzelzeichens unter dem Integralzeichen würde aufgehoben, und 
man hatte: ' 


k b c P (A? — u?) 
J I b ... di dudı ... V D4D’uD’v 


1 _ ‘nr 
ev: 


u 


wo D, glei: 
15 
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(a?—0?)(b?—0?)(c?—0?) ...(12—o?) (o?—m?) (?—p?)(o*— 8?) 
if. Setzt man in bieler legten Formel n = 3 und berechnet 
T'(3) vermittelft der befannten Gleichung : 


Tua+)=ul(), 
welche fucceffive giebt: 
Ti+9=T9=-4TW=4V m 
Ti+9=-T9-ITd=4V % 
fo fommt man wieder auf das zuerfi von Lamé angegebene 
dreifache Integral. 


Ein und zwanzigſte Vorlefung. 


Neber den Uebergang vom Reellen zum SImaginären bei der Berechnung be: 
flimmter Integrale. — Beflimmung einiger befonderer Integrale. 


$. 131. Bei der Auseinanderfeßung des fo finnreichen Ver: 
fahrens, welches Dirichlet zur Reduction gewiffer vielfacher 
Integrale angewandt bat, mußten wir und auf eine fehr merf- 
würdige Formel flügen, welche zuerft von Euler angegeben und 
dann von Poiffon flreng erwiefen ift. Der fehr weitläufige und 
fhwierige Beweis Poitton’s ftügt fi) auf die Integration 
eined Syſtemes gleichzeitiger Differenzialgleihungen, was in der 
That ein Umweg if. Um diefe Schwierigkeit zu befeitigen und 
bie Beflimmung eines beftimmten Integrales nicht in den zweiten 
Theil der Integralrechnung zu verweilen, wellen wir in dieſer 
Borlefung den Gegenftand zweier Abhandlungen von Cauchy, 
welche vielleicht die merkwürdigften und am mwenigften bekannten 
Arbeiten diefed großen Analnflen find, näher erörtern. Die erfte 
Abhandlung kommt unter dem Titel: Memoire sur les integra- 
les definies in den Memoiren der Parifer Academie und die ans 
dere unter dem *itel: Recherche d’une formule generale qui 
fournit la valeur de la plupart des integrales definies con- 
nues et celle d’un grand nombre d’autres in den Annales 
des Mathematiques par Gergonne, t. XVl und XVII vor. 
Uebrigens haben wir in diejer Vorlefung auch die wahren Grund: 
lagen des Weberganges vom Reellen zum Imaginären und ein fehr 
nnreiched und allgemeined Berfahren zur Beflimmung einer 
enge beftimmter Integrale angegeben. 
8 fei F (z) eine beliebige Function der Weränderlichen z 
und 2 felbft eine Function von zwei andern Veraͤnderlichen x, y;5 
fo werden die Ableitungen des Integrales /F(z)dz in Beziehung 
auf z und auf y refp. ausgedruͤckt durch: 


1. 4 a _ 
FOZ=-F@)D. F@) z =F(@z)D;z, 
und die Ableitung der zweiten Ordnung beffelben Integrales in 


Beziehung auf z,y ift entweder: 
D,.F(@)D.z, 


E 
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oder: 
D,.F(z)D,z, 
und folglich hat man: 
D,.F@)D,z=D,.F(@)D;z. 


Die Richtigkeit diefer Gleichung kann man direct nachweifen, wenn 
man die angezeigten Differenzirungen verrichtet. Sie ift identiſch, 
oder findet ftatt, was für eine Function von z,y man aud für 
z nehmen mag, und fogar dann, wenn diefe Function zum Theil 
reell und zum Theil imagindr if. Wenn z. B. wu und v zwei 
beliebige reelle Zunctionen von x und y bezeichnen, fo kann man 


ſetzen: 
z=u-4tv v1. 
Segt man alödann: 
Futer D=U+VV Zi 


und; 
dv du do 
U-—-V.=P, Un Ya 


do du dv du 
VE+VE=R US+VE=S 


fo verwandelt ſich die Gleichung: 
D,.F(@)D.z =D,..F(z)Dy 


dP , dR —_ 1 dS — 
„ta FF atz 


und zerfällt nothwendig in die beiden andern: 
dP_ dO dR__ds 


dy da’ dy de 

Man kann auch die Richtigkeit diefer beiden Gleihungen durch 
Differenzirung nachweifen; fie enthalten Die ganze Xheorie 
des Ueberganged vom Reellen zum Imaginären, und es ift nur 
noch die Art ihrer Anwendung anzugeben. Wir wollen beide 
Xheile diefer Gleichungen mit drdy multipliciren, fo verwandeln 
fie fih in: 

dxd,P =dyd,Q, dıid,R= dyd.S. 


Integrirt man nun in Beziehung auf x und y zwifchen den Gren⸗ 
zen 24,X5 Yo, X, fo läßt fich die eine diefer Integrationen immer 
verrichten, und wenn man die xo, X oder %9, entfprechenden 
Werthe der Zunctionen P,Q,R,S mit P,, Py, Ry, By, Oo 
Qx, Szy Sx bezeichnet; fo hat man: _ 


— 
x x Y Y 
SFpra— f} P. de= /, QAxdy -f} Q., dy, 
X X Y Y 
Fine fine fina fine 


wobei. jedoch voraudgefegt wird, daß die Zunctionen P,Q,R,S 
zwifchen den Integrationögrenzen immer einen beflimmten Werth 
behalten. 

"Wenn man febt: 


u—(0, X=r; % =(, Y=y 


und mit p, r und g, 8 bie Werthe bezeichnet, weldhe die Functio⸗ 
nen P,R für y=0 und Q,S für 2=0 annehmen; fo fommt: 


le21_ l 2.2. _ leon._lY 
Sera Sera Sau f} os 
NS "Rar— [ra f ’ say f’ say. 


8. 132. Anwendung 1. Es fiu=r, v=y, fo hat 
man: | 


U+VVZi=F(+y VA), 

=—1 

de 14 

P=U, Q=-—-V, R=V, S=U. 
Setzt man ferner: 

Fa)=o, F(yVZ-n) = VVVA, 
fo bat man: 

p=w qg=—V, r=0, s=U 


und folglich: 


[var — —— [ven 
. 0 4 o . o 0 

0. _ len. _ [9 
S. Ver— S. Udy J. Udy. 


Diefe beiden Gleichungen können durch die eine: 
S"Fe+rv ma [Fe 
— [| /’retrvma—[!FavDa ] 


vertreten werden. 

Beifpiel. Es fe: 
 F=e, 
fo hat man: 


2% 
U=eyv’e-” cos2ıry, 
V=— e"e-"sin?2ry, 
we”, U=e?, V=(, 
und folglich: 


ey? S. "22 cos 2rydı — e=”" ꝰ @*sin 2rydy = f: e*?dr, 
0 


es” S. "sin ryde +e=” fi es? cos 2xydy — f: er dy. 


Wenn man die zweite der Grenzen in Beziehung auf 0 
ſetzt, ſo verſchwinden die beiden Groͤßen: 


e-” or sin2zydy, e”” Sr er’ cos wu 
und für ma bat man blos: 


(eo) 8 , 4 
S. e? cos 2ardı=e e"dr=!r’e?, 
o 0 


x (’a 
J. e2”sin 2ardr =e-" J. e” dr 


Anwendung 2. Es fei u=ar, v=ry, wo a eine con⸗ 
ftante Größe ift; fo hat man: 
U+VV-i=Fl(art2yVT7I), 
du dv du de 
—=4d, Fri: |) dy =(, dy 
P=alU—-Vy Q=—Vz, R=Uy--aV, 8* Ur. 
Sebt man ferner: 


=, 


F(u)=w, F(O)=k, 
10 hat man: 
p=au, g=d, r=0, s=0, k=0, 
wofern k nicht unendlich iſt. Hiernach hat man: 


a / "Urde—y / "Vade—a f "ode Vay, 
Udrta f "Vera — | 
Diefe beiden Gleichungen koͤnnen auch durch die eine: 

arm /, "FlartıyVmde—a / "Flar)dr 
av S Flat VD 


erfeßt werden, und man kann diefen beiden Gleihungen auch fol- 
gende Form geben: 





BEER: 
* Udr = 75 | fünf Yvay +5 / "war, 
* var— ſa/, va? Vay | -35/.'o.r. 


Wenn ber Oren werth von x fo befchaffen ift, daß die beiben 
Größen zU, für jeden Werth von y verfchwinden; fo bat 


man: 
= f? Udy—z / " Vay=0 
und folglich: 


x & Fr, 
Sem af, win 
—2 x 
J. Ver = — uf. awdr. 


Zern man y==b fest, fo kann man für dieſe beiden Gleichungen 
ie eine: 


(a+bV) S ”F Kat VvDe] dr= S[ # 4F (ax)dr 


ſetzen. In fehr vielen Faͤllen verfchwinden U und V für =, 
und man hat alddann: 


a+vDf” FlatsvDelde- f Fo)dz. 


Wenn man in diefen Gleichungen ſetzt: 
Fea)=eife@) 

wo » eine beliebige reelle Zahl ift, fo hat man: 

Fla+5VvI2]=(u +bV Dar flar+beVZn 
und wenn man feßt: 

o=rcosa, b=rsinß, 

fo ift: a+bV-I=r(cose-+V-isinß), 

(a + VD =rtt[cona- Yatvylsin (1) 
folglid : 





Ai 1 f[r(cosa+VIsinp)z]dr 
ee [7 zr-i (a) de. 
Außerdem hat man: 
a?+b’ ser, amearetang >, 
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wodurch immer der kleinſte Bogen bezeichnet wird, deſſen Tan: 
‚gente — ift, und wenn man febt: 


firtosat YITsna]=U+VV; 
fo ift diefe legte Gleichung gleichbedeutend mit den folgenden: 


na * 
SL Ur Idr= AT T. ar a)de, 


(+39? | 
a 
SE Ver-ige— rt S. ar-1f (2) de. 


(459% 
Beiſpiel 1. Wir wollen f)=e”* fehen, fo kommt : 


ii 
zrle=e (cosbz-- VI sin br) dx 
0 
cosna — VA sin no * 
= nn — S. zrle-x dx, 


x cosna ‚® 
/ zrigmer cos brdr = —— er-lerzde, 
0o 


0 Ä Zu 
(a? + b2)2. 
”@ , sinne © 
zr-le=e sinbedr = = ar le=esdr. 
0 0 
(a? + — 


Wenn man bemerkt, daß das Integral: 


on 
er le-rde 
0 


genau bad durch T(n) begeichnete ift, fo verwandelt fich die erfte 
diefer Gleichungen in: 


SE arte—(a+dVY Ted — m 
0 ” 
Menn man a=0 ſetzt; fo hat man: | 

’ . 7 
e=artaga=yz, r=b, 


A b pofitiv iſt, und wenn man alsdann a für ſetzt, fo er- 


t man: 
ro | — 
a⸗1 =_ e 
J. ze-lebzeV 1 — T (a), 


d. h. genau die Euler’fche Formel, Del mit den beiden Glei⸗ 
chungen : 








e cos &E 
J. werloosbrdr— : * T(a), 





— 


f? ar sin Z 
I. re! sin brdı = T' (a) 


be 
gleichbedeutend ift. 
Wenn man in der Euler’fchen Formel z=(y-+B)?, a4 
fest, und die Gleichungen : 





n j 1 - 
cos 4 = sin, = Y:' Tp)= Vr 


berudfichtigt; fo findet man: 
& _ — ı+Y-i 
S _n Ay’) Y = V Je- &8 —— 


welches die zweite von Dirichlet angewandte Formel iſt ($ 124). 
Beifpiel 2. Setzt man: 
= ertn, 
fo erhält man: 
far +bz VI) 
⸗ex- (adeſcos 2bæ (ax c)—V-1sin2br(ar-+ c)], 
U= eat cοÊsS 2br (are), 


V=— eir-(te2singbr(ar-+t c), 
» eo) - 
zn-Ied?22- (artc)? bos2br (ar-+c)dr 


€ o 


cosna % 
— — ? 2n— 
= este? zul de, 


(a2+ 53? 
08 
S. ar ed’rr-(artc? sin 2br(ar+ ec) dr 


_ —Z_ S. ste gn-Idr, 
n o 
(a? + 52)? 

8133. Wir wollen und bei der Anwendung diefer Princi- 
pien nicht länger mehr aufhalten und iR der Ableitung der allge: 
meinen Formel übergehen, welche den Werth einer großen Anzahl 
befimmter Integrale giebt. 

Wir wollen annehmen, daß die Function: 


Fie+yV—D 


bei jedem Werthe von y für == und bei jedem Werthe von 
z für y„=@ verfhwindet, und für alle zwifchen den Grenzen: 


=—o, ı=+o, y=(0, y=@ 


liegenden Werthe von z und y einen einzigen und beflimmten 
Werth behält. Wenn man die reellen, ober imaginären Wurzeln 


der Gleichung Fa) 7 0 fuht und mit z, 22, Zu, ..«. diejenigen 


y 


4 
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diefer Wurzeln bezeichnet, worin der Goefficient von VA pofitiv 
ift, und mit Fı,F3,F3,.... die Werthe, welche Die Probucte: 
eF (x, te), eF(&,-te), Fl, -+e),... 
befommen, wenn e ſich auf Null reducirt; fo findet man, wie wir 
gefehen haben, wenn man: | 
A=2n(F, +F,+F,+..)V {ZI 
fest: 


J [e ,) . 
oo F(eo)dr=A. 
Da diefe Formel die Werthe einem großen Anzahl beflimmter In- 
tegrale giebt, fo wird ed nicht uberfluffig fein, einen Directen Be⸗ 
weis derfelben bier mitzutbeilen. Diefer Beweis ergiebt fich, fehr 
leicht aus einem Lehrfabe, welchen wir in aller Kürze anführen 
wollen. Wenn naͤmlich F (x) eine Kunction von ſolcher Beſchaf⸗ 
fenheit bezeichnet, daß der Ausdruck F(x--yV-i) bei jedem 
Werthe von y für = tw und bei jedem Werthe von x für 
y=& verfhwindet und zwifchen den Grenzen: 
= 0,1=0, y=(, ya 

immer endlih und fletig bleibt, und wenn ferner F die Grenze 
bezeichnet, gegen welche Das Product zF (x) convergirt, wenn ber 
Zahlenwerth von x unendlich Hein wird; fo hat man: 


[Z. Fe)de=—aFvIi. 


Beweis. Um diefen Lehrſatz zu beweifen, wollen wir zu: 
nächft den Werth des Integrales : 


Sara 


fuhen. Man hat allgemein: 
D,F(£-+yV —D=V-IDF(e--yV ZI) 


und wenn man bie beiden Theile der vorhergehenden Gleichung 
in Beziehung auf x und y zwifchen den Grenzen: Ä 


integrirt; fo erhält man: 


SEES, Dr@tsVDaydr 
-vaf S KDre@ tv Dazay, 


und wenn man die Bedingung: 


Fee +ov-Z1=0, 
beruͤckſichtigt: 


\ 
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(Aro«- 


W 
V. FR+SVD-Fi-XHyV Did 
Wenn man nun der Größe X einen fehr großen Werth beilegt, 
fo erhält man fucceffive: 
A+yV-nF(Ä+yVD 
und folglich: 


.® F 
F(X-+yV-I= ihr’ 


— F 
woraus felgt: 


JSrae= va), [mratrale 
= FVaf, am arv 


Diefe letzte Gleichung wird vöHig fireng, wenn man Ko fekt, 
und man erhält alddann: 

= 

_„Fo)d&=—aFVQi. 

Wir wollen jedoch bemerken, daß die vorhergehende Kormel bios 
den der befondern Werthe des Integraled giebt, welchen wir dem 
Hauptwerth genannt haben, wenn dad beflimmte Integral: 


[ro« 


zu denen gehört, deren allgemeiner Werth unbeflimmt ift. 


Zufak 1. Wenn die mit F bezeichnete Größe verfchwinder, 
fo geftattet das gegebene Integral nur einem einzigen Werth, wel⸗ 
re ſich auf Nu rebucirt, fo daß man hat: 


>) 
Sr@a=0 
Sept man z. B.: 


Fin easy A—e_  wanyy Ina e® 
= Ir 1+2 Ira!’ 
fo findet man: 


® coosax+Y isinse un = da _ 
SZ — Mine Ns 
und folglich: 


2% 
DD cosar @ dr 
\ SZ 1442 dı= fl, Ira te 
SZ sin ax 
_o II dıe=0. 

Zufa& 2. Wenn F(x), F(x) zwei Functionen bezeichnen, 
welche, einzeln betrachtet, den in dem vorhergehenden Lehrſatze aus— 
gefprochenen Bedingungen nicht genügen; aber deren Differenz 
F(x2) — F(&) diefen Bedingungen genügt, und F, F bezeichnen die 
Grenzen, gegen welche die Producte zF (x), x F(x) convergiren, 


während der Zahlenmwerth der Veränderlichen x immer größer und 
größer wird; fo hat man offenbag: 


_, [F(&)— F(a))de= a (F—F)V-1 








und folglich: 
Sr @ar= [,F@ar+F- MV, 


wo die in diefer leßten Gleichung vorkommenden Integrale wieder 
auf ihre Hauptwerthe reducirt werden müffen. 
Wenn die Größe F verfchindet, fo hat man blos: 


oo — @d= [ „Fode+rFvVN. 


Zufab 3. Wir wollen annehmen, daß der Ausdrud: 
| | Fle+yV—D 
bei "jedem Werthe y für 2— 4 wo. und bei jedem von z für 
0 verfchwihdet; aber für ein oder mehrere Syſteme pofitiver 
oder negativer Werthe von x und für Nullwerthe, oder für pofl- 
tive Werthe von y unendlich wird; fo braucht man alddann, um 


das Integral: 
0° 
⸗ _ „Fade 


vermittelft der gegebenen Formel zu beftimmen, nur einen rationa= 
len Bruch ald Function von = von folcher Befchaffenheit zu fin 
den, Daß die Differenz F(x) — F(x) die in dem Lehrfaße ausge— 
fprochenen Bedingungen erfüllt. Wir wollen zunäcft den Fall 
betrachten, wo der Ausdrud F(xz-+yV-I) für z=a, y=b 
unendlich wird, indem b eine pofitive Größe, oder Null bezeichnet. 
Wir wollen der Kürze wegen feßen: 

atbvZi=ı 
und mit F, die Grenze bezeichnen, gegen welche dad Product 
(2e—x,)F(z) convergirt, während der Factor æ — rı gegen Rull 
convergirt; fo befommt die Differenz: 

F()— F, _ e-n)F@-Fı 
24 Zur 
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. . 0) 
im Allgemeinen für z—x, einen endlichen Werth, und wenn z, unter 


den Wurzeln der Gleihung = Fo) 0 die einzige iſt, worin der 


Goefficient von VI pofitiv iſt; fo erfüllt diefe Differenz die in 
Pr Lehrfage auögefprochenen Bedingungen. Man kann folglich 
etzen: 
— „ F, 
F@o)= a—2 #—a—b/ I 


und alddann findet man: 1) F=Fij, und 2) wenn b—0 if: 


* +X Fıdz . X—a\? 
ST, Fo d=F tim [% — =Fhlim4l (=) —=(, 
und wenn 5b pofitiv ift: 

F,dz 
SZ F(x)dı=lim * x — 75 
2 byY-dı 
— An Se NV 
Man hat folglich, wenn b=0 ift: 
je +) 
_.F® de—=n Fj v1 
und wenn b pofitio ift: 


Br F()de—=2#F, VI. 


Wenn db ne ativ würde, fo müßte man F(x)=0 ſetzen, und man 
bätte folglich : 








08 
_„Fo)dr=0. 


$. 134. Bei der Ableitung der vorhergehenden Formeln ba» 
ben wir gorauögefedt, daß das Product (2 — zı)F(&) gegen eine 
endliche Grenze F, convergirt, während der Factor 2— x, ohne 
Ende gegen Null convergirt. Wir wollen nun annehmen, Daß 
dieſes Product eine unendlihe Grenze habe und daß das Glied 
(z— 2,)"F (z) in der Reihe: 


«—-Ü)Fo), @—-a)F@),...., @ a)" F(&) 


da⸗ erſte ſei, welches eine endliche Grenze hat. Setzt man als⸗ 
ann: 


a2" Fa=fd=fa)+ — fa) +... 
a HR" HR) 


fo behält die Function $(&) für z=xr, im Allgemeinen einen 
endlichen Werth und erfüllt die in Dem Lehrſatze ausgeſprochene 
Bedingung. Da man außerdem hat: 





_ fa) 1 a) 4 | 
()=F(r) — | (— a,)m-1 — 1.2 (ze mm . 
fr), (a) ı 


— 1.2.3...m—1) - 
ſo iſt klar, daß man ſetzen kann: 





_f@) 1 fa) 1 
F@)= l (ve —a,)m1 + 1.2 (#—z,)m2 tr. 
fin-)(a,) 1 
. +i93..m—D sm 
Vermittelſt diefed Werthes von F(x) findet man: . 
ET) 
177 1.2,3...(m—1)’ 


und folglich findet die Gleichung: 


Sroa= [,F@d+=(n—F)VI 
ſtatt, wofern: 


— fe) (x) _% 1 n—1 
h= 23 m mn D, @—m)=F@e) 


ift. 
. In diefer VBoraudfekung, und wenn Fi =0 ift, findet man 
auch: 1) wenn fih 5 und die Ausdrude: 
f (m—2) (2), fe (x) , fer (x) yon 
alle auf Null reduciren: 
0 -) 
I F(x2)de=0; 


2) wenn 5=0 ift und einige derfelben Ausbrüde von Null ver: 
fbiedene Werthe befommen: 


, ⸗ * F(ED I wo, 
und 3) wenn 5 pofitiv iſt: | 
SE r@de=2rR,vA. 
Folglich finden die Formeln: 
SF ()de=aF,V71, _.F (&) de=2r=F, VI 


1 | 
flatt, wenn die Wurzel der Gleichung 5 0 eine imaginaͤre iſt, 
worin der Coefficient von VI pofitiv iſt, oder eine reelle Wur⸗ 
zel, für welche die Ausdruͤcke: 


fr), rt), fe (&),... 
verfchwinden. 
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Wenn der Goefficient von VI in der Wurzel x, negativ 
wäre, fo fände man die Formel wieber: 


I Fo)de=0, 


1 
und wenn die Gleichung Te ee 0 mehrere Wurzeln 2, u 
Xp .... hätte, fo müßte man, um den Werth von F(z) zu erhal- 
ten, welcher die vorgefchriebenen Bedingungen erfüllt, die diefen 
verfchiedenen Wurzeln entfprechenden Werthe von F(z) zufammen- 


abdiren. 
$. 135. Durch die vorhergehenden Formeln wird alfo bie 
Beflimmung der darin vortommenden Integrale auf die Beftim- 


1 
mung ber Wurzeln der Gleihung 75 = 0 zurüdgeführt. 
Die Formel: 


QGD 
/. F(e)dr=&A 
kann übrigens, wenn man will, durch die folgende: 
Q2 — 
⸗* Karen ya, 


—o@ 2 
erfeßt werden. 
Um die Begriffe zu firiren, wollen wir feßen: 


F(@)=$().x(o).Yvlw)...f@), 


wo $lu), x(v), Y(w),.... rationale Functionen von x bezeichnen, 
welde — in dem Falle vollkommen beſtimmt bleiben, wo man, 
nachdem VA fuͤr z geſetzt iſt, © einen beliebigen reellen 
und y einen pofitiven reellen Werth beilegt. Außerdem nehmen 
wir an, daß die Sunction f(x) für keinen endlichen reellen, oder 
imaginären Werth der Veraͤnderlichen z unendlich wird. Um bie 


Wurzeln der Gleichung Fa) = 0 zu erhalten, muß man zuvor bie 


der Gleichungen: 
1 1 1 
0,.. 


at 75 
ſuchen, worin die Functionen ꝙ (u), x (©), v (w),‘.... nach der 
Borausfegung rational find. Wir wollen ferner annehmen, daß 
Diefe Sleihungen aufgelöft feien, und ed ſei R+kVIeine ihrer 
Wurzeln; fo bat man blos noch Gleichungen von der Form: 


u=h+kV_L, v=eh+kVT.... 


aufzulöfen, wovon jebe eine einzige Wurzel liefert, deren Werth 
fich leicht beſtimmen läßt, wenn man für w,o,w.... irgend welche . 
Der Functionen: 


IRRE. BE 


—— IVñö, (1 +2 V- 1) 


l[rsin$-+- (rcos$ — x) VII] | 
genommen bat, wo 7, s zwei pofitive Größen find und S einen 
wifchen den Grenzen 0 und m liegenden Bogen bezeichnet Denn 
* man der Kuͤrze wegen: 
p=(h}+ kn2, @=-arctang 2, 
fo findet man für: 


1+2VII._ —XR ———— 


1-2VI = 1+%»sinot+p? 
für: . 
Kr —zvD=h+kVQi, 
Ä z=— e*sink-+(ecosk—r)V7T1, 
für: 
1(u+: v=i )= h+kVZI, 
= mh (dessk nv Ta 
u. ſ. f. 


Wenn man für u,0,w.... irgend welche der Functionen: 


sinbi, cosbrx, ebs, ebzV-i, ela+bVY I)«, 
Il +re»vi), I(t —reeVi),... 


nimmt. worin a, b beliebige Größen und r eine Bleinere Zahl 
als die Einheit bezeichnen; fo hat jede der Gleichungen : 
BEL 0 
u) op 
unendlich viele Wurzeln. Wenn 5.8. n eine beliebige ganze Zahl 
bezeichnet, fo fände man für sindr=0: 


nr 
z—=l, = a w=tT 
für cosbr—=0: 
m R 7,4 At1)r 
ty mt. „arbe 


ez—h+-kVTZT: 
1 
=: p+ — — ) —D——— 


und fuͤr: 





ai 
ea+IVYDz—h+ kV I, j 
lP+(3—e) vi 98x v2 

a "1 


Die mit A bezeichnete Summe beflände alddann im Allgemeinen 
aus unendlid vielen Gliedern und bad Integral: 


o 


fr 


würde durch die Summe einer unendlichen Reihe ausgebrüdt. 
— 136. Nach den verſchiedenen vorhin gemachten Bemerkun⸗ 
gen kann man aus den Fundamentalgleichungen eine Menge all⸗ 
emeiner Formeln ableiten, welche zur Beſtimmung beſtimmter 
tegrale dienen koͤnnen, wovon wir aber nur einige anfuͤhren 
wollen. Wenn r eine pofitive Größe und m eine ganze Zahl be 
eichnet, fo laſſen fich leicht die folgenden allgemeinen Kormeln ab- 
eiten: 
® R(x)—-F(—z) dr _ n 
. werk 
”F@W+F-e) rd _n 
o 2 trr 93 
@F()—Fi—n) ze 7 
Sa —— 
F) FCEA) rdæ * 
. ef rn -FEnIVI 


2 Kl) Ri— * | 
NT Es FO) -FEVmD) 
® _F@) 
JS ray i dr=0), 
x F(æ) 
SZ, Ieya = 3aF (rVZ1 ‚ 
S. 0 
un) Fey m R= g 


@ F(z) _ BER ——— an-IF(rY’(i) 
— Gy REN an 











gs fei nun (z) eine rationale Function der Weränderlichen 
und: | 


k+kvZi 


1 
bezeichne irgend eine der Wurzeln der Gleichung —., = 0, worin 


des Goefficient von VA pofitiv iſt. Zerner fein die Anzahl ber 
Wurzeln, welche gleich A+kV-i. find, e eine unendlich Fleine 
Größe und H,, £ feien zwei reelle Größen, welche durch die 
Gleichung: | | 


Moigne, Integralrechnuug. | 16 
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Ba+K,VT= 45 Di legt kVZI+0) 
beflimmt werden, welche Gleichung ſich in folgende: 
H-+-KV-I=es(h+kV-I+9 
verwandelt, wenn nur eine der erwähnten Wurzeln = kA+kVTT iſt. 
Endlih fei f(x) eine Function von ſolcher Belchaffenheit, 
daß die Gleichung: | 


1 
Te 


. feine Wurzel hat, worin ber Eoefficient von VA pofitiv if, oder 

welche wenigftens in dem Werthe von A nur Glieder hervorbringt, 

un Summe ſich auf Null reducirt; fo ergiebt fich aus der Gleis 
ung: 


+ 
_.Fea)de=A 
1 00 
folgende: 2] dla) der 


= (Ku — Hs) fA+EVD + (Kun — Hu) 


Km) (&+kY II) 
+Kı—H,V-D 33 d 


wo bie Ausdrüde: 
K-HVA, K—-H,VTi,... 


auf bie Hälfte rebucirt werben muͤſſen, wenn bie Größe k=0 
wird. Wenn z.B. a, b,r wieder pofitive Größen, AH kV-I 
eine der ungleichen Wurzel der Gleichung: 


1 
—0 
p(z) 
und o,p daffelbe, wie früher, bezeichnen; fo hat man: 
S. Bu 2 VDrıs@) de 
=—3z[(K—HV-ÖT)(k—kV{i 14. . J, 
| S. _ „Sy (a)de 
= —2ır[K—HV-D e-? (cosdbk+-Visindk)-+...), 
* lÜ— re) VA C() dr 
=—22[(K—HV-_Di(i+kr— krVD-+...] 


Jede biefer Gleichungen zerfällt in zwei reelle Gleihungen, 
wenn man bie reellen Glieder und die mit VT multiplicitten 


fr aHkY =D 
7. 
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Glieder der beiden Theile der Gleichungen einzeln gleich Null ſetzt. 
Verfaͤhrt man auf dieſe Weiſe und nimmt für 560) eine reelle 
Zunction, fo erhält man eine Menge von Formeln, von welchen 
wir blo8 hier die folgenden anführen wollen: 


— —— | 
= [14 koost-0 (5+ 0) kindı-a)$+ @]+...|, 
_, cos bæ ꝙ (2) dr— — Ir [(K cosdk + H sin bh) ei ...) 


Legt man num den Functionen F(z), f(x), P(z), oder den Con⸗ 
ftanten a,b,r,.... befondere Werthe bei; fo ergeben fich aus den 
allgemeinen Sormeln die meiften befannten und eine große Menge 
neuer beflimmter Integrale, wovon wir nur die folgenden hier an⸗ 
führen wollen: 


® za-1dr r Said 
o I#+2: ” sinan’ o I—r = mcolan, 


1 1 

© zadz nl 7 ar 

= | —Tz sun) 
2°. | 





— — 
—— 


o =@-1 


® zadı _ NRra—1 sinad 
o "+BrcosI+r? sinar sind 


zz — 
0 











S"oosbe rin _ T sinbr ” sin bx nd — 2 eosbr 
0 2-98 ya Tg COS DR, 
& sinbz x S Psinbe ride 7 
— — — u —(}__o-0r 
S. — % HJ. az le). 


$. 137. Wenn bie Function F(e-+yV 7) bei jedem Werthe 
von y für — w und bei jedem Werthe von z für y„= © 
verfhwinbet, fo ift nach dem Vorhergehenden A=0. Wenn ald- 


| 
dann die Gleichung Te O ımendlich viele Wurzeln hat, fo ent- 


hält die Gleihung A=0 unendlich viele Glieder und kann zur 
Summation der Reihen angewandt werben. Gebt man 
3. 2. fucceffive: 





244 


F(2)=#(x) , Fea)=$(@) .n ’ 


wo r eine Eleinere ganze Zahl ald m und Hz) einen rationalen 
Bruch bezeichnet, deſſen Zähler von einem um eine Einheit nies 
drigeren Grade ald der Nenner ift; fo kann man vermittelft ber 
Gleichung A=0 unmittelbar die Summen der Reihen: 





D+ro—1 2) top (— 
_ OT 8* sin AED ei 2 sin 2r — etc. 


befliimmen. Setzt man außerdem: 

Ä s=+(m+1!l)atr, 
wo ım eine beliebige ganze Zahl ift und der Bogen s ganz will 
tührlich bleibt; fo verwandeln ſich diefe Reihen in: 


1 — — 
1200 ie) coss+ are cos 2s-+ eto., 


2 sin2s + etc. 


Wenn man endlid s=0 ſetzt, fo rebucirt ſich die erfte biefer 
Reihen auf: 


yD—py—)., yMD—-P(—2) 
— ——sins + 


Dto(l- _ 
45)+ u rate 3) 


und wenn man für $ (z) den befondern Werth: 


-+- etc. 


1 
Pa) 3a 
nimmt; fo erhält man die befannte Formel: 


11 1 1 1 rn | 
sa t=I7 tra27tr377+ ... =. cotnu. 


Wenn man bie beiden Theile dieſer lebten Gleihung mit Zudı 
multiplicirt und Dann in Beziehung auf u von u=0 an inte 
grirt, fo erhält man: 


1 =10-941(1-F)+1(1-5) tete, 5 
oder, was baffelbe ift: | 
lsinau= ia +iu-+1(1 9 +1(1-7)+1(1-5)+..- 
und folglich: 


Sept man nun ud, fo erhält man bie befannte Wallis⸗ 
ſche Formel: | 





45 


n _22440688 
088 


w lgende Weiſe direct lten laͤßt. 
eiche fh en gen] €. eife direct erha ten aͤßt. In $.42 





“ - . 
3 135... Xm—1) nr 
J. sin made 3 
” 
2 3.4.6... 2m 
l. ein Wr rd 17, Kar)’ 
und wenn man febt: 
Pı 2 
2. 
=, u sin" xdz ; 
fo erhält man: 
_n135.n-1 „6248 _» 
**7 3 75* ET nit 
Außerdem bat man für alle zwifchen Null unb > liegende Werthe 


von 7° n * 
sinz> sin"t!z, /. ’ sinzdr> JS: sin.‚rdr oder in >iefı, 


und folglich: 
r 234466 
3 273 75 "5 7 ... 








Aus demfelben Grunde bat man: 


und folglich: 


„3.21. ss — 
3 "133557 "n—la+1la+l' 
Wenn man alfo der Kürze wegen febt: 

2 4 


” 
| IT 
. . 2 
fo liegt J zwiſchen A und A = =A (+ =) ‚d.h. zwiſchen 


zwei Größen, welche einander fo nahe kommen können, als man 
nur will, wenn n hinreichend groß genommen wird. Wenn man 
folglich zu der Grenze übergeht, fo hat man: 


rn 2 24466 
2717335385 7° 


8.138. Cauchy bat endlich nod eine andere fehr allges 
meine Formel aufgeftellt, welche bier ſchließlich noch angeführt 
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zu werben verdient. Es bezeichne x eine imaginäre Weränber- 
liche, deren Modulus 7 und deren Argument £ iſt, und F (z) fei 
‚eine Function, welche, fowohl als ihre Ableitung F’ (z), für alle 
Merthe des Modulud r, die unter einer gewiflen gegebenen Grenze 
R liegen, endlich und ftetig bleibt. Ferner wollen wir annehmen, 
daß die Function F (2) eine periodifche Function fei, weldhe für 
t=a-+ 2 benfelben Werth wieder annimmt, welchen fie für 
16 hatte, wenn r conftant bleibt; fo hat man: 
z=r(cost+ Y TiIsind), 

D,F(e@)=F'(2J)D,z=F‘(z) et VA, | 

D,F@)=F(z)Dz=F()retV-ı Vi, | 
und folglich: 





DE@=7YZDE@). 


Da jeder der beiden Theile diefer legten Gleichung für jeben Hei: 
nern Werth von r ald R einen endlichen und beflimmten Werth 
bat, fo findet man, wenn man beide Xheile diefer Gleichung mit 
drdt multiplicirt und zwifchen den Grenzen 0, r und «a, «+2 
integrirt: Ä 


ST uf wroae[" ZaEf are | 
Nun: ift aber: — 
J d,F@)=F(@)—F() 
und nach der Vorausſetzung: 
JE aF@=FeeHm Fler D=0, 
folglich: 





SH” dIF@)—FO)]=0, | 
F of er dt=?2rF()= /. Ba — (z) dt 
und endlich: ’ 

FO=E (rad Erer dt | 
Wenn man a0 fekt, fo findet man: | | 
@ FO=-5/," Feeräa 
und wenn man a=— 27 febt, fo kommt: | 

0 1 

FGO S. an F(re'vi) d=—;, M. TE (rev S)dt 


1 ar 
=). F (rev dt. . 


— — — — un — — nn mon 





- — 


a7 


Die Formel (a) findet alfo flatt, wenn man darin £ in — t ver 
wandelt Wenn man in derfelben Formel F (z)=f(r-+ z) fest, 
wo = eine neue, von z unabhängige Weränderliche ift; fo hat man 
F(O=f(x), und folglich: 


f =. S. "fat rev Si) di. 


Aus diefer lebten Formel folgt, daß jede Function, welche, fo wie 

ihre Ableitung, zwiſchen gewiflen Grenzen ftetig bleibt, innerhalb 

diefer Grenzen burch ein beflimmtes Integral ausgebrüdt werben 

Tann, welches diefelbe Function unter dem Zeichen / enthält. 
Beifpieli. Es fe: 


1 
F (z)= I: N 
fo bat man für jeden Beinern Werth des Modulus r, als die 
Einheit: | 


. 


1 ar di 1 ar di 
FO=1=5/, mwa=m), Trost 
| 1 far dt(i—rceost+rsintV (I) 
3x 


o 1—323r cost+ 


folglich: 


/” IorcosttreintyY Zi _ 9 
o Tec Were 


Diefe Gleichung ift gleichbedeutend mit den beiden folgenden: 


an I—rcost 9 I” r sin tdi —_g 

o J-2rcosi+-r? '‚J , 1-2r cst+r? " 

Beifpiel 2 Es fi Fe@)—= IC(IC-), fo bat man Fe )= 
I; und bie Zunction, fo wie ihre Ableitung, bleiben für jeden 
kleinern Werth ded Mobulus r, ald die Einheit ſtetig. Es ift 
folglich: | 
z=r(cost+Y -1sint) 
und wenn man febt: 
1 —-z=p(cos®-+Y isin®), 
fo kommt: 
pcos®=1—rcost, psus®=—rsint, 

p=V I-F caı Fr, 1 i-ZJ=lp+SYV 7. 
Aus diefen verfchiedenen Gleichungen geht zur Genüge hervor, daß 
bie Sunction F (z) und ihre Ableitung wieder denfelben Werth 
annehmen, wenn Et von dem Werthe « zu dem Werthe « + 2 


übergeht. Diefe Junction genügt alfo den erforderlichen Bedin⸗ 
gungen und man hat: 


FOSIIS S. U reva)d=0 
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und wenn man Ein — t verwandelt: 


In— 


Wenn man dieſe beiden Gleichungen zuſammenaddirt, und be⸗ 
merkt, daß: 


ey-i-+e-VY-i=2cost 
if; fo verfhwinden die imaginären Größen und man erhält: 
f” I(i—2rcost+rN d=0. 


Diefe Formel feßt, wie wir bemerkt haben, voraus, daß r< 1 
ift, und wenn r>1 ift; Pi wird das Integral im erften Theile 
—=4rnlr. In der That ift 


S” 1(1-2r cost +rY)di= f vr ridi+ S. en (1-: — cosi+ ya | 


Nun ift aber auch: 
u Irtdt=Arlr, JS. ar (1-2 cost+ =)=0 
1 m. . 
weil 721 iſt; folglich: 
S "1-2 008t-+r?)dt= 4rlr. 


Beifpiel3. Es fei: . 
 F(@)= er —e@r cos : VAã reia: 


— eb cost (cos(bein )+-YV —Isin (b sint)), 
wo zb geſetzt iſt; ſo hat man für alle endlichen Werthe von 
r ober 


f” eb cost cos (bsin t) dt = 2r 
oder: 
ar 
S. ed ct sin (beint)dt=0. 


Integralrechunng. 





Zweiter Theil. 
Integration der Differenzialgleichungen.- 


Zwei und zwanzigfie Vorlefung. 


Allgemeine Principin. — Differenzialgleihungen ber erflen Ordnung. — 
Unmittelbare Integration. 


$. 139. Gleichungen, welche Relationen zwifchen einer unab⸗ 
hängigen Beränderlichen z, den Zunctionen y, z...... derfelben und 
den Differenzialen oder Ableitungen der verfchiedenen Ordnungen 
biefer Zunctionen ausbrüden, nennt man Differenzialglei« 
Hungen. Die Orbnung der hoͤchſten Ableitung, welche in einer 
u Terengialgleichung vorkommt, beflimmt auch die Ordnung diefer 
Gleichung. Eine Differenzialgleihung von der erfien Ordnun 
wifchen der Veraͤnderlichen z und den Zunctionen y, z,... derfels 
en enthält außer z, y, z,.... blos bie Ableitungen der erften Ord⸗ 
nung: 
‚_y „_& 
y=-.' Tau 
Differenzialgleihungen integriren heißt: die Functionen finden, 
welche fie beflimmen, oder wentgftend neue Gleichungen, welche 
nur bie Veränderliche z und diefe Zunctionen enthalten, wo diefe 
neuen Gleichungen alsdann Integrale genannt werden. 
Jede Gleichung von der Form: 


fi y 2)= 0 
wird eine Differenzialgleichung ber erfien Orbnung mit zwei 
Beränderlichen genannt, und wenn man fie in Beziehung auf die Ab⸗ 
leitung y ober = auflöft; fo erhält man für diefe Ableitung einen 
oder mehrere Werthe von ber Form = =f(,y. Bean man 
ferner fest . | ur 
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M 
[a )>— yo 
wo M, N zwei neue Functionen von x, y bezeichnen, fo verwan⸗ 
beit fid die mit N multiplieirte Gleichung ZI = f(x,y) in: 


N 2==M, oder Mde + Nay=0. 


$. 140. Zunädft iſt es von Wichtigkeit, fih einen genauen 
Begriff von der Bedeutung einer gegebenen Differenzialgleichung 
und von der Relation, welche eine ſolche Gleichung zwiſchen den 
Beränderlichen feftftellt, zu bilden. | 

Analytifch betrachtet, fol eine folche Gleichung den Differen=- 
zialcoefficienten oder die Ableitungen ald Function der beiden Ver: 
anderlichen ausdrücken und den gegebenen Werthen von x und y 


entfprechenden Werth’ von “Y beftimmen, fo daB das Problem der 


Integration einer folchen Differenzialgleichung darin befleht: eine 
Function von x und y zu finden, welche bifferenzirt und in Bes 


ziehung aufs? aufgelöft, den gegebenen Ausdrud f(x, y) wieder: 


iebt. Aus geometrifchen Gefichtöpuncte betrachtet, giebt die Dif- 

Eerenzial leihung die trigonometrifche Zangente des Winkels, 
welchen die in einem beliebigen Puncte einer unbekannten Curve 
gezogene Tangente mit der Are der x bildet, und die Integra⸗ 
tion der gegebenen Differenzialgleichung befteht alsdann in der 
GConftruction der Curve, oder wenigftens in ihrer Beſtimmun 
durch) ihre Gleichung. Später werden wir rein analptiſch un 
fireng beweifen, daß das Integral einer beliebigen Differenzial- 
gleihung mit zwei Veraͤnderlichen und von der erften Ordnung 
eriftirt, und daß man beliebig genäherte Werthe deffelben erhalten 
kann; aber die Eriftenz dieſes Integrale Tann auch durch ein- 
fache geometrifche Betrachtungen außer Zweifel gefeßt werben. 
a wollen die gegebene Differenzialgleihung auf Folgende Form 
ringen: _ 


d 
on „= f(z, y) | 
und 2, y ald zwei rechtwinklige Coorbinaten betrachten. Legt 
man x und y zwei willtührliche Werthe @ und bei, d.h. nimmt 
man irgend einen erflen Punct M an, deſſen Coordinaten fols 
gende find: | Ä 
0OP=r=a, MP=y=b; 

fo hat man: 
d 

2=f(,b 


und wenn man alddann die Linie MT zieht, welche mit der Are 
ber & einen Winkel bildet, deſſen trigonometrifche. Tangente 
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= f (a, b) ift; fo ift diefe gerade Linie MT eine erfte Tangente 
ber gefuchten Curve. Da nun eine Eure und ihre Tangente in 
der Nähe des Berührungspunctes nahezu zufammenfallen, fo Tann 
man den auf der geraden Linie MT in einer fehr einen Entfer- 
nung von M liegenden Punct M’ ald ber Curve angehörig bes 
trachten, fo Daß: 


| x=0P'=a, y=MP=» 
die Coorbinaten eines zweiten Puncted der Curve find, und vers 


d 
mittelft diefer beiden Goordinaten und der Gleichung af (2, y) 


beftimmt man eine zweite Tangente, dann einen dritten Punct, 
u. f. fe Auf dieſe Weife erhält man ein Diele, welches um fo 
weniger von der durch das Integral der gegebenen Differenzial- 
leihung beflimmten Curve verfchieben ift, je größer die Anzahl 
einer Seiten wird. Aber diefe Conftruction zeigt auch, daß eine 
Differenzialgleichung der erften Ordnung unendlich vielen Curven 
angehört, weil man ben erften Punct beliebig annehmen kann. 
Denn die conftruirten Curven aͤndern fich nicht blos der Lage 





nach, fondern im Allgemeinen auch der Form nad mit der Lage. 


des erflen Punctes; aber dennoch haben alle diefe Curven ein 
gemeinfchaftliches Merkmal, welches durch die gegebene Differen- 
zialgleichung ausgebrüdt wird. Diefe Difierenzialgleihung druͤckt 
alfo eine gemeinfchaftliche Eigenfchaft unendlich vieler Curven aus, 
welche man ſich auf einer Ebene befchrieben denken Tann. Diefe 
Eigenſchaft beftimmt die Neigung der Tangente in einem beliebi= 
gen Puncte ald Function der Koordinaten diefed Puncted und 
giebt dad Mittel zur Conftruction diefer Curve an die Hand, 
wenn man einen ihrer Puncte Tennt. Lebrigend Tann man be 
merken, daß die Wahl irgend einer dieſer Linien von einer einzi⸗ 
gen willkuͤhrlichen Groͤße abhaͤngt, und man braucht z. B. nur 
den z=a entſprechenden Werth von feſtzuſetzen. 
$. 141. Nach dem Gefagten begreift man leicht, von welcher 
Beſchaffenheit die urfprüngliche Gleihung oder dad Integral der 
gegebenen Differenzialgleihung fein muß. Wenn dieſes Integral 
iefelbe Allgemeinheit haben du wie die gegebene Differenzial⸗ 
gleihung, o muß es jeder der Gurven entiprechen, weldhe man 
vermittelft diefer Gleichung conftruiren Tann. Es muß alfo eine 
von den etwa in ber gegebenen Differenzialgleihung vorkommen⸗ 
den Gonftanten verfchiedene willkuͤhrliche Konftante enthalten. 
Die Unbeflimmtheit diefer Conftante giebt dem Integrale die 
erforderliche‘ Allgemeinheit, indem man daſſelbe einer beliebigen 
der in Rede flehenden Curven entfprechen lafien kann, fo daß es 
folglich dad ganze Syſtem diefer Curven ausbrüdt. Ferner muß 
diefed Integral oder diefe urfprüngliche Gleichung der gegebenen 
Differenzialgleihung genügen, d. h. die aus der urfprünglichen Glei⸗ 
hung und ihrer Ableitung gezogenen und in Diegegebene Differenzial- 


gleihung fubftituirten Werthe von y und. müffen diefe identifch 
machen, ober was daſſelbe if: man muß bie gegebene Differenzial- 


252 


gleihung wieder erhalten, wenn man bie willführliche Conſtante 
zwifchen der urfprünglichen Gleichung und ihrer Ableitung eliminirt. 

Aus diefer für ſich Haren Möglichleit der Elimination einer 
beliebigen Conftante C zwifchen einer Gleihung F (z, y, C) =0 
und ihrem Differenziale: | | 


= de+ 2 dy —0, 
wodurd man auf eine von diefer Conſtante ganz unabhängige 
Sleihung: — 

f\: y =) —=( 


tommt , hätte man a priori und ohne Hülfe geometrifcher Bes 
trahtungen fehließen können, daß eine gegebene Differenzialglei- 
hung unendlih vielen urfprünglichen Gleichungen entfpricht, 
welche fi) nur durch die einer gewiſſen Conſtante beigelegten 
Werthe von einander unterfcheiden, und-daß folglich dad Integral 
einer gegebenen Differenzialgleihung eine willkuͤhrliche Gonftante 
enthalten muß, deren Werth man beliebig annehmen kann, wenn 
dieſes Integral feine völlige Allgemeinheit haben fol. Die urfprüng- 
lihe Gleichung, welche eine willtührliche Conſtante enthält, der 
man Feine befondern Werthe beigelegt hat, wird dad allge 
meine Integral der gegebenen Differenzialgleihung genannt, 
und jedem befondern Werthe der millführlichen Conſtante ent- 
fpriht ein neues Integral, weldhes wir ein particuläres In- 
tegral nennen wollen. Aber zuweilen gefchieht ed au, daß eine 
urſpruͤngliche Gleihung der gegebenen Differenzialgleichung ges 
nügt, ohne daß man % aus dem allgemeinen Integrale ableiten 
kann, wenn man der Gonftante einen befondern Zahlenwerth bei⸗ 
legt, und daß fich diefe urfprünglihe Gleihung nur dann mit 
dem allgemeinen Integrale in Verbindung bringen läßt, wenn 
man die willtührliche Conftante als veränderlih, oder als eine 
Bunction von x, y betrachtet; alsdann werden biefe urfprüngs 
lichen Gleihungen finguläre Integrale oder finguläre 
Auflöfungen genannt. Wir wollen und zunächft blos mit der 
Beflimmung ded allgemeinen Integrale gegebener Differen- 
gielgleichungen befchäftigen, indem wir die Hauptmethoden kennen 
ehren wollen, vermittelt welcher man in gewiflen Fällen biefen 
Zwed erreichen Tann. on 
$. 142. Wir wollen die Differenzialgleichung: 
Mdr+Nay=0 


wieber betrachten, fo Tann ed gefchehen, daß ber erfte Theil berfel- 
ben ald das genaue Differenzial einer gewiffen Function u = 
F(z,y) erfannt wird, fo daß fich die gegebene Differenzialgleichung 
auf die Form: | 
| du=df(z,y)=0 
bringen läßt, und in diefem Fall ift einleuchtend, daß das allges 
meine Integral derfelben folgendes ift: 
s=/@y)=C. 


—_—— 
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Beiſpiel 1. Es fei: 
Mdxr + Ndäy=rdy}+ ydr=d(zy)=0, 


fo iſt das allgemeine Integral: 
y=Ü. 


Beifpiel 2. E fe: 
Marz + Nay=dy— f()dı=d ls -[ zf@az]= O, 
ſo iſt das allgemeine Integral: 
y - [it@e=6, oder y= / rede 


Beifpiel 3. Es fe: 
Mdz-H Ndy=$(z)dr-+x(y)dy 


=a[ Ss + [wa ]=0, 
fo ift das allgemeine Integral: 


Ss @a@+/f !rwa=c 
In der Gleichung: 
Padrt+xy)dy = 0 
ka die Veraͤnderlichen von einander getrennt, und man 


bt, daß fih in diefem Falle die Integration unmittelbar bewerk⸗ 
elligen läßt. 
$. 143. Aber der Ausvrud Mar Nay kann das genaue 
Differenzial einer Function v=F (z, y) fein, ohne daß man 
unmittelbar erkennt, welches diefe Zunction ift, und dennoch läßt 
fih die Integration in dieſem Falle leicht und ficher bewerfftellis 
gen, weil man die Kunction x immer beflimmen Tann. Denn 
wenn identifch : 


du du 
Mdr +Ny=H(&,Y)dr+x(,y) dy=dı= der, 
tft, fo muß auch: 
| M— du N— Bi. 
=d(,y)= da’ = az 
und folglich : | 
Mm Ymy) _IN _ dele.y) 


e 
a einen GEB 


dy dy de de 
fein. Sobald aber die Bedingung : 
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M EN del) _ dr (e,m) 

y dr’ oder — — 75* 
erfüllt wird, kann man die Function u leicht auf folgende Weiſe 
berechnen. Da M oder $ (x, y) die Ableitung von u in Bezie⸗ 
bung auf x ift, fo muß man haben: - 


u sand +Y, 


wo Y eine willführliche Function der Veraͤnderlichen 4 bezeich- 
net. Aus diefer legten Gleichung folgt: 


du __d fx EV Sad) day 
_ ul are, dr + ay =: dy a7 dy 
d . x (©, , 
Wenn man fuͤr FEN feinen Werth 2ER und für z feinen 
Werth x (z, y) fubftituirt, fo erhält man: 
_f"' dx (u Y) aY 
CHE y Bi 2 0 
oder wenn man bie angezeigte Integration verrichtet: 
aY 
arm - NT 
dY - 
ra Y=[ ram+C, 
und folglich, da der allgemeine Werth von w folgender ift: 


uf is@nit/ raud+l 
fo ift dad allgemeine Integral der Gleichung: ” 


Mar + Nay=$a,y)de+ x, y)dy=0 
folgendes: 


n ®(&, 9) det (Yx )=C, 


x Y — 
Szwar+ [I Sadr=c, 


wo N,, den Werth von N bezeichnet, wenn man darin 22 
fest. Wenn man zuerfl gefegt hätte: 


u = (ray +X, 
fo hätte man für dad allgemeine Integral gefunden: 


Seren a+firewd=6, 


oder: 
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und «es läßt fich leicht zeigen, daß diefe beiden verfchiebenen 
.Werthe die gegebene Differenzialgleichung votedergeben. Auch laͤßt 
fich leicht, wie in dem Falle, wo dad Binom Mdr + Ndy ein 
—5 Differenzial iſt, zeigen, daß das allgemeine Integral der 
leichung: 
Mdæ + Ndy=0 


folgendes ift: 
SMdı-+-/N,dy=C, oder [Ndy+ /M,dı=C, 
wo N, die Glieder von N bezeichnet, welche Fein z enthalten, und 
M, die Glieder von M, welche Fein y enthalten. In der That 
haben alle Glieder von u, welche x enthielten, durch die Differen- 
irung Glieder gegeben, welche in Mdr vorfommen, fo daß man 
ie folglich wieder erhält, wenn man dad Integral / Mdr fucht, 
und um wvollftändig zu machen, d.h. um die Glieder von u zu fin- 
den, weldhe nur 2 enthielten, braucht man nur den fein x enthal- 
tenden Theil Ndy, welden wir mit N,dy bezeichnet haben, zu 
integriren. Diefelben Schluffe laflen fi) auf den Ausdruck: 
/ Ndy + /M.dır 


anwenden, und in allen Fällen muß man offenbar, um N, zu er⸗ 

halten, von N, welches die Zotalableitung der Function u in Bezies 
d. 

bung aufyift, 5 / Mdx oder den Theil dieſer Ableitung abziehen, 


welcher von dem x enthaltenden Gliedern / Mdr herrührt, und 
auf diefe Weife erhält man die befannte Zormel: 


u— /mar+ / (n— 2 /Maz) ay. 


Beifpiel 1. Es fei: 
ya _ _zdy —0 
4 a 
fo bat man: j | 
. — ⸗ 


a_I__ 
tr _ et _ rn 
y d2  (A+y%’ 


/: Mdr= / Fr arctang > — arc tang — 

— v ___ 8 =o 
JS: N.dy= Marne arc tang + arc tang -" , 

ned u To - y 20 | 
| % = arc tang (are tang , * aro tang 2) + arc tang 7 





ober wegen: 


arctang ri + arctang =; 


⸗ 


— 
| u= arctang „+6. 
Das gefuchte Integral ift folglich: 
V 
arc tang 78 C.- 


Wenn man die Formel: 
anwendet, fo findet man für das gefuchte Integral: 
/ Mdı =arc tang = =C. 


So oft ſich die gegebene Differenzialgleihung auf eine der Formen: 


ga ydæ xG) dy - 0, 
— 
| rebucirt, rebucirt fi ihr Integral auf ; 
/Ma=/S$@,yde=6, 
oder: 
JSNdy=/ı& yde=C. 
Beifpiel 2. Es fei: 
= ,t 4 waeV r  — 0 
oder: 


rar) =, 


fo hat man: 


Mi=1z- +, / SVaHR 
Integrirt man theilweife, fo finbet man: | 
d da ' 
[vr 2 —— 44 — —— 


aber wenn man fest: 











Verp=ı 
und dann x für z-fubftituirt; fo findet man leicht, daß: 


1 ——— 





IE 


J 
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ift, und außerdem ift: 
— It _[%_1,: 
N, = 4, /Nar= / Mel; 


folglich iſt das allgemeine’ Integral her gegebenen Differenzials 
gleihung: 


—. A I, — 
=: De 2 on nn rz3ly=6 


Moigno, Integralsehnung. ' 17 


Drei und zwanzigfte Vorlefung. 


Integration durch Subflitution. — Integration vermittelft eines ſchicklichen 
Factors. 


$. 144. Die Integration durch Subſtitution befient darin, 
dag man für die Weränderliche y oder x eine neue Veränderliche 
z einführt, welche fo gewählt ift, Daß man zwifchen & und z, ober 
zwifchen y und z eine Gleichung erhält, deren erfler Theil ein 
unmittelbare Differenzial ift, oder daß man durch eine andere 
Methode leicht integriren kann. 

Beifpielil. Es fe: 


fo wollen wir feßen: 


IC 


= Z, 
woraus folgt: 
y=xzz, dy=2dr- + zdr, 
und wenn man für y und dy ihre Werthe fubftituirt: 


zit + Olde=ectre1| +2] =0. 


Diefe lebte Gleichung zerfällt in die beiden andern: 


rs = — 0, zZ +f@)]=0, 


und folglich wird derfelben genügt, fowohl wenn man feßt: 


ds 
DIET =6 
als wenn man z einen ber Werthe: 


z= 21, 2 20, 2 — hg... 
beilegt, wo 2; ‚22, 23, .... die verſchiedenen Wurzeln der Glei⸗ 


hung: 
s+f@)=0 


bezeichnen. 
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Wenn man wieder für z fest, fo findet man für die In⸗ 
tegrale der gegebenen Gleichung : 


d 
I +lı=(, y=zr, y=2zr, etc. 
yrar(E 


Die erfte diefer Gleichungen ift dad allgemeine Integral der ge: 
geberien Differenzialgleihung und die durch die andern Gleis 


ungen gegebenen Werthe von y find particuläre, oder finguläre 
Integrale. 


Beifpiel 2. Es fei: 








oder : 
y df(y) 
a?y? + at d ( ) — a? ’ 
Gebt man: 


ıy=a, 
fo findet man: 
d(zy)=adz, 7 =, 
und folglich: 
aydıı __df(y) df(y) ads oO 
| Y — —2* 1*0, 


welcher Gleichung genügt wird, ſowohl wenn man y=0, als 
wenn man: 








d 
— J are tang 
a 


t. 
Beiſpiel 3. Es ſei: 
addx 
bydx — — = aydy 


feß 


oder: 
dx 34 
y(bdx — ady) = — ‚ yd(bz — ay)= —, 
fo verwandelt fich die vorhergehende Gleichung, wenn man fegt: 
bz— ay= az 
in folgende: 


Setzt man ferner: 


a? ds 
zdz = em, 
8 
fo fommt: | 
ds dx d.xs 
. — 13 — — 1a? — 
bedz=a® | + -) a? — 
und endlich, wenn man feßt? 
v. bi dv 
sa=d, 7 7 — ad — O. 


Da s durch die Gleichung: 
a? ds 





zdz = 


ald Function von z audgebrüädt wird, fo können die Veraͤnderli⸗ 
hen z und v in dieſer legten Gleichung ald getrennt angefehen 
werden, und folglich läßt fich dieſe Gleichung integriren. 

Es laffen * uͤbrigens in Beziehung auf dieſe Subſtitution 


keine allgemeinen Regeln geben. Zuweilen laͤßt man einige der 
neu eingeführten Veraͤnderlichen unbeſtimmt, um ihnen im Ber: 
laufe der Operationen befondere Werthe beizulegen, melde die 
Trennung der Beränderlichen erleichtern, oder die Gleichungen 
Wanſechen, indem ſie ein oder mehrere Glieder verſchwinden 
machen. 


Beiſpiel. Es ſei: | 
dy-+yF(@)dx=f (a) dr. 
Seht man y=zt und fubftituirt, fo erhält man: 
gdt - tda 4 2t F(æ) dx— F(x) dæ, 
und man kann z und t fo annehmen, daß man hat: 
tdz--ziF (@)de—0, oder + F (a) dr=0. 
Die vorhergehende Gleichung reducirt fih alddann auf: 
zdt=f(z)dr, oder u [2 dr. 
Aus der Gleichung: 
“+ Fe)de=0 


ergiebt fi: 
2 — —* F (2) da 
und wenn man fubftituirt, fo erhält man: 
dt EeVFG) dæ p(æ) dæ, t=C+feFdre)dr, . 
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und das gefuchte Integral ift: 
 ymerf@elc+Je/F@de fayaz]. 
$. 145. Wenn man, um den erften Theil der Gleichung: 
Mdr + Nay = 0 
in ein genaues Differenzial zu verwandeln, nur mit einem bes 


Tannten Factor v zu multipliciren braucht, oder mit andern Wor⸗ 
ten, wenn man ibentifch hat: 


v(Mdr + Ndy)=du, 
fo läßt fich die gegebene Gleichung auf folgende Form bringen: 
= du =0 
und man genügt derfelben, fowohl wenn man du= 0 oder u=C, 
ald wenn man = —0 fett. Die Gleihung u=C ift dad allge 


1 
meine Integral und die aus der Gleichung ——0 als Functionen 


von x abgeleiteten Werthe von y find particuläre, oder finguläre 
Integrale. 


Beiſpiel 1. Es fei: 
ſo hat man: 


d da 
zdy— ydır=ıy (2 — =) =rydlly—lIr)=rydu 


1 
Man braudt alfo die gegebene Gleichung nur mit zy multis 
pliciren, um ihren erflen Theil zu einem genauen Differenziale 
zu machen. Man genügt berfelben folglih: 1) wenn man 
—=ly—Ir=C oder .=C, alfo y=Cr febt, und diefe legte 


Steihung ift das gefuchte allgemeine Integral; 2) wenn man 
y=0 ſest; aber dieſer letzte Werth ift nur ein particuläred In⸗ 
tegral; denn derfelbe ergiebt ſich aus dem allgemeinen Integrale, 
wenn man darin C=DO ſetzt. 


Beifpiel 2. Es fei: 
dyYs— dıYy= 0, 
fo hat man: 
I -(dyY s—dıyy)= HL m = da, 
Yafıy ”—Yy Vs 


und das allgemeine Integral ift: 
2 —ch=C, ver y=(C+Y5)%. 
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Der Werth y=0, welchen man erhält, wenn man den Factor 


. — Y3Y 5 gleich Null fest, ift ein finguläres Integral, weil fich 


derfelbe nicht aus dem allgemeinen Integrale ableiten läßt. 
Beifpe 3. Es fe: 


dy--ylydı=0, 


4 , 
fo ift der integrirende Factor = TTF , und wenn man Die geges 


bene Gleichung damit multiplicirt, fo zerfällt fie in bie beiben 
andern : 


u d=Tz — de=V0, und yly=. 


Dad allgemeine Integral ift: 
Ily=x+C, oder 1y= Ce’ 
und. die aud der Sleihung yly= 0 abgeleiteten Werthe y=0, 


y==1 find particuläre Integrale. 
Beifpield Es fe: 


IINATADIAUNMIY—O, 


u | 
fo ift 20x) der integrirende Factor und das allgemeine In- 


tegral ift: 
— um ,_ 
I de+ [En de=C, 


und wenn: 


' Yır Ya, Yı,--- | 
die verfchiedenen Wurzeln der Gleihung x(y)= @ bezeichnen, fo 


find die Werthe y=yı, y=%ya, etc. particuläre, oder finguläre 
Integrale. 


. 146. Wenn man einen erſten integrirenden Factor v ber 
Sleihung Mdxr + Ndy=0 gefunden hat, fo daß identifch: 
v (Mdr + Ndy) = du 
ift, fo laſſen fi) daraus unendlich viele andere integrirende Fac⸗ 
toren von ber Form vo(u), wo 9 «ine beliebige Function bezeich- 
net, ableiten. Denn wenn ein weiter Factor V diefelbe Eigen⸗ 


[haft ald der Factor d haben fol, fo ift erforderlich, aber auch 
hinreichend, daß das Product: | 


V Mdr-+Nay) = - du 


ein, genaued Differenzial dU fei. Diefe Bedingung wird aber 
erfullt, wenn man feßt: 


v 
Fk Wa, V=vYlu), 
weil alddann der Gleichung: 


VMdz+Ndy)= -du=g(u)du=dU 


genügt wird, wenn man feßt: 
= St (u) du. 
Umgelehrt, wenn der neue Factor V das Binom Mdr+Ndy 


integrabel macht, fo iſt derfelbe von der Form vp (w); denn wenn 
man bat: | 


V(Mdx +Ndy) — du dU, 


fo ift, wenn man bemerkt, daß U, welches eine Function von = 
und y ift, ald eine Function von x und u betrachtet werben muß, 
welche für y fubflituirt werden Fann: | 


V dU du 
— du - dıc-+ zu Au. 


Nun zerfällt aber diefe lebte Gleichung in zwei andere, nämlich in: 
V WU 
v du 


und in: 


und aus dieſer letzten Gleichung ergiebt fich: 


U=4a), -=YW), Very wor). 


Es ift gewöhnlich fehr ſchwierig, ben Integrirenben Factor 
des Ausdruckes MarNdy zu finden; aber um die Eriftenz eines 
ſolchen Fine nachzumeifen, braudht man nur anzunehmen, daß 
die Differenzialgleichung:: 


Mdx-+ Nay= 0 


ein allgemeined Integral von,der Form: 
y=f(s0) 


hat; denn alsdann ergiebt ſich aus diefer legten Gleihung C=u, 
wo u eine Function von 2,y bezeichnet, und wenn man bifferens 
zist, fo findet man: 


du du 


d 
Hieraus folgt, daß der Werth von = zu gleicher Zeit durch die 
beiden Gleichungen bes erften Grades: 
du |  dudy 


dy _ 
M—N- —=(, 2 Fr 


BEE. BE 


d ” - .\ 
gegeben wird, und wenn .man e. zwifchen biefen beiden Gleichun: - 
gen eliminirt; fo erhält man: 


Diefe lebte Gleichung Tann aber nur eine ibdentifche und Feine 
Gleichung fein, welche y ald Zunction von x beſtimmt, ſo daß 
au y=#(x) hätte; denn fie muß, ſowohl als die beiden Glei⸗ 
ungen: 


d d 
Mdx+Ndy=0, — de + zu =0 
für y=f(x,C) erfüllt werden, und man müßte folglich für jeden 
Werth von C folgende Gleichung haben: 2 

a)=f&,O), 
du 

de 
was ungereimt ift. Wenn man alfo 7 = v fest, fo bat man 
identiſch: 

du 


dy du du 
vv 7* M, 97 vN, 


d d 
‚v(Mdxr-+ Ndy) = z, de + z, y=du, 


und es giebt folglich einen Factor ©, welcher fo befchaffen ift, daß - 
der mit diefem Factor multiplicirte Ausdruck Mdx-+ Nay ein ge- - 
naues Differenzial wird. 

P. Binet beweift diefen Sab ganz fireng auf folgende Weife: 
Da ber Werth y=f(&, C) der Gleichung: 


PX, y) dc+ x (a, y)dy=V0 
genügt, fo hat man identifch: 
duMNdatx&,fdf=0, 


wenn man die Function /(z, C) der Kürze wegen mit f bezeichnet. 

Wenn man in diefe Function für die Conftante C einen ver- 
änderlichen Werth oder eine Function von z,y febt, fo wird die 
hergehende Gleichung nicht mehr erfüllt; aber man hat iden⸗— 
tif : 


BENdr+r@Nd=pg@Ndrtra fd 


df. 
und außerdem ift: 


5 
g | . df 
Pa,M)detxaf).d=d, 
weil der erfte Theil diefer leuten Gleichung das Refultat der Sub- 
ftitution des Werthed y=f(z,C) in die Gleichung: 
Hla,y)detxa,y)dy=0 


ift, wenn C ald eine Gonftante betrachtet wird, und man hat 
folglich für jeden Werth von C: 


EM) darxaf)df=x(,f) 2 de. 


Wenn man in diefer Gleichung für C feinen aus der Gleichung 
y=f(x,C) abgeleiteten Werth u = F(x,y) fest und bemerft, 
daß identifh GT, u) S J ift, weil, wenn man den aus der Slei- 
hung y=f(z, C) abgeleiteten Werth u von C fubftituirt, die 
eefultitsnde Gleihung y=f(r,u) identifch fein muß, fo daß ſich 
ber zweite, wie der erfte heil, auf y rebucirt; fo findet man: 


Beaydetrady=ray) du 


df(z,») 
= xla,y) I du 





und folglich: 
l 
u Te [ꝙ (æ, y)dr+x(z,y)dyl=du, 
du 


(® 
y(#) 
u al? (,)dr-+x(&,y)dy] =Y(u) du=dU. 
du 
Der Factor: 
x (æ, y) 


ober allgemeiner, der Factor: 
v=vW) 


bat alfo die Eigenfchaft, daß er den Differenzialausprud Mdxr-+Ndy 
zu einem völlftändigen Differenziale macht, wenn man diefen Aus⸗ 
ruck mit diefem Factor multiplicirt. 


$. 147. Der Factor v muß feiner Definition zufolge fo bes 
Ihaffen fein, daß der Ausdrud v(Mdr-+- Ndy) ein genaues Dif: 
ferenzial wird, und folglich der Gleichung: 
d.M6 __ d.N 
dy de 
genügt, woraus folgt, wenn man entwidelt:_ 








Diefe lebte Gleichung, welche bie beiden partiellen Ableitungen 
des Factors v enthalt, ift. faft immer fehwieriger zu integriren, 


ald die gegebene Gleichung felbft, fo daß fie nur in einigen befon= 
dern Fallen zur Kenntniß diefed Factors führen kann. Wir wol: 
len 3. B. annehmen, daß in diefer auf die Form: 


(32): 2) 

oh NYy/TN\dy de 

gebrachten Gleichung der zweite Theil eine Function X von z 
allein fei, fo muß es aud der erfte Theil fein. Diefes findet 
aber flatt, wenn man den Factor © als eine Function von x 
allein betrachtet und ſetzt: 


dv 
= Xdr, v — e⸗xdæ 


Dieſes iſt alſo in dem gegenwaͤrtigen Falle der integrirende Fac⸗ 
tor oder der Factor, welcher den Ausdruck Madxr--Ndy zu einem 
genauen Differenziale macht. Eben fo fände man für v den 
Werth e/Y%%, wenn der Ausdruck: 


1 (zZ 7) 
M \dr dy 


eine Function Y von y allein wäre. - | 
Zuweilen gelangt man auch zur Beflimmung den Factord v, 
wenn man den Ausdrud Mdxr+ Ndy in zwei andere: 


(Mıde-+Nıdy) + (Madr + Nady) 
zerlegt, welche fo gewählt find, daß man unmittelbar zwei Facto= 


ren ©, und ©, angeben kann, welche diefe beiden lebten Auddruͤcke 
zu genauen Differenzialen machen und die Gleichungen: 


vi (M,dr+Nıdy)= du, v3 Madr+N.dy)= dus 
erfüllt werden; denn alsdann machen auch die Factoren: 
V,=v 9 (u), Va 9: (u) 
diefe Ausprüde integrabel, und man braucht offenbar die Fundtio⸗ 
nen 9 (u), Pa (ug) nur fo zu wählen, daß man hat: 
| | vi Pi (u1) vꝛ pa (U2) v, 
um den Factor v zu erhalten, welcher den Ausdruck Mdx Ndy 
zu einem genauen Differenziale macht. 
Beifpiel Es fei: 
aydı + bzdy-+ x"y* (hydr + kıdy) = 0. 
Segt man: | 
M,=ay, N=bx, M,=heyrt, N, = kamtiys, 
Mıdz -+N,dy= aydır-+ bıdy, 
M.dx + N,.dy = amy”" (hydz + kady), 


_ m 
fo kann man feßen: 


1 1 
v1 een 
denn man findet alsdann: 


I a. 1,9% 
zy(wydar+brdy)=a7 +b y =d.rYy, 


71 =1l.ry, 
ZerT (ydr + kady)=h =+ Fed, 
u, =1.ıry* 


und die Ausdruͤcke: 
WTA), Bol) Serien My) 


werden einander gleich, wenn man, nachdem: 


pe, Ay 
geſetzt ift, bat: 

aa—1=ßh—m—1, ba-I=ßk—n—I, 
woraus folgt: 


und: 


$. 148. Wir wollen nun die vorhergehenden Principien auf 
die Iineare und auf die homogene Differenzialgleichung. ber 
erften Ordnung anwenden. 
Die lineare Differenzialgleichung der erften Dronung ift dies 
jenige, worin die abhängige Veraͤnderliche y und ihre Ableitun 
weder in einander multiplicirt, noch zu höhern Potenzen, al 
ie erſte erhoben find, oder diejenige Gleichung, deren erfler Theil 


eine lineare Function der Größen y und y'—= 7 iſt. Die allge⸗ 
meinſte Form dieſer Gleichung iſt: 
(0—— 
oder: 
() dy IyXG) —G)IO, 
und wenn man ſetzt: 


x () ‚w(2) 
Yard zarte, 
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fo verwandelt fie fich in folgende: 
dy+yF(z)dı=f(z) dr. 


Wir haben fie unter diefer Form bereitd integrirt, indem wir 

"y=2t feßten; aber man gelangt dazu vielleicht einfacher, wenn 
Fi uch annimmt, daß 61) ⸗ d fei, wodurch fich die Glei⸗ 
ung au 


\ dy-+yF (z).de =0 
redueirt und in Die beiden andern: 
YHF@dr=0, y=0 
zerfällt, fo daß: ly+ /F()dı=C, 
oder: y=(Ce IS F (x) dx 
das allgemeine, und y=O ein barticuläres Integral derſelben ift, 


welche man erhält, wenn man C= 
Wir wollen C=1 feßen, und mit y, den Ausbrud: 


e_/F (2) dx 
bezeichnen, fo ift y=Cyı dad allgemeine Integral, und um auf 
den Fall zurüdzu ommen, wo f (€) nicht Null iſt, wollen wir für 


die Conftante C eine neue Veraͤnderliche z ſetzen, welche fo ge- 
wählt ift, daß der Werth: 


=zy — ze-/F (a) de 
der gegebenen Differenzialgleichung : 
dy+yF (x) de= f(x) dı 
genügt. Wenn man nun in diefer Gleichung für y den Werth 
zyı ſetzt, und bemerft, daß: 
dyı+yıF(@)dr=0 
ift, weil yı ein particuläred Integral der Gleichung: 
Ä dy+yF(@)dr=0 
ift; fo findet man: 
yıdz=f(x) dı, 
folglich: 


de =" de= e/F%) da f(z)dr, 


und mithin: 
z=0+/fe/Fl)drf(lz)de. 
Das allgemeine Integral ber linearen Differenzialgleichung in 
folglid) : 
yo /Fod[c+fe/F@d f(a)de] 
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wie wir bereit wußten, ober einfacher: 
y= e-/ Fir) de fol F(æ) dæa f(x) dx. 
Beifpiele Die allgemeinen Integrale der Differenzial: 
gleihungen: - 
dy— ydr=zedr, dy+ydı=e’dı 
find refp.: 
y=(£+CO)e, y=4e-+Ce” 


Diefelbe lineare Differenzialgleihung kann man auch integriren, 
wenn man den Factor beftimmt, welcher die beiden Xheile berfel: 
ben zu genauen Differenzialen macht. Betrachtet man zunächfi die 
Gleichung: | 


dy+yF(&)dr=0, 


fo wird fie durch Multiplication mit dem Kactor = -, welder 


nur die Weränderliche y enthält, integrabel gemacht, und man fin= 
det alödann: 


u=1ly+/F(o)de=i[lye/ Feder]. 
Die verfchiedbenen Factoren, welche den erften Theil der Gleis 
ung: 


dy+yF()de=0 | 
je einem genauen Differenziale machen können, find folglich von 
er Form: 


W)=-P[ly+/F(2)da) 


Es ift wohl zu bemerken, daß unter biefen integrirenden Factoren 
einer vorkommt, welcher blos die Weränderlihe x enthält, nämlich 
der, welchen man erhält, wenn man febt: 


Ww)=er—ye/F(o)dao 
und welcher fih auf e/Fd= repucirt. Diefer von y unabhäns 


side Factor macht aud die vollftändige lineare Differenzialgleis 
ung: | 


dy+yF(z)dr=f(z) dr 
integrabel; denn wenn man ihre beiden Theile mit eF() dr mul: 
tiplicirt, fo findet man: 
e/Fa)degy+yF (z) e/F@)dzgr—e/F da f(z)dr 

oder: 

alye/Fdda]— e/F)dr fla)dr, 

ye/Fa)da — / f(a)e/F(o)dr dr, 

y= —/Fa)da ( f(x) e/F (») dx dx. 
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Beiſpiel 1. Es fe: 
dy-+yda = azrda 


die gegebene Differenzialgleichung, wo n eine ganze Zahl bezeich- 
netfo ift das —— Integral derſelben: 


y= Ce — ne +1) a2 —n (R-1) (n-2)rr > + etc., 
0 fegt, fo erhält man ein particulaͤres alge- 






und wenn man 
braifches Integral det 
Beifpiel 2. Es 


| 1—2Ddy —— 
fo iſt: | 
y=zar+CcYTI-2. N 
Beifpiel 3. Es fei: N 
Er 
ſo if: 





na — ax 
y—cvI+re— +3 VIFE 3 
Die Differenzialgleichung: 
dy+yFla)de=f(x) yr+' da 
läßt ſich unmittelbar auf eine Lineare Differenzialgleihung 3 
führen ; denn man braucht zu dem Zwede nur zu. feßen: 





5 
NS 


— —z, N 
yr | N 
fo erhält man in der That auf diefe Weife: 4 
—ndy — dy__ di / 
nd, „au, / 


— 4a, 


| \ 
dz— nF (&)zde=—nf(x)dr, \ 
| 
— —— _.nSFla)dao „ —n/SF(a)de 
= | e Se” * f@) dx. \ u 
$. 149. Die Differenzialgleihung der erften Ordnung: | 


Mdx + Ndy =0 


ift homogen, wenn Die mit M und N bezeichneten Functionen ' 
%,y homogen und von demfelben Grabe find, fo daß man ba 


md 
M=r(2), N=r(E) 
In diefer Voraudfeßung verwandelt fich Die gegebene Differr | 
gleihung in folgende: 0 





11 


Y Y 
> (%) de+2% (E)ay=0, | 
und man braucht diefe legte Sleichung nur durch dad Probuct 
X 2) zu dividiren, um fie auf die folgende: 
y 
day + f(2) de=0 


zurüdführen, welche wir vermittelft der Subftitution y== xz inte: 
grirt haben. Man kann übrigens diefe Subftitution unmittelbar 
auf die Gleihung: 


y y Ä 
rap (£) de+ 1% (£) dy = 0 
anwenden, welche alddann in die beiden andern: 
dx x (3) ds 
= Tor ztlp(z)+2x (z)] = 0 
zerfällt, wovon die eine ſich unmittelbar integriren läßt und das 
allgemeine Integral: 


x (3) ds 
Er) or x6 


giebt, während fich aus der andern particuläre, ober finguläre In⸗ 
iegrale von der Form z=m oder y=mr ergeben, wo m eine 
urzel der Gleichung : 


F@)+zx@)=0 
ift. 


Beifpiel. Wir wollen annehmen, daß fib M und N auf 
homogene Functionen des erften Grades reduciren, fo daß man hat: 


M=Ar+By, N=Cr+Dy; 
fo ift die Differenzialgleichung : 
(Ar+By)de+(Cr+Dy)dy=0 
Sest man y=rz, fo verwandelt fie ſich in. folgende: 


2 lA+B+Oz+Dz?] = H(C/HDz) de| —0 
und zerfällt in die beiden andern Differenzialgleichungen : 
dr (C+D:) ds 0 
w@A+B+Os+D8 
z2![A+(B+C)2+D:2)=0. 





=(, oder lr-+- 


?& feien nun: 
1 
a=n[-B-C+rYBEFO-AD) 
1 _ 
b=m[l-B-C- (EFF ZUN) 
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die beiden Wurzeln der Gleichung: 
A+(B+Oz+Dz=0, 
und wir wollen annehmen, daß man durch die Zerlegung bes 
Bruches: 
C+D: 
A+(B+C): + D:? 
in einfache Brüche gefunden habe: 


C+D: ., n 
A+(B+C):+D:? Ta 4 —* 
wo die Größe m und n durch die Gleichungen: 
m+n=1, mb na=— 2 
beftimmt werden, wovon die zweite durch eine der beiden fol- 
genden: 
| m—n— —— —— 
V (B+C)—-4AD’ 
__BC-—AD 
MN — BLC”—4AD 
erfeßt werden kann; fo rebucirt fich die Gleichung: 
dx C+D:;)d 
+ _ C+D)a  __ 0 
& A+(B+C):+Ds? 
auf: 








und ihr allgemeines Integral ift: 
le+mlz— u) +nl@ —b)=C 
oder: 
Ltz — a)" (z— C. 
Sest man für z feinen Werth . wieder und berüdfichtigt Die 
Steihung m+n=1; fo erhält man das allgemeine Integral: 
Yy— ar" y— ber =C. 
Aus der Gleichung: 
z3ı[A+(B+C)2+D:?)=0 | 
folgt ferner z=ua, z=b, oder was daffelbe if, y=ar, y—bz 
Diefe beiden Werthe find offenbar particuldre Integrale, wofern 


eine der Gonftanten m, n verfchwindet. In diefem legten Falle 
giebt die Gleichung: 


A 


BC—AD 
MN * BC) _4AD 
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BC — AD=0, woraus folgt: 
A 


_4a_ 
so; 


wo k eine neue Gonftante bezeichnet. Die gegebene Differenzials 
gleihung verwandelt ſich alfo in folgende: 
(Cz-F-Dy)(dy+kdz)=0, 
welche in die beiden andern: 
dy+kdr=0, Cx+Dy=0, 
zerfällt. Das allgemeine Integral ift alddann: ° 
y+kı=C 


c 
und der Werth y„=— 5” ift ein fingulaͤres Integral, wofern 
man nichf identifch hat: 
C 
k=— D 
$. 150. Wenn man für M und N zwei beliebige lineare 
Zunctionen der Veraͤnderlichen z,y, wie: 


Ar+By+E, 


Cr+Dy+F 
nahme, fo wäre die Differenzialgleichung : 


(Ar+By+E)dxr+(Cx+Dy+F)dy=0, 
welche auf die Form: 
(A&+Br)d& + (CE + Dr) dn 0 
zurüdgeführt wird, wenn man febt: 
z=5+o, y=n+Bß, 

wo &,n zwei neue Veraͤnderliche und a, zwei Conſtanten bezeich- 
nen, welche durch die Gleichungen: | 

Aoa+B5+E=D, 

Ca+D8B +F=0 
beſtimmt werden. Diefen beiden legten Gleichungen kann man 
aber immer durch endliche Werthe der Conftanten a, B genügen, 


B 
wofern die Größen A,B,C,D nicht der Bedingung = = &k 
genägen. In diefem befondern Falle rebucirt fich die gegebene 
ifferenzialgleichung auf: 
(Cx-+Dy)(de+kdy)+Ede+Fay=0, 
und man braucht nur z für Cx+Dy zu fegen, um die trandfor: 
mirte Gleichung: 
[(D—kC)z+DE—CF]dr+(kz+F)dz=0 
Moigno, Integralrechnung. 18 


und: 
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su erhalten, werin man die Veränderlihen ‚trennen Tann, wenn 
man den erften Theil durch das Polynom: 
(D—kC)z+DE— CF 


dividirt. Durch dieſelbe Subftitution Tann man Die Trennung 
der Veränderlichen in jeder Gleihung von der Form: 


dy=f(Cr+DBDy)dı 
bewerfftelligen. , 


Beiſpiel 1. Es fei: 

zdr + ydy = mydı, 

1 

fo ift: DD wenn m>2 oder — at ift: 
a241 
ay— aa\ ARD 
(2) Ye-nmy+yP=(C; 
2) wenn m—=2 ift, fo ift: 
T 
l@a—-=0U-7Z,' 


und 3) wenn m<2 oder m=2cosa if: 
Yysin x 


YV A—may+ = - cotaarctang „cos 
Beifpiel 2. Es fei: 
zdt + ydy = zdy — ydı 
fo iſt: ydy = zay —ydE, 


WYa+y=C+are tang 
Beifpield. Es fei: | 
zdy— yde=dıyary, fo iſt 22=03+2Cy. 


Bier und zwanzigfte Vorlefung. 


Integration durch Differenzirung ober durch Subſtitution der Ableitung y’ 
für die unbefannte Function y. 





$. 151. Wenn eine für y aufgelöfle Differenzialgleichun 
der erſten Ordnung unter der Form: i : 


| y=F@,y) 
erfheint, fo braucht man dieſe Gleihung nur zu Differenzirem, 
um fie durch Subftitution der Ableitung y’ für die unbelannte 


Function y zu integriren. Verfaͤhrt man auf diefe Weife, fo fin: 
bet man: - | 


ydı=D,F(zy)de+D,F(z,y)dy, 
oder: 

[D. F(æœ, y) -yJdr+D,F(a,y)dy=0. 
Wenn man nun durch irgend ein Verfahren das allgemeine Inte⸗ 
gral und die ſingulaͤren Integrale dieſer letzten Gleichung beftims 


men Tann, fo braucht man nur noch 4° zwifchen biefen Integralen - 
und der gegebenen Gleichung: 


. y=F (z, Y) 
u eliminiren, um dad allgemeine Integral und die fingulären 
ntegrale diefer legten Gleichung zu erhalten. 
T 152. Unter den verfchiebenen Formen, weldhe man ber 
Function F (z, y/) geben kann, find befonders die zu beachten, 
welche die Gleichung: 
| [D.F(&,)—yldr-+D,F(z,y)dy'=0 
linear und homogen machen. Soll aber diefe lebte Gleichung in 
- Beziehung auf die Unbefannte J und ihr Differenzial dy’ linear 
werben, fo iſt zunaͤchſt erforderlich, daß der Goefficient von dy', 
nämlih Dy Fiz,y’) fih auf eine Function / (x) der einen Ver⸗ 
änderlihen x rebucirt, d. b., man muß folgende Gleichung: 


D,F@&y)=f@), oder — dy'=f (za) dy 


haben. Wenn man die beiden Theile diefer legten Gleichung von 
y=0 an integrirt und mit F (z) den y’= 0 entfprechenden 
Werth von F (x, y’) bezeichnet, fo findet man: 
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Fi,)-F@)=yf(@) 
und folglich: 
Fay)=Fo)+yfe@. 
Penn man diefen allgemeinen Werth von F (x, y’) anwendet, fo 
reducirt fih die Gleichung: . 
[D,F(&,y) — y]Jde+ Du F(@,y’) dy =0 


in der That auf eine lineare Differenzialgleihung; aber man muß 
bemerken, daß fich die gegebene Gleichung in diefer Vorausſetzung 


auf die folgende: 
=FÄ)+tyf, 


oder: 
ydr=F (z)dx + f(x)dy 

rebucirt, alfo felbft linear wird, und folglich die Subftitution der 
Ableitung y’ für die Veränderliche y überflüffig wird. Wenn die 
Gleichung: | 

[D=F (&,y) — y)dr-+-D,F(&, y')dy’ = 0 
nicht in Beziehung auf y’ und dy/, fondern in Beziehung auf x 
und dx linear werden follte, fo müßte man zunaͤchſt annehmen, 
daß fih D.F(x,y’) auf eine Function f(y’) der einen Veraͤnder⸗ 
lichen 4’ reducirte, fo daß man die Gleichung: 


| D.F(&,y)=f@) 
erhielte, dann ihre beiden Xheile von X — 0 an integriren, unb 
- wenn man aldödann den * 0 entiprechenden Werth von F(lz,y) 
mit F (y/) bezeichnet; fo findet man: 
F&y)—-F)=ıf@N), 
oder: FGEy) F fg). 
Wenn man dieſen Werth von F (x, y9) anwendet, fo wird die 
Gleichung: Ä | 
[D.F(&,y) —yldx-+D,F (2,y)=0 
wirklich in Beziehung auf x. und dx linear, läßt ſich auf folgende 
Form bringen: 
Fa) ylaz+af'dy' + F’Nay=0 
und ihr allgemeines Integral ift: 
_ IL OW_ Ewa" 
xz=e ac: fr We: fwy') —Ydy J 


In derſelben Vorausſetzung verwandelt ſich die gegebene Differen⸗ 
zialgleichung in folgende: | .. 


y=F(y)-+2/@y) 
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und um {hr allgemeines Integral zu erhalten, braucht man nur 
Y zwifchen den beiden legten Gleichungen zu eliminiren. 

In bem befondern Falle, wo man f (y)—=y ſetzt, rebuciren 
ſich die gegebene Gleichung und die durch die Subftitution von y’ 
für y erhaltene trandformirte Gleichung refp. auf: Ä 

y=2y' Fly), 0=[2+ FoNlay 
und um bie zweite zu erhalten, braucht man wieder nur die erfte 
in Beziehung auf x zu bifferenziren. Diefe zweite Gleichung zer 
fällt ferner in die beiden andern: 
dy =0, 2 +F’y)=0, 
welche ihr allgemeines Integral „= C und ihre fingulären Inte⸗ 
gear geben. Subflituirt man den Werth Y=C in die gegebene 
leichung, fo erhält man für das gefuchte allgemeine Integral: 
y=Ctr-+F(C) 
und wenn man zwiſchen den Gleichungen: 
y=ıy-+F(@), <+F()=0 
eliminirt; fo erhält man die fingulären Integrale der gegebenen 
Differenzialgleihung. 

Beifpiel. Das allgemeine Integral der Differenzialgleis 
hung y„=ry — y if y= Cr+ C? und das finguläre Integral 
derfelben ift y3=T: 

$. 153. Wir wollen wieder die Gleichung: 

[D»F (2, - yldx+D,F(z,y)dy'’=0 
betrachten. Sol fie homogen fein, fo ift erforderlih, aber auch 
hinreichend, daß die beiden Functionen : 

D.F(&,y)—y', Du F(@&,y‘) 
homogen und von demfelben Grade find. Bezeichnet man biefen 
Grad mit u, fo erhält man: | 


D, Fa, 


Wenn man die beiden Theile diefer legten Sleihung in Bezie⸗ 
hung auf y integrirt und mit F (x) wieder den 390 entipre 
chenden Werth von F (x, y') bezeichnet; fo finder man: . 


F(z,y)=F (a) taet S. y‘ — 
woraus folgt, wenn man in Beziehung auf — differenzirt: 
D,F(&,y)=F(2)+ * [a(£) Ip ()*] , 


und mithin: : . 
D.F(Gœ, 9 - 


ES [-Lrg]* 
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Soll nun die Differenz; D.F (x, y) — y auch eine homogene 
Function des aten Grades fein, fo muß der Eoefficient von ze im. 
zweiten Theile der leuten Gleihung blos von dem WWerhältniffe 


— abhängen, und da das Integral: 


y y Vn 1 ey’ 
Se -:r@)]? 

. ..F!o-y _ 
diefer Bedingung genügt; fo muß das Glied ——— derfel- 
ben auch genügen, wozu erforderlich, aber auch hinreichend ift, daß 
man zugleich hat: 

a=l, F(ea)=bz, n 
oder was auf daffelbe hinausläuft: 
a=l,ımd Fa)=4ba?-+C, 
wo 5 und C zwei conflante Größen find, welche auch Null fein . 
fönnen. Soll alfo die Subftitution von y’ für n in bie gegebene 
o 


Gleichung auf eine homogene Gleichung führen, fo ift erforderlich, 
daß fich der Werth von F (z, y’) auf: 


F@Nn=[3+ S "ELF er +c 


rebucirt, d. h. der Ausdrud von F (2, y’) muß eine homogene 
Function ded zweiten Grades, oder einer folchen um eine conftante 
Größe vermehrten Function gleichbedeutend fein. Umgekehrt, wenn 
F (&, y/) auf die eben angegebene Weife beftimmt ift, fo ift Die 
durch die Differenzirung erhaltene transformirte Gleihung homo⸗ 
gen, und wenn man fie integrirt, fo ergiebt fich daraus unmittel- 

ar dad allgemeine Integral, oder die fingulären Integrale der 
gegebenen Gleichung. 

Beifpiel. Es fei: 
F(&,y‘) *4 (2? +y‘?) ‚,Y ==4(r? +y'?) n 
fo ergiebt fi durch Differenzirung : | 
ydr=y (ade + ydy'), @—2y)de+ydy=0, 

‘und wenn man biefe legte Gleichung integrirt, fo findet man: 


f—y)eV—=C. 
Dad allgemeine Integral der Gleichung : 

y=4(@”+Y°?) 
ift folglich: 


LE Vy-MertVy-R—=C. 


Fünf und zwanzigfte Vorlefung. 


Verfahren, durch welches man aus dem allgemeinen Integrale gewiſſe fingu: 
läre Integrale ableiten kann. — Beflimmung ber in dem allgemeinen Inte: 
grale vorkommenden Conſtante. 





814154. € fei F (x, y, ©) eine Zunction der Veraͤnderli⸗ 
hen x, y und der Gonftante C, fo muß man, um eine Differen- 
zialgleihung zu erhalten, welche die endliche Gleichung: - 
F(r,y, O=0 
um allgemeinen Integrale har, die Conflante C zwifchen biefer 
leihung und ihrer Ableitung: 
dF | dF dy 
. Fra Tr Pie 

eliminiren, und es kommt darauf an, zu wiffen, ob dieſe letzte 
Gleichung Auflöfungen geftattet, welche in dem allgemeinen Inte 
grale nicht enthalten find. Nun Iäßt fich aber jede Gleichung 
zwifhen z und y auf folgende Form bringen: 

F [, Yy, (z, y)) —=(, 
wo 9 (z, y) eine gewifle Function von x, y und F wieber bie 
felbe Function, wie weiter oben bezeichnet, worin aber für die 
Gonftante C die Function $ (x, y) gelebt if. Man kann alfo 
annehmen, daß die fingulären Auflöfungen,, wenn es deren giebt, 
alle in der Gleichung: 

Fl&%,y,$(&y)) = 0 
enthalten find, und es bleibt noch zu beflimmen übrig, von wel⸗ 
cher Beichaffenheit die Function 9 alddann fein muß. Differen- 
zirt man dieſe leßte Gleichung, fo findet man: 

dF | dFdy , dEdp 

Frau u Per Fee 


dy _. 
und wenn der aus dieſer Gleichung abgeleitete Werth von Z mit 
bem- aud der Gleichung : 
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abgeleiteten Werthe identifch fein, d. b. die Gleichung: 
Flæ, y, p (æ, y)] = 0 
ſelbſt ein ſingulaͤres, oder particulaͤres Integral der Gleichung: 


da er, 





—=l, 


&|& 


was auf mei Weifen ftatt finden kann: 


1) Wenn = = 0 iftz aber alddann ift 5 eine Sonftante, 
und da die Gleichung: 
F&%,y,®( M) = 0 
"nur ein befonderer Fall der Gleichung : 
F@a,y6)= 0 
ift; JA f fie blos ein particulaͤres Integral. 


ar Ä 
ift, welcher Gleichung genügt wird, wenn man 4 = 0, oder 
=@ feht. Man kann folglich finguläre ntegrale erhalten, wenn 
man die Function 9 zwifchen den Sleichungen- 

F[2,4,9 œ y /20, * *0, 


oder: 
Flæ, y, ꝙ (æ,y)])-0, —— — 0, 
d. h. die Conſtante C zwiſchen den Breigungen: 
F(z,y,C) =(, ac 0, 


oder: 


dr 
F (2,y,0)= 0, 5*0 


eliminirt. Soll jedoch eine ſich aus dieſer Elimination ergebende 
Gleichung wirklich ein fingu uläres Inte egral fein, fo ift erforderlich, 
daß der Mr ® gefundene Werth der Gleichung: 
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dr 
dp _ 
PT 


dy 


d. h. der gegebenen Differenzialgleihung genügt, und daß ſich 
diefe Gleihung nieht aus dem allgemeinen Integrale F (x, y, C) 
— 0 ableiten läßt, wenn man der Conftante C einen befondern 
Werth beilegt. 
$. 155. Zwiſchen dem allgemeinen Integrale und dem fin= 
guläven findet eine fehr merkwürdige geometrifche Beziehung flatt; 
enn wenn man die Methode, welche die fingulären Integrale 
iebt, mit der, welche die Umhuüllungdlinien giebt, vergleicht, fo 
eht man unmittelbar, daß das finguläre Integral bie Umhuͤl⸗ 
Iungscurve der durch die particulären Integrale audgebrüdten um⸗ 
hüten Curven barftellt. j 
Beifpiel 1. Betrachten wir die Gleihung: 


dy== Yyidı , 
oder: 
— + dr 
re 
fo it y=(z+0)? ihr allgemeines Integral, und man hat: _ 
n=2 +C. 


Eliminirt man C zwifchen den beiden Gleichungen: 

y=(2 +60)? 2+0=0, 
fo findet man y=0, und diefe legte Gleichung ift das finguläre 
Integral ber gegebenen Gleichung. In bem gegenwärtigen Falle 


kann man nicht „=® fegen, weil > 1 if. 


Beifpiel 2. Die Sleihung y= C (2 + C)? genügt der 
Gleichung: 


dy\ 3 dy 
(2) = in 
und ift dad allgemeine Integral derfelben. Nun hat man aber: 


aF 
= @+0’+2@40)0=0, 
woraus folgt: 
C=—-x, C(=— > 


Subftituirt man den erften diefer beiden Werthe in die Gleis 
hung y=C (2+0)?, fo erhält man das particuläre Integral 
y=0, welches auch einem Rullwerthe der Conftante entfpricht, 
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und der zweite Werth führt auf das finguläre Integral y=— 
— r3, 


Beifpiel 3. Betrachten wir endlich die Differenzialglei- 


hung: 
ak u AU DT 

deren allgemeines Integral, wie wir gefehen haben, folgendes ift: 
y=Cr-+ f(O), 


fo hat man: 


dF 
Kt f(O=0 


und die Elimination von CO zwifchen diefen beiden Gleichungen 
giebt offenbar finguläre Integrale. Denn da die Ableitung y’ 
eines beliebigen diefer Wertbe durch das Syftem der Gleichungen : 


y=Cr+f(0), +f'(O=0 
oder durch die eine Gleichung: 


+ y)=0 


beftimmt wird, fo ift fie norhmendig eine veränderliche Größe oder 
eine Function von ©, während die Ableitung jedes particulären 
Integrales vermöge der Gleichung „= C eine conftante Größe ift. 

$. 156. Bei der vorhergehenden Methode der Beflimmung 
der fingulären Integrale muß man das allgemeine Integral Een- 
nen; allein dieſe fingulären Integrale oder Auflöfungen haben 
Merkmale, vermöge welcher man fie unmittelbar aus Der gege- 
benen Differenzialgleihung ohne alle Integration ableiten Fann. 
Euler, Zaplace, Lagrange und Poiſſon haben fih nad 
einander mit diefer Unterfuchung befehäftigt, und indbefondere zu 
beweifen gefucht, daß dad eigenthimliche Merkmal der fingulären 
Auflöfungen darin beftehe, den Differenzialcoefficienten 2, unenb: 
lich, ober unbeflimmt zu machen. Diefe Eigenfchaft iſt jebod) 
nicht fo allgemein, ald es Die genannten großen Geometer geglaubt 
haben, und außerdem find die bisjegt befannt gemachten Beweiſe 
von Reihenentwidelungen abhängig, deren Convergenz durch nichtd 
bewiefen wird, und folglich haben diefe Beweife bei weiten ‚nicht 
die Strenge, welche wir hier verlangen. In einer der folgenden 
Borlefungen werden wir fehen, wie Cauchy zu einer flrengen 
Definition des Characterd der fingulären Auflöfungen und zu 
einer fcharfen Trennung derfelben von den particulären Integra⸗ 
len gelangt ift. 

$. 157. Da der Werth, melden dad allgemeine Integral 
F@&yO)=0 für 9 giebt, außer der Veraͤnderlichen x noch 
eine willkuͤhrliche Gonfante C enthält, fo folgt, daß die Unbes 
Fannte y durch die Bedingung, der gegebenen Sleichung: 


Mdx-+-Nay—0: 
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u genügen, nicht volfftändig ald Function von x beſtimmt fein 
ann. 

Da man der Conftante C einen beliebigen Werth beilegen 
kann, fo Tann man die Unbekannte y einer zweiten Bedingung 
unterwerfen, 3. B. der Bedingung, daß fie für einen gegebenen 
Werth zu der Veränderlichen x einen beftimmten Werth y, an: 
nimmt. Denn diefe zweite Bedingung wird erfüllt, wenn man 
die Conſtante C durch die Gleichung: 


F (2), 90, = 
beftimmt. Wenn man nun C zwifchen den beiden Gleichungen : 
F(ry,O)=0, F(a,y,C)=0 


eliminirt, fo enthält die refultirende Gleichung blos noch die Wer: 
aͤnderlichen x, y und beren particuläre Werthe zug, yo und giebt 
für y eine Function von x, welche den beiden vorhin außgefpro: 
chenen Bedingungen zugleich genügen kann. 

Wenn dad allgemeine Integral unter der Form uv= Ü eıs 
fheint, wo u eine Function der Weränderlihen x, y ift, fo wird 
die zweite Gleihung x — C, wo us den befondern Werth bezeich- 
net, welchen die Function # annimmt, wenn man barin 2 = 7, 
y=ys fest, und die Elimination der Conſtante C giebt bie Glei⸗ 
hung u=wue, welde in der That den erforberlihen Bedinguns 
gen genügt. Um dieſe Gleichung direct zu erhalten, braucht man 
nur zu bemerfen, daß, wenn das allgemeine Integral u = C der 
Gleihung: 


angehört, diefe Gleihung fih in du =0 verwandelt, wenn fie 
mit einem fehidlichen Factor multiplicirt wird. Wenn man in 
diefer lebten Steihung y ald eine Function von x betrachtet und 
dann die beiden Theile derfelben von x, y=ys an, d. h. fo 
integrirt, daß fie fir die Werthe zu, Yu von 7, y verfchwinden; 
fo findet man: 


uU—- U = 0, 
und folglich: 
u= %. 
Beifpiel 1. Die Gleichung: 


$la)dr + xy) dy=V0 
bat zum allgemeinen Integrale: 


Sr @a+ [xy 
Beifpiel 2. Wenn man mit den beiden Theilen der durch 


den Factor f: ”F (x) dx multiplieirten Gleichung: 
0 
dy+yFl)de=f(a)de 


— 
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auf die vorhin angegebene Weife verfährt, fo erhält man: 


S ” Frlda z S. * Flz)dr 
> yafieIn  fada, 


ye 
und folglich: 


— S. iu F(a)dz x f: * Klr)da 
ya In \ntfieI® Maar. 


Wenn f (x) = 0 ift, fo hat man bloß: 
— / ⁊* v(ꝓydr 
y=ue ” 


Betrachten wir noch die Differenzialgleihung: 
y=ıy+f@). 
fo ergiebt fich ihr allgemeines Integral, wie wir gefehen haben, 
and der Gleihung dy’ = 0. Bezeihnet man aber mit y’, den 
Werth von y’, welder dem Werthe x, von x entfpricht; fo er- 
giebt fih aus der Gleihung dy’ = 0, wenn man ihre beiden 
heile von z=2, an integrirt, y — ya 0, oder was daſſelbe 
fl, dy=y,dr. Verfaͤhrt man mit diefer legten Gleichung eben- 
fo, fo findet man: 
y-y=yı(c —%), 
folglich: 
+ — — TVoOo 
y=Yy- — 
und wenn man für y’ feinen Werth in die Gleichung: 
y=2yYV+fW), 
fubftituirt: 
Yor — Ey __ f Y— % 
zw z— 20). 
Um die eben erhaltenen verfchiedenen Integrale in allgemeine Ins 
tegrale zu verwandeln, braucht man nur anzunehmen, daß, indem 
Kid die eine der Größen zu, ‚yo auf eine beflimmte Zahl, 3 B. 
auf Null, oder auf die Einheit reducirt, Die andere fi in eine 
willtührlihe Gonftante verwandelt. Gewöhnlich vereinfacht man 
diefe Integrale, wenn man zu =0 febt. Im diefer Vorausſetzung 
rebucirt fih z. B. dad Integral der Gleichung: 


yy+fo) aufy=f ee). 
Alles biöher über die allgemeinen Integrale der Differenzialgleis 
chungen Geſagte ift auf ihre fingulären Integrale nicht anwend⸗ 
bar, weil diefe Feine willfuhrlichen Conftanten enthalten, welche 
man fo annehmen Tann, daß neue Bedingungen erfüllt werben. 
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6. 158. Wenn man - —=—f(z,y) fest, fo verwandelt ſich 
die Gleichung: 
Mdz +Ndy=0 
in: 
dy=f(x,y) de. | 
Es fei ferner y= F (x) ein Werth der Unbekannten y, welcher 
die doppelte Bedingung erfüllt, daß er der Gleichung: 


dy=f (z,y) dx ’ 
genügt und fih für 2x, auf ya reducirt; fo hat man: 
F()=flz, F(@)), y= F(%). 

Da F (x) eine beflimmte Zunction der Weränderlichen x ift, fo 
muß, wenn man dieſer Weränderlichen einen neuen befonbern 
Werth X beilegt, der entfprechende Werth von Y aud eine bes 
flimmte Größe fein. Bezeichnet man diefe Größe mit Y und 
mit © eine Eleinere Zahl ald die Einheit, fo finder man Y= 
F (X) und: 

Y—-„=F(X)- Fu)= X —u) Fa +9 RX - 2) 
=X—ı)f Ize +83(X—2,), Fl% +&X—z))| " 
Ebenfo bat man, wenn Ir... Za-ı, n Werthe von x bezeich- 
nen, welche zwifchen ben Grenzen 2=xr,, 2=X eine zunehmende 


—* bilden und yı, %2,...., %u-ı die entſprechenden Werthe von 
y find: 


na) Fa tra), Fr ta —))}, 
%»—y=@s—2ı) flat+®ı (23 —2), Fat — a), 


Y-— Yy—ı = (X — 1) f j2n-1 + 3.1 X — ul), 
Fat &- |. 


wo Sp, Bu,... Dn-ı ebenfalls Beinere Zahlen ald bie Einheit bes 
geihnen. In den zweiten Theilen dieſer legten Gleichungen find 
ie verfchiedenen Elemente der Differenz X— xz,, nämlid: 


y1—u, Br, A—a-ı 
durch Goefficienten multiplicirt, welche refp. fehr wenig von den 
Größen: 
fa, Fa), fl, F@)),..., Flan-ı, Fin-)], 
oder von den Größen: ' 
f&, Y%), fr Yı),-- a) fan-ı, Ya-ı) 
verfchieden find, weun biefe Elemente fehr Peine Werthe haben 
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und die Function f[x, F (&)] zwifhen den Grenzen z,, X end» 
ih und fletig bleibt. Wenn diefe Bedingungen erfüllt werben, 
fo hat man griech nahezu: - 

Vi pt — u) Fl, Yo), 

y - Vi =, - )—, 


Y — ya-ı17 (X — -ı) f (n-ı N Yn-ı) 


und der wahre Werth von Y ift in diefer Vorausſetzung fehr we: 
nig von dem verfchieden, welcher ſich aus diefen leßten genäherten 
Gleichungen ergiebt, wenn man die Größen Yı, Yar-.., Yn-—ı Wis 
ſchen diefen Gleichungen eliminirt. Diefer Sab kann vermittelft 
der in der folgenden Vorleſung aufzuftellenden Principien ſtreng 
bewiefen werden, und für den Augenblid befchränten wir uns 
darauf, die Richtigkeit deffelben in dem Falle darzuthun, wo ſich 
die Differenzialgleichung auf folgende reducirt: 


dy= yF (a)d«. 
Kenn man in diefem befondern Falle die Integration fo verrich- 


tet, daß dem Werthe zu der Veränderlihen 7 der Werth ys der 
Beränderlichen y entfpricht, fo findet man: 


S 7 Elo)dx 
y=yer 


Man bat folglich: | 
| S. x F(z)dx 
=ye Lo 


y=yliltam—u)Fo)), 
ü y=yl1l+@ar—z)F@)], 


Y= Vn ⸗ [ 1 +(X—r,-ı) F(an-ı)), 
und wenn man Yyı, Yar--:, Yn-ı zwiſchen dieſen Gleichungen eli⸗ 
minirt: 
Y=y II (Gæi —-a)F@)U+ G) FEGi) ... 
1X —uı)Fan), 


und: 


IVSIA ++ a) FH H-)F@l... 


+11 + & — 2.1) Fa). 


Ferner hat man, wenn a eine endliche Größe, a, e, zwei unend⸗ 
Ic Beine Größen und 3 eine Fleinere Zahl als die Einheit bes 
zeichnen: 


I(i-- ao) = 15, (at), | 
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i+&a-a)F@) +1 + —-z)F an)... 
+11 + X — u-ı)Fa.-)] 
= (a -a)[Fa) Gea — s)[Fad)+ al... 
+&X — z.)[F@-)+%-1], 
wo &9, &, Ego, Enı fehr Meine Zahlen bezeichnen. Da ber 
zweite Theil Biefer legten Gleichung fehr wenig von dem beflimm: 
ten Integrale we; (x) dx verfchieden ift, fo folgt, daß fich der 


Werth von 1X nahezu auf: 

IY=lyt f\ F(x) dr 
und der entfprechende Werth von Y auf: 
x F(o)dr 


Ye *o 
rebucirt. 


Sechs und zwanzigſte Vorleſung. 


Strenge Methode zur Nachweiſung der Exiſtenz eines Werthes von y, welcher 
einer Differenzialgleichung der erſten Ordnung genuͤgt, und zur Berechnung 
dieſes Werthes mit einem gegebenen Grade von Annaͤherung. 


$. 159. So oft ſich die Differenzialgleichung: 
dy=f(z,y) dı 
durch eine der in den fruͤhern Vorleſungen eroͤrterten Methoden 


integriren läßt, ergiebt ſich, wie wir gezeigt haben, für die Unbe⸗ 


kannte y leicht eine Function von x, welche diefer Differenzial- 
gleihung genügt und einen befondern, aber willführlihen Werth 
Y annimmt, wenn man ber DVeränderlichen z einen gegebenen 
Werth zo beilegt. Umgekehrt läßt fich die Gleichung: 


dy=f(a,y) de 


integriren und hat ein allgemeined Integral mit einer willkuͤhr⸗ 
lichen Conftante, wenn man beweifen kann, daß es einen allge= 
meinen Werth von y giebt, welcher die beiden eben außgeffreche: 
nen Bedingungen erfüllt. Diefen Zweck erreiht man aber in 
fehr vielen Fällen vermittelft der nun aufzuftellenden Principien. 

Es bezeichne X einen neuen befondern Werth von x und 2, 
pr... in-ı feien Größen, welche zwifchen den Grenzen 20, X 
liegen und von der erften bis zu der zweiten Grenze fortwährend 
us oder fortwährend abnehmen. Ferner wollen wir annehmen, 
aß man vermittelft der Gleichungen: 


-ı =), 9), 
y»y-Yyı =m—u)f (a Yı), 


Y — hy = (X— -ı)f (u ’ Yn-ı) 


n entfprechende Werthe von y, naͤmlich yı, Yar--., Yn-ı, Y bes 
rechnet habe, fo erhält man durch Elimination von 9, %,.... 
Ya-ı einen Werth für Y von der Form: 


Y= F(z,, Iy Ryr.., An-lı X, %), 
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welcher fehr mertwürbige Eigenfchaften bat. Addirt man zund 
alle diefe Gleichungen Sufammen ‚fo erhält man: zunachſt 
Y-y=ıa—z) f(&, v0) - (a — a) fa, y)+--.- 
+&X — 2-1) f([n-1, y-ı- 
Nun ift aber die Summe im zweiten Theile diefer legten Gleis 
chung gleich dem Producte aus der Summe der Differenzen , — 


Ze, X oder X— 7, und aus einer Mittel: 
größe zwifchen den Goefficienten: ' 


f Gr, yo), f (&ı, Wer... 
und wenn man ben abfoluten Werth bed größten biefer Coeffi⸗ 
cienten mit A bezeichnet ; fo wird dieſer Mittelmerth nothwendig 
durch einen Ausdrud von der Form © A ausgedruͤckt, wo © eine 
Meinere Zahl als die Einheit bezeichnet. Man hat folglich: 
Y—y„=Z A(X— 2), 
Yzy OA (X—x), 
und bieraus folgt, daß der Werth von Y nothwendig zwiſchen 
den Grenzen „LA(X— ze) liegt. Ebenfo ergiebt fi, daß bie 
Srößen Yyı, Ya, ----, Ya-ı reſp. zwifchen den Grenzen: 
yEAd— 2), „FEAR — 2)... , yHbAlan-ı— u-) 


liegen, und folglich reduciren ſich alle diefe Größen, ſowohl ale 
Y, auf Ausdrüde von der Form: 


yLO9A(X— x). 
Hieraus folgt, daß die Eoeffictenten: 
f @&, Ye), I 1, Yıdı-, SF (a-1 Ya) 
befondere Werthe des Ausdruckes: 
la +3 X -a), „EOAX— 2) 
find, welche zwifchen O und 1 liegenden Werthen von 8 unb © 


entfprechen. Nun wollen wir annehmen, daß der größte und 
Feinfte der in Rebe flehenden Goefficienten refp. den Werthen: 


S—% N 9=9; s—% te, 9=6, + €’ 
entfprechen, fo kann jede zwifchen dieſen beiden Goefficienten oder 


zwifchen : 
fü +4 X —2), y tr AKX — 20], 
fa tt) K— 3%), % + +HDAK— 2)] 
liegende Größe offenbar ald ein befonderer Werth des Ausdruckes: 
FG. + A+GDA—z), y tr AtEHD)AR— ze) 
betrachtet werben, welcher einem zwifchen den Grenzen 0 und 1 


liegenden Werthe von 9 entipricht, und folglich ald ein befonderer 
Werth ded Ausdrudes: 


Ma t2&— a), vZ9AR— 2), 
Moigneo, Jautegralrechnung. 49 


2% 


welcher zwiſchen denſelben Grenzen liegenden Werthen von 3 und 
© entfpriht. Man kann folglich, da die Differenz Y— ya dem 
Producte aud X— x, und aus einer Mittelgröße der erwähnten 
Art gleich ift, feßen: Ä 
Y-y1„=R—-2) fa XA 2), yEO9AX—2)], 


und folglich: 
Y=y+&X—a) fm +r3R—n), yEOAR—2)], 


wo 9 und © wieder zwei Pleinere Zahlen ald die Einheit be= 
zeichnen. 

Zufas 1. Wenn fih alle Elemente der Differenz X— , 
db. h. die Binome u — 3 — Zr... X — -ı auf ein einzi- 
ges reducirten, welches diefe Differenz felbft wäre, fo: hätte man 
blos: 


Y-y=(Ä—2) f , Yo). 


Wenn man diefe Gleihung mit der vorhergehenden vergleicht, jo 
fieht man, daß ſich durch die Eintheilungsart der Differenz; X—ı. 
in Elemente der zweite Factor des Productes, welches ben Werth 
von V— y0 ausdrüdt, abändert, indem darin die Größen zu, Y 
fo zunehmen, daß ihre Zumächfe refp. Heiner, ald der Zahlenwerth 
bed erften Factord und Pleiner, als diefer mit der Conftante A 
multiplicirte Zahlenwerth find. 

Zufab 2 Wenn m eine Fleinere ganze Zahl al& n bezeich- 
net und man febt m —=&, Yyn—n, fo erhält man: 


Y-=&-5)fFE+3AR—5), na H0A(X—5)]. 


$. 160. Nachdem wir die Form vonY kennen gelernt haben, 
wollen wir auch beftimmen, auf welche Weiſe fi diefe Größe 
mit y0 ändert, oder den einem Zuwachſe 60 von %. entiprechen- 
den Zuwachs 8, von Y berechnen. Es bezeihne — (X—ı) 
ben Bahlenwerth der Differenz mr und außerdem wollen 
wir annehmen, daß die Ableitung ne für alle zwifchen den 
Grenzen zo, X liegenden Werthe von — in Beziehung auf bie 
Veränderlihen x, y ftetig bleibt und zwifchen denGrenzen EC 


liegt. Nun fei: | 
Bla,y)de + x(z,y) dy 
das Zotaldifferenzial der Function f (x, y), fo daß man iben- 
th bat: | 
\ df (x, y) df (2, y) 
| —— =P (r, Ar Te? (, y). 

Ferner bezeichnen Bır Bar... , En die reſp. Zumächfe,- welche yı 
Yo’ annehmen, wenn man y, den Zuwachs B, ertheilt, und 

‚9, 9,..., On-ı feien wieder Eleinere Zahlen als die Einheit. 

Da die Gleichung: J 
1—yı=(ıı—%) f (&, Yo) 
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nd ⸗ ⸗ 
Fa en muß wenn man ya um ß, und y, um B, wach 
v — tt) (a —%) f (to, 90-4 Bo), 
und folglich: 
= 2%) [fr yo B)— flo, y9l- 
Ferner hat man vermöge einer befannten Formel in der gemach⸗ 
ten Vorausſetzung: 
f(z0 nr Frei —y (2 ‚Ye +3)=+6,C, 
f (Xo, Y%+B&)—f (Xo, y)—=t9$C, 
und folglich: 
=%& 1E9C (2 — 2%)). 
Ebenfo findet man: 
= ME9ES— 2)], 


„811 EICH —) E90, — 2). 1ER -1 1 A—uN)). 
Wenn nun die Differenz X — x pofitiv ift, fo ift der Zahlen: 
werth des Binomed: 

14+&%UC (x, — o) 
Heiner, ald die Summe: 

1+C(z — %) 
und folglich Eleiner, ald die Erponentialgröße: 


02 (zn. — m)? 
ea) 1 + lc —z)+ m + etc. 


Aus demfelben Grunde find die Zahlenwerthe der Binome: 
19,0 —),..., 1EH-ı CK — u) 

refp. Feiner, ald die Erponentialgrößen : 

" el m),,.., el X an-ı), 





und folglich ift das Product aller in dem Werthe von 8, vorfom: 
menden Binome Kleiner, ald das Product aller diefer Erponen 


tialgrößen, d. h. ald e CA 20), und rebucirt ſich mithin auf 
einen Ausdrud von der Form: 


GOe OXAao), 
wo © wieder eine zwiſchen O und 1 liegende Zahl bezeichnet. Für 
biefen Ausdrud müßte man offenbar den folgenden: 
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feßen, wenn die Differenz X —xe negativ würbe. Demnach bat 
man: 

tet X - dr 9pe H, 
und dieſes ift folglich der Zuwachs 6. von Y, welder dem Zu⸗ 
wachſe 60 von ge entfpricht. Wenn man der Kürze wegen K= 
eCH fest, wo K eine pofitive und endliche Conftante if; fo hat 
man blos: 
> &. = 9Kß:. 

Zufas 1. Wenn die Elemente y—&e, La —Lı,... der 
Differenz; X— x, alle kleinere Zahlenwerthe, als G befommen, fo 
find die Sactoren: | 

159,61 —2z), 1 E99 Ca —a),..- 
fämmtlich pofitio, und man bat nothwendig: 


„—= OKBß,. 
Zufas 2. Der Werth von &.=HOKL, wird mit Bo zus 
leich unendlich klein; folglich entfpricht einem unendlich Fleinen 
Kneremente der Größe y, immer ein unendlich Fleined Increment 
der Größe Y, und mithin ift die zweite dieſer Größen eine fterige 
Function der erften. 
Zufas 3. Wenn man blos die Gleihungen: 


Ymtı —Ym = (ir —Im) Fir Ya)r 
Ymt2 — Ym+1 = (im — Zei) f (Zt, Yet), 


Y— 9%ı =X— 2.1) f (ü-ı, Y-ı) 


betrachtet, fo find fie zur Beflimmung von Y als Function ber 

Größen Zu, Lmptr.., Zn, X, Ym binteihend, und man kann 
wieder leicht zeigen, daß, wenn man ym einen gewiflen Zuwachs 

En athzit, der entſprechende Zuwachs von Y von folgender 
orm ift: 


+60 BneFe X am). 
Folglich hat diefer legte Zumachd einen Heinern Bahlenwerth, alt 
der des Productes: 
Bm et Ru) 
und umfomehr, ald der des Probucted: 
me Fe X 5) —Kpn. 


$. 161. Die Größe Y ift offenbar abhängig: 1) von ben 
Grenzwerthen zo, X der Veränderlihen z; 2) von der (Größe 
y, und 3) von ber Anzahl n und den Werthen der Elemente, 
in welche die Differenz; X — zo getheilt ifl, oder mit andern Wor⸗ 
ten, von der gewählten Einthellungsart diefer Differenz. Es läßt 


fih aber leicht zeigen, daß _der Werth von Y blos von ben drei- 

fen æ., X und 9, abhängt, wenn man die Zahlenwerthe der 
Elemente der Differenz; X— zo unendlich Elein werben läßt. Zu 
diefem Zwecke braucht man nur zu eigen, daß die gewählte Ein: 
tbeilungsart auf den Werth vonY feinen merklihen Einfluß mehr 
bat, wenn die Zahl » fehr groß wird, was man leicht auf fols 
gende Weife darthun Tann: ' | 

Wenn fi die Elemente der Differenz X — x. auf ein einzie 
ges rebuciren, welches alsdann dieſe Differenz felbft iſt; fo wird 
der Werth von Y durch die Gleichung: 


Y-9=(X—3)f (a, %) 
beflimmt. Wenn dagegen biefe Differenz; X— zo in n Elemente: 
Ta, Burn Am 
getheilt wirb, fo hat man: 

V— y=(X—x) f (x, (X—z,), yVo0 OA (X—2)). 
Um zu ber zweiten Eintheilungsart überzugehen, braudht man 
jedes Element der erften Eintheilung nur wieder in neue Elemente 
u zerlegen, und man kann alsdann den Einfluß, welchen jede 

intheilung auf den Werth von Y hat, naͤherungsweiſe berechnen. 
Denn wenn man 3. B. dad Element 2, — zo in mehrere andere 
zerlegt, fo erhält man für die Gleichung: Ä 
| Yı—yo=(a —x) f (0, %o) 
mehrere andere Gleichungen von berfelben Form; aber wenn man 
auf die bekannte Weife verfährt, fo findet man: 


yv—y=(a — 2) f (+3; (2, — 3), yE9,A(s, —x)] 
wo S,, ©, wieder zwei Tleinere Zahlen ald die Einheit bezeich- 
nen. Setzt man: 

fIxe+3ı (&, — 2), u. E9, Aa, —- a) =, y)a, 
fo bat man: 

yı—-y=(a,—2)f (, y)E8 (&, — 2%); 
aber vor der weitern Eintheilung des Elementes z, — x, hatte 
man: 
Yı—-y=(4,——-%) f (2,, Yo), 
und folglich ift der Werth von %, durch diefe neue Eintheilung 
um dad Product: | 
&(2, —%) 
geändert. 
Wenn aber die übrigen Elemente ber Differenz; X — zo ihre 

urfprünglichen Werthe beibehalten, während die Größe yı dad In⸗ 
crement + (21 — 20) bekommt; fo erhält Y nad dem vorhin 

Sefagten ein anderes Increment von der Form: 


XGLKe. (2, —1,), 
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und folglich hat der durch die alleinige Untereinrheilung bes Ele⸗ 
mented x, — To verurfachte Zuwachs von Y einen Fleinern Zahlen- 
werth, als die Größe: 


+Ke,(&, —2,). 


Ebenfo beweift man, daß der von der Untereintheilung des Ele⸗ 
mented Zum — m veranlaßte Zuwachs von Y einen Fleinern Zah⸗ 
lenwerth hat, ald die Größe: 


—Ke, (A — Km) ı 
wo die Zahl em durch eine Gleichung von der Form: 
* m—f [nt Sam — Im), Ymt 9A (mt — &m)} —f (my Ym) 
beftimmt wird. Wenn man alfo alle Elemente der Differenz 


X— x, fucceffive von neuem eintheilt, fo befommt Y eine Reihe 
von Inerementen, deren Summe kleiner ift, ale: | 


Ke,(2,—00)+ Ke, (4 —2,)-+..+ Kun X.) =Ke(X—x,), 


wo e eine Mittelgröße zwifchen den Zahlen &,, ei, Es, ... bezeich- 
net Wenn die Differenzen 4 — zo, Ze — a ,.... unendlich Bein 
werden, fo ift daffelbe auch mit den Größen eo, &, ar... , En-ır 
fowie mit dem Ausprude: | 


der Fall, und folglich wird der einer gewiſſen Eintheilung, worin 
die Elemente der Differenz X— x, fehr Heine Zahlenwerthe haben, 
entfprechende Werth von Y nicht merklich geändert, wenn man zu 
einer zweiten Eintheilung fchreitet, worin jedes dieſer Elemente 
wieder in mehrere andere zertheilt wird. 

Wir wollen nun annehmen, daß man zu gleicher Zeit zwei 
Eintheilungen von folcher Befchaffenheit betrachtet, daß die Ele- 
mente der zweiten Eintheilung feine Unterabtheilungen der Ele: 
mente der erften Eintheilung mehr find; fo kann man diefe bei: 
den Eintheilungen mit einer dritten von folcher Befchaffenheit 
vergleichen, daß jeded Element der erften oder der zweiten Eins 
theilung durch die Vereinigung mehrerer Elemente der britten ge- 
bildet wird. Zur Erfüllung diefer Bedingung ift weiter nichts 
erforderlich, als daß alle bei den beiden erſten Eintheilungen ein⸗ 
geichobenen Werthe von x auch bei der dritten Eintheilung ange: 
wandt find, und man kann beweifen, daß man den Werth von 
Y fehr wenig ändert, wenn man von der erften oder von ber 
zweiten Eintheilung zu der dritten übergeht, und folglich aud, 
wenn man von der erflen zu der zweiten Eintheilung übergeht. 
Wenn alfo die Elemente der Differenz; X— x, unendlich klein 
werden, fo bat die Untereintheilungsart auf den Werth von Y 
feinen merklichen Einfluß mehr, und wenn man die Zahlenwerthe 
biefer Elemente durch Vermehrung ihrer Anzahl ohne Ende ab: 
nehmen läßt; fo convergirt der Werth von Y gegen eine gewiſſe 
Grenze, welche einzig und allein von der Form der Function 
f (&, y), von den Grenzwerthen zo, X der Veraͤnderlichen x und 
von der Größe 4. abhängt. 
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Zuſatz 1. Da bie Grenze, gegen welche Y convergirt, wenn 
die Elemente der Differenz; X— x, unendlich Bein werden, allein 
von den drei Größen z,, X, yo abhängt; fo wollen wir dieſe 
Grenze durch f (2,, X, y0) bezeichnen, und mit F(X,y,), F(X), 
wenn wir blos die beiden Größen X, yo, oder die eine Größe X 
ſich ändern laffen wollen. 

$. 162. Es läßt ſich nun leicht beweifen, daß es immer eine 
Function von, x giebt, welche ber Differenzialgleihung dy = 
f(a,y)da genügt und einen befondern, aber willfuhrlichen Werth 
y, anninmmt, wenn man der Veraͤnderlichen x einen gegebenen 
Werth zo beilegt. 
Denn es fei F (=) der Werth von F(X), wenn man x für X 
fest. Da F (X) der Werth von Y ift, wenn die Elemente ber 
Differenz; X — x, unendlich klein werden, fo ergiebi fi) aus der 
Gleichung: 

Y—-=&—b5 /fl5+9X—5),nE9AX—$)] 
die Gleichung: 

FR)—-FOSK—HEHSIK—, F)EOAX— EL 

und wenn man feßt: 
3*, x =c+ h, 
wo x und r-+h zwifchen den Grenzen x, X liegen; fo hat man 
zu gleicher Zeit: 
F )=yt&—ı) —.%o), yLRA(x— x), 
F(x + h)—F(la)=hflx+Sh, Fa) LOAR). 


Nun ift aber leicht einzufehen: 1) daß fih F (x) für a, auf. 

.„ tebucirt, 2) daß, wenn Ak unendlich Flein wird, der entfprechende 
K wache der $unction F (x), naͤmlich F (x + h)— F (2) aud 
eine unendlich kleine Größe iſt, und 3) daß ſich aus dieſer durch 
h dividirten Gleichung folgende ergiebt: 


F&a=f[a,F ()], 
welche ausdrüdt, daß die Function F (x) der Differenzialglei- 
hung dy—= f(a,y)d« Genuͤge leiſtet. Wenn alſo die Function 
N 4 


f (x, y) und ihre Ableitung Te zwifchen den Grenzen zo, X 


enblich und ftetig bleiben, fo giebt ed eine Function von y, welde 
der Differenzialgleihung dy=f(x, dx genügt, und einen befon= 
dern, aber willführlichen Werth y0 annimmt, wenn man ber Ver: 
aͤnderlichen einen gegebenen Werth x. beilegt. 

Zuſatz. Wenn man die Grenze von Y mit F (x, y,) be 
zeichnet, fo erfcheint die Function y unter der Form y=Fız,y,) 
und ift das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialglei- 
hung, weil y. eine willtührlihe Conftante ift, und zwar ift bie 
fed Integral, wie Y, eine ftetige Function von ya. 





Sieben und zwanzigfle Borlefung. 


Anmwenbung ber in ber vorhergehenden Vorleſung auseinandergefegten Methobe 
auf bie Integration einer beliebigen Differenzialgleihung der erflen Orbnung 
mit zwei Beränberliden z, y. 


8.163. Bisher haben wir voraudgefekt, daß die beiden Fun⸗ 
tionen: 


df(u,y) 
fay) un Kay) —— 


endlich und ftetig bleiben, was für einen Werth y auch für alle 
zwifchen den Grenzen zo, X liegenden Werthe von x haben mag; 
allein es laͤßt fich leicht zeigen, daß die in ber vorhergehenden 
Vorleſung angeführten Eigenfchaften auch dann noch jebeömal 
ftatt finden, wenn diefe Zunctionen in Beziehung auf die Veraͤn⸗ 
derlichen 2,9 in der Nähe der befondern Werthe =, y=% 
endlich und ftetig bleiben, wenn man die Größe X gehörig an- 
nimmt. Denn es feien f(zo%0), X (2,9%) zwei endliche Größen, 
A,C zwei Zahlen, welche größer find, als ibre Zahlenwerthe und 
a eine pofitive, oder negative Größe von foldher Beſchaffenheit, 
daß die beiden Functionen f(&,y), x(&,y) für die refp. zwifchen 
den Grenzen zo, zct+a und y— Aa, y0-F Aa liegenden Werthe 
von zundy in Beziehung auf die Weränderlichen = ſtetig bleiben 
und refp. zwiſchen den Grenzen —A, A und —C, +C liegen; 
fo finden die in der vorhergehenden Vorlefung angeführten Eigen: 
schaften auch noch flatt, wenn man für Y ein Mittel zwifchen ben 
beiden Größen zo und zota nimmt. Um biefes zu beweifen, 
braucht man nur zu zeigen, daß in der gemachten Vorausſetzung 
die Functionen f(z, y), x(&,Yy) für alle zwifchen zo und 2, ta 
liegenden Werthen von x entiprechenden Werthe von Yv Yarı-r 
Y enblid und ftetig bleiben, wenn die durch die Gleichungen: 


ha fen), N 


y— ya —a)flaıdYı), 


Yyı= X — uf (el 9-) 


beftimmten Größen Yyı, Ya, ---., Yn-ı, W alle zwifchen den Gren- 
zen yy—Aa, yo+Aa liegen. Wenn man aber biefe Gleichungen, 


—E 
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worin die Größen %, Yı, .... vorkommen, zufammenabbirt, fo er» 
häft man die Gleichung: 


Ya 9%— (2 —2)f(2,%0) +(2 — az) yI) ... 
+ (in — Za-1) f(im-1 7 Ym-1), 


beren zweiter Theil dem Producte aus der Differenz æ. — zı und 
aus einer Mittelgröße zwifchen den Coefficienten: 


Fo %), far, yı) ver (Lm-1,Ym-ı) 


ne ifl. Da ferner der Bahlenwerth der Differenz 2. — x, Eleiner 
‚ald der von X— zo, und folglich Bleiner ald a; fo ift Har, 
daß der Zahlenwertb von y. zwilhen den Grenzen y— Aa, 
yo Aa liegt, wenn jeber ber Ausbrüde: 


f (20, Yo), fı yı), ... f (a-1 Ym-ı) 


einen Fleinern Zahlenwerth als A hat, was nothmwendig ber Fall 
ifl, wenn die Größen yo,Yı,....- ‚Ym-ı felbft zwifchen den Gren⸗ 
zen Jo — Ac, yjo Ad liegen. Da diefe Bedingung in Beziehun 

auf yo erfüllt wird, fo wird fie es folglich auch in Beziehung au 
4, und ba fie für yh, In erfüllt wirb, fo wird fie au in Bezie⸗ 
ziehung auf y, erfüllt, u. f. f., und da fie endlich für ym verificirt 
wird, wo m eine ganze Zahl bezeichnet, welche — oder m ift; 
fe A folglich für alle Glieder der Reihe y„Yı,Ya--- In 

t i 


erfuͤllt. 

Zuſatz 1. Es ſeien 3,© zwei zwiſchen ben Grenzen O und 1 
veraͤnderliche Zahlen, und wir wollen durch das Zeichen M eine 
Mittelgröße zwifchen mehreren gegebenen Größen andeuten. 
Da die mit C bezeichnete Zahl beliebig angenommen werben kann, 
wofern fie nur größer ift, ald der Zahlenwerth von x (70,0); fo 
ift Har, daß die Größe a den Bedingungen des vorhergehenden 
Lehrſatzes genügt, wenn man a und C fo gewählt bat, daß bie 
beiden Functionen: 
| f(+9a, „vt+9Aa), x(20-+9a, y4+9 Aa) 
zwiſchen den Grenzen: 

s=0, d=1; 9=0, 9=1 
ſtetig bleiben, und daß man zwifchen diefen Grenzen immer hat: 
f(co+ 3a, yE9Aa)=M(—A,—+A). 


Zuſatz 2. Wenn man unter den Werthen der Größe a, für 
welche die in Zuſatz 1 audgefprochenen Bedingungen erfullt were 
den koͤnnen, den nimmt, welcher, abgefehen vom Zeichen, der größte 
iſt; fo giebt die Gleichung: 

y=F(@), oder y=F(&,yo) 
der vorhergehenden Vorleſung in biefer Borausfegung ein particu= 
läred Integral der Differenzialgleichung: 


dy =f(o,y)da, 


wofern die Veraͤnderliche x ſtets zmwifchen den Grenzen z, und 
+ a liegt. 

Zufab 3. Wenn die Größe a auf die eben ange ebene 
Weiſe beftimmt ift und man feßt in der Gleihung y=F(z,yo) 
für yo eine willtührliche Gonftante C, fo ift il das all- 
gemeine Integral der Differenzialgleihung dy = f(x,y) dr, we: 
nigftend für gewiffe Werthe von x, welhe zwifchen gewiſſen Gren- 
gen liegen, die felbft von dem der willführlihen Gonftante beige= 
egten Werthe abhängig find. Denn es fei a eine Größe von 
demfelben Zeichen ald a, aber von einem kleinern Zahlenwertbe, 
e fei eine kleinere Zahl ald die Einheit, und wir wollen feßen: 

C=y,+:.4a=M(y—-Aa, y— Aa). 
Da offenbar: " 
Yy—-Aa=C—Alaten), ytAa=C+A(aT er) 


ift, fo folgt, daß die beiden Größen C—A(a—a), C+A (a—a) 
zwifchen den beiden Größen „— Aa, y-+Aa liegen, und wenn 
man wie weiter oben fchließt; fo ergiebt fih, daß der Werth 
y=F (27,C) eine ftetige Function. von x ift und der Gleichung 
dy=f(z,y) dx genügt, fo lange die Conftante C zwifchen den 
Grenzen y — Aa, yy+Aa und die Veränderliche x zwifchen den 
Grenzen 70,2x0+ (a— a) liegt. 
benfo beweift man den folgenden Satz: 
Mir wollen annehmen, daß die Functionen: 
F(Zor yo)» X (or Yo) 
endlihe Werthe haben und die Zahl A, fo wie die Größe a fo 
wählen, daß, wenn x (2,Y.) pofitiv oder Null iſt und die beiden 
Functionen: 
FEo- Su, y-+ Aa), x(&4+°a, yo + YAa) 
zwifchen den Grenzen: 
| 3=0,3=1, 9=0, 9=1 
fletig bleiben, beftändig zwifchen diefen Grenzen: 
f(zo-+ 9a, y-+ Aa) = M(0,A) 
ift, und wenn x (zo, Yo) negativ oder Null ift, indem die beiden 
Functionen: 
f(z,+>a, y—OAa), x(x-+Sa, Yo — Aa) 
zwifchen den Grenzen: 
s=0,3=1, 9=0, 9=1 
ftetig bleiben, beftändig zwifchen diefen Grenzen: 
f@o-F 3a, yo — OAa)=M(0, — A) 


ift; fo finden die Lehrfäße der vorhergehenden Vorleſung zwifchen 
ben Grenzen ze, zut« flatt. 
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. 164. Unter den Werthen von w, welche bie ausgeſproche⸗ 
nen Bedingungen erfüllen, ift beſonders ber zu betrachten, welcher, 
abgefehen vom Zeichen, der größte if. Um an einem Beifpiele 
zu zeigen, wie man biefen Werth beftimmen kann, wollen wir an= 
nehmen, daß die gegebene Differenzialgleihung folgende fei: 

dy=tang (2-4 y) dr 
und baß die Größen zo,ys verfhwinden. Soll die Gleichung: 
f(2%+9a, „+ 9Aa)=tang(3a+©Aa)=M (0, A) 

fuͤr pofitive Werthe von a immer ftatt finden, während ſich 3 und 
zwiichen den Grenzen O und 1 ändern; fo muß ber Bogen 
at Aa zwifchen den Grenzen 0,5 liegen, und e8 muß tang(a+Aa) 
—=M (0,A) fein. Um aus dieſer letzten Gleichung den größten 
r 
Werth des Bogend a abzuleiten, indem der Bogen a+Aa<z 


bleibt, braucht man für den zweiten Theil M (0, A) nur A zu 
fegen und mit der Gleichung: 


A 
tang(a+Aao)=A, oder a= Tr 

die zu verbinden, welche dad Marimum von a ald Zunction von 

A giebt, nämlich: 





arctang A 1 

| 1A TA. 

Dieſen beiden Gleichungen wird aber genuͤgt, wenn man ſetzt: 
«a=1,229..., A=0,3983 

und folglich ift der pofitive Werth a — 1,229.... in der gemach⸗ 


en Vorausſetzung der größte der Werthe von a, welche der Glei⸗ 
ung: 


da 
7 —=(, oder 


f(z-+3a, 9+9Aa)=M (0,A) 
genügen können. Eben fo wird bewiefen, baß der negative Werth: 
a= — 1,229..., 
abgefehen vom Zeichen, ber größte der Werthe ift, welche der 
Gleichung: 
f&+?a, %—9Aa)=M(0, — A) 
genügen tönnen. Hieraus folgt, daß die in ber vorhergehenden 
orlefung auseinandergefeßte Integrationsmethobe den allgemeinen 
Werth von y giebt, welcher der Gleichung: 
dy=tang (= + y) dr 


genügt und mit der Weränberlihen x zugleich verfchwindet, fo 
lange diefelbe zwifchen den Grenzen: 


, a= — 1,229..., a = 1,229... 
liegt. 


_ 30 _ 
Für die Gleichung: 
dy=tang(2? 4 yNdr 


fände man, wenn wieder 20, y = 0 ifl, daß der größte Werth 
‚von a? durch die beiden Gleichungen : 
al = — *, arctang A= 5% 
beflimmt wird, woraus fich ergiebt: 
A =(07,654..., a?= 0,9653, a=0,98244..., 
und die auseinandergefebte Integrationsmethobe giebt ben Werth 
von y, welcher der Differenzialgleichung: 
dy=tang (2? y?) dr 
genügt und mit x verfchwinder, fo lange x zwifchen den Grenzen: 
— 0,9824 ..., 4 0,9824 


liegt. 
Wir wollen noch die Differenzialgleihung : 


da 
err 
betrachten und zu=1, y » O feßen, fo haben wir: 


i 1 
f(x 8a, Y%-t Aa) == 139° + 94a =M(0, A), 


weldhe Gleihung zwifchen den Grenzen S=0, I=1, 9=0, 
® —=1 immer flatt finder, wenn man A=1 fest und der Größe 
a irgend einen pofitiven Werth beilegt. Der größte pofitive Werth 
von a ift alſo a=@, und wenn man mit y=F(r) das der 
particulären Integrale der Differenzialgleichung : 

du — —— 

9 = 7 

bezeichnet, welches für z— 1 verfchwindet; fo giebt die obige In⸗ 
tegrationdmethode den Werth von F(x), fo lange die Veraͤnder⸗ 
(ide x zwifchen den Grenzen =1, z—=w liegt. Die Glei- 
dung: 

1 

| i+9a ters = MA) 

wird wieber erfüllt, wenn A>1 ift und für a ein zwifchen den 
Grenzen 0 und — AaHFn liegender negativer Werth gefebt wird. 
Nun wird aber von den negativen Werthen von a, melde die 
Gleichung a=- Aarn giebt, der größte, abgefehen vom Zeichen, 
durch die Gleichung: 


2=0, ober A—A=1 
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beſtimmt, woraus folgt, da A>1 fein muß: 
A=1+Y2, @&=— (3 - 2V2) —- 0,1715. 


Die obige Integrationsmethode if} alfo auch zur Beflimmung bed 
Werthes von F (x) hinreichend, wenn ſich x zwifchen den Grenzen 
0 und — 0,1715 ändert. 

$. 165. Es ift wohl zu bemerken, daß die auf die obige 
Weiſe beflimmten Größen ya, Yı, Yar,--.+, Yn-ı, X zwifchen ben 
Grenzen ya +Aa, y — Aa liegen und eine zu= oder eine abneh- 
mende Reihe bilden, fo oft X zwifchen den Grenzen z., u +a 
liegt, und die Größen a, A fo gewählt find, daß den oben ausge⸗ 
fprochenen Bedingungen genügt wird. Hieraus folgt leicht, daß 
die Function y=F (x) in dem in Rede ftehenden Falle von 
z=X% bid 2X fortwährend zu= oder abnimmt, ohne die Grenze 
y--Aa oder „— Aa überfchreiten zu koͤnnen. Wir wollen nun 
annehmen, daß a wieder denfelben Bedingungen genügt und daß 
die ſich griisen ben Grenzen 24, ze+ «a ändernde Größe X diefer 
legten venge fi) ohne Ende nähert; fo nähert ſich der Werth 
von y=F(X) aud ohne Ende einer gewiffen Grenze, welche man 
mit F(r. — a) bezeichnen kann, und welche zwifchen den beiden 
Größen J. — Aa, 90 + Aa liegt. Alddann fann man durch aͤhn⸗ 
lihe Schluffe, wie die bereitö früher angewandten, leicht darthun, 
daß die Lehrſaͤtze ber vorhergehenden Borlefung nicht blod dann 
flattfinden, wenn fi die Größe X zwifchen den Grenzen %, 
ta Ändert, fondern auch dann, wenn fich diefe Größe ohne . 
Ende einer neuen Grenze zu. +a, nähert. Mann kann alfo die 
Wertbe von F(X), weldhe zwifchen ze und ., Fi liegenden 
Werthen von X entfprechen, mit jedem beliebigen Grade von An⸗ 
nährung berechnen. Wenn ferner die Fuctionen f(x,y), x. (2,9) 
in der Nähe der befondern Werthe: 


| = +a, y=F(u + oa) 


ftetig bleiben, fo fann man auch einen jenfeit ber Grenze z.+a; 
liegenden Werth beflimmen, gegen welchen man die Größe X in 
der Zunction F(X) convergiren laffen Tann. Wir wollen diefe 
—ãe— mit zu + a, bezeichnen und wieder annehmen, daß 
ie Größen: 


ta, tar, Gr... 


eine zu= oder abnehmende Reihe bilden, indem ihre Zahlenwertbe 
zulegt größer werben, ald jede gegebene Zahl, oder fich einer ge: 
ceiffen Grenze ohne Ende nähern. Im erften Falle kann bie 
Groͤße X ohne Ende zu= oder abnehmen, fa daß fie größer, oder 
kleiner wird, als jede gegebene Größe, und im zweiten Falle kann 
fih die Größe X der Grenze, gegen welche die verfchiebenen Glie: 
der der vorhergehenden Reihe‘ convergiren, ohne Ende nähern. 
Es bezeichne X diefe Grenze und F(X) den entiprechenden Werth 
von F(X), fo muß, wenn die Größe X die Grenze X in der 
Sunckion F(X) nicht mehr foll überfchreiten koͤnnen, entweber bie 

röße F(X) unendlich fein, oder eine der Zunctionen /[x,F (z)], 
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x[2,F(z)] für den befondern Werth zum X unenblich werben, ober 
es muß endlich eine diefer Zunctionen in der Nähe dieſes befon- 
bern Werthed discontinuirlich werden. 

Um dieſe allgemeinen Principien auf ein Beifpiel 
anzuwenden, wollen wir annehmen, daß F(x) das der particulä- 


da e 
ren Integrale der Differenzialgleihung dy = — ſei, welches fuͤr 


z= 1 verfhwindet, und die Werthe ſuchen, welche man in dieſem 
Falle den Gonftanten a, ar, &s, .... beilegen muß, wenn fie nega= 
tiv find und die größten abfoluten Werthe haben. Diefe Werthe 
baben die Eigenfchaft, Gleichungen von der Form: 


1 


It3a rom. = MMA), 
d. h.: 
— MON, 
1 


stafF@+) +0 FEN MA), 
1 
statt) FOFEANm u) Or Aa), ete. 
au genügen, wenn die Zahlen 8 und © zwifchen den Grenzen 
und 1 liegen. Diefen Gleichungen wird aber genügt, wenn 
man ſetzt: 
Also +F(2o))—1 


en TAaArD ' 
A, lao+e+F(a0+0)] — 1 
a Ta A, (A, +D) ’ 
Al tat ta) —1 
a —RB n 


und allgemein: 
An(r,tam-ı+F (20 +am-ı)) —1 
Ay — Am—ı — - OT At 
Serner wollen wir bemerken, daß der abfolute Werth von Am ein 
arimum wird, wenn man A. jo annimmt, baß der Gleichung: 
2 24 4 1 _ 
tan + Fl t+m-ı) 
Genüge gefchieht, und wenn man folglich: 
o IH VIESFa FG) 
zot am-ı+F (mot am-ı) 
ma=—2—u— F(xotau-) +2 V IF tm FF ro tam-) 
nimmt; fo bat man wegen u —=1,Fla)=0: 
m=—3—Fil+an-ı +2 V2 Fan FFlFen-ı), 
woraus ſich ergiebt:  — . 
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a=—3-+-2V2, 
4 =—3+Fli+a+2V2+o+F(itae), etc. 
Wenn man vermittelft diefer letzten Gleichungen und der in ber 


vorhergehenden Vorlefung mitgetheilten Integrationsmethode fuc- 
ceffive die Größen: 


1-+a, 1+a,, 1+as.,...... 
beflimmt, welche an die Stelle der Größen: 


“ta, Lo ta, %otaz.,..: 


treten, fo erhält man eine Neihe von Bliedern, welche fortwäh- 

rend abnehmen und ger eine gewiffe Grenze convergiren. Be: 

eichnet man dieſe Grenze mit X, fo hat man für fehr große 
erthe von m nahezu: 


Ir. =1ta1=X 
und folglich: | 
2 +X+FN=2VIFIFFm 
‚oder: 
X-+F(X)=0. 
Der befondere Werth &=X macht alfo die Function: 


fa, Fo) = Io 


- unendlich, was mit der weiter oben gemachten Bemerkung über: 
einflimmt. 

Es kann nicht befremden, wenn die fragliche Integrationd- 
methode in gewiffen Fällen nur zur Berechnung reeller Größen 
dienen kann, welche die fucceffiven Werthe eined particulären In⸗ 
tegraled einer gegebenen Differenzialgleichung ausbrüden, wenn 
die entfprechenden Werthe der unabhängigen Beränderlichen .x 
wifchen gewiffen Grenzen liegen. Denn ed giebt unter den Dif- 
Ferengialgleichun en, welche ſich genau integriren laffen, viele, de⸗ 
ren particuläre Integrale nicht auf beliebige Werthe der Veraͤn⸗ 
derlichen = erftredt werden dürfen, wenn fe reell bleiben follen. 
Hierher gehört 3. B. die Differenzialgleichung : 





dar 
Wenn man fie auf die Korm: 
dc+dy — d 
a+y+ı 


bringt und ihre beiden Theile integrirt, ſo findet man, wenn man 
annimmt, daß y für z=1 verſchwindet: 


la+y+D)—12=u 
und folglich: 
= —y—1. 
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Nun ift aber leicht einzufehen, daß der zweite Theil diefer lebten 
Sleihung ein Minimum geftattet, weldes durch die Gleichung 
2e&8=1 beftimmt wird, woraus fid ergiebt: 


y=—12= —10,6931 .. 
und folglich: 
z—=12= 0,6931... 


Wenn man alfo mit y=F(x) dad particuläre Integral bezeich⸗ 
net, welches die Gleichung: 


=2 —y—1 


iebt, fo kann dafjelbe, wenn es reell bleiben fol, nicht auf kleinere 
erthe von x ald 21.2, welhem ein Nullwerth von: | 


st+y=ı+F() 
und ein unendliher Werth von: 
| 
GN = Fre 


entfpricht, erfiredt werden. Diefe directen Betrachtungen führen 
und alfo wieder auf die frühern Folgerungen. 


Acht und zwanzigfte Borlefung. 


Grenze der Fehler, weiche man begeben Tann, wenn man bie in den vorher⸗ 

gehenden Vorlefungen auseinandergefegte Methode zur numerifhen Berech⸗ 

nung der particulären Integrale einer Differenzialgleihung der erſten Oxb: 
nung anwendet. 


— — 


$. 167. Wenn die Function y der Differenzialgleihung d 
=f(z,y)dr genügen und für —xo den befondern Werth vw —* 
nehmen muß, und man verlangt nicht das allgemeine Integral, 
fondern einen particulären Wath von y, 3.8. den, weldher ==X 
entfpricht; fo ift diefer Werth fehr wenig von der Größe Y ver: 
fchieden, welche durch die Gleichungen: 

Yı - J0o (æ, — x) f(%0,%), 

y—y = —a, far, Yı)ı 


Y— Yy%-ı7> (X — —1) f (u, Y%n-ı) 


beflimmt wird, wofern man den Elementen der Differenz X—ıx., 
d. h. den Groͤßen 4 — u, ...., X— Lu fehr Heine 
Zahlenwerthe beilegt und außerdem bat: 


X=M(x, ao 4 a), 


indem bie Größe a fo-gewählt ift, daß die in ber vorhergehenden 
Vorleſung ausgefprochenen Bedingungen erfüllt werben. Da man 
erner, um von der Größe Y zu dem gefuchten Werthe von 
uberzugeben, die Differenzen 2, —Xe, 23 - Tı ,.... nur in unendlie 
Heine Elemente zu zerlegen braucht; fo ift Har, daß der Fehler, 
welchen man begeht, wenn man Y für diefen Werth von y nimmt 
durch einen Ausdrud von der Form: 


+ OK: (X —.xo) 
beftimmt wird (8.161). Diefer Fehler ift folglich Kleiner, als KHe, we 
H den Zahlenwerth von X—ız,, K die Erponentialgröße eCH und 
e eine durdy Gleichungen von der Form: 
Le —f [u +9 (ur — Im), Ya Altar — 2m) — f (im Ym) 
beftimmte Mittelgröße zwifchen den Zahlen ee, &,,...., &u-ı bes 
eihnet. Nun wollen wir annehmen, daß jedes der Elemente der 
Hferen; X— x, zwifchen den Grenzen + A liegt, wo Ah eine 
pofitive Größe iſt; fo übertreffen die Zahlen &, e,,...., nm 
niemald den größten Zahlenwerth, welchen die Größe: 
flx+6h, y+ SAh—f(z,y) 
Meigno, Integralreinung. 20 
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annehmen fann, wenn man z und z=EI% griisen den Grenzen 
X, X, ferner y undy+OAR zwifchen den Grenzen yo, ya + OAa 
und endlich S, © zwifchen den orengen 0 und 1 fich ändern läßt. 
Bezeichnet man aljo biefen größten Werth mit D, fo bleibt e im⸗ 
mer Heiner, ald D und der begangene Fehler Heiner, als KHD. 
Wir wollen noch bemerken, daß man dem Producte 9 das 
Zeichen +, oder — geben muß, jenachdem die Differenz; X— 2, 
pofitiv, oder negativ ift, und daß das beppete Zeihenauf+,oder — 
rebucirt werben muß, jenachbem die Größe a die erfte, ober Die 
zweite ber Sleihungen: 
f&+3%a, y+ 9Aa)=M(0,A), 
f(z+3a, 9 — Y9Aa)=M(0—A) 
verificirt. 
G. 168. Es läßt fich leicht für alle zwifchen den Grenzen: 
x, 2a, y—Aa, y-+ Aa 
Hegenden Werthe der Veränderlihen x, y, für welde die Zun- 
etion: | 


df (x, y) 
p , 9) — Ta’ 

fo wie die Zunctionen f (&, y), x (2, M endlich und ftetig blei- 
ben, eine größere Zahl ald D angeben. Denn wir wollen unter 
diefer Vorausſetzung mit B, C zwei Zahlen bezeichnen, welche den 
größten Zahlenwerthen der Functionen 5 (z, Y), x (&, y), wenn 

und y zmwifchen ben erwähnten Grenzen ſich aͤndern, gleich, ober 
größer ald diefe Werthe find; fo hat Die Ableitung der Function: 


fc&Sh, y& OAh) — f (z,y) 
in Beziehung auf A, naͤmlich: 
+36 (ct 83h, yHOAh)+OAy(ztSh, y+OAh) 


offenbar -einen Fleinern Zahlenwerth, ald die Summe B +AC, 
und daffelbe gilt von jedem Ausbrude, in welchen fich diefe Ab⸗ 
leitung verwandelt, wenn man die Zahl A_durd einen Pleinern 
Eoefficienten, ald die Einheit multiplicirt. Nun ift aber vermöge 
der Sleihung: 


Fk)—-f(0 
— [9 _p (3%) 


das Berhältniß: 
fc &Sh,yt9Ah)—f(z,y) 
A 


einem Ausdrucke dieſer Art gleich; folglich iſt der groͤßte Zahlen⸗ 
werth dieſes Verhaͤltniſſes oder der Bruch g ſelbſt kleiner, als bie 


Summe B+AC, und die Zahl D kann folglich nicht größer fein 
aus ut (B-+AOH. Die Grenze bee —— —* 
ers iſt alſo: 
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(B+AC)KH% oder (B-+ AC)HeCHR. 


Nimmt man wieber an, daß die Größe a einer der beiden 
Gleichungen: 
f(z-+®a, y+9®Aa)=M (0,A), 
f(z+8a, y—9A) =M(0—A) 
genügt, fo kann man für B und C die größten Zahlenwerthe 
nehmen, welche die Zunctionen $ (x, y) und x (2, y) annehmen, 
wenn ſich z zwifchen den Grenzen zo, zo + «a und y zwiſchen ben 
Grenzen yo, yot Aa, oder y,, yo— Aa ändert. 
enn die Function 5 (z, y) für r=ro unendlid würde, fo 
würde auch die Größe B unendlih, und man tönnte den began- 
genen Fehler vermittelft des vorhergehenden Ausdrudes nicht mehr 
eftimmen, wie Hein die Differenz; X — zo aud fein mag. Allein 
in diefem Zalle läßt fi durch das folgende Verfahren gewöhnlich 
leicht eine größere Zahl als D beflimmen. 
Wenn man in dem Auddrude: 


. +36 (c+Sh, yL OAh)+OAy(ctSh, y+OAh) 


t für A fest, dann mit dt multiplicirt und zwifchen den Grenzen 
t=0,t=h integrirt; fo ift das Integral: 


h 
J. [EI (EIS, y„EHAYHEOAL CHI, yE9AL]dt 


genau gleich: 
fa t&Sh, yX GA) —FG, y), 


wo 3 und © mit dem Zeichen —, oder mit dem Zeichen — ger 
nommen werden, jenachdem bie eine, oder die andere der bereits 
erwähnfen Bedingungen erfuͤllt wird. Es bezeihne nun f (£) die 
unter dem Integralzeichen ſtehende Function und T eine andere 
Sunction von t, welche zwifchen den Grenzen t=0, t=h ſtets 
pofitiv und größer, ald der Zahlenwerth von f (t) bleibt. Da die 
beiden Binome T—-f (U, T-+f (Ü zwifchen biefen Grenzen im: 
mer pofitive Werthe haben, fo gilt daflelbe auch von den beiden 
Sutegralen: - 


S’ m-roya= [Taf ıoar, 


Sarrora=f" Ta + four, 


h 
und folglich bat der Ausdruck S. f (tdi einen kleinern Zahlen 
h io 
merth, ald die pofitive Größe S. Tat. Man kann alfeo fur Die 


h 
Zahl D das Integral / Tät fubflituiren, und die Beſtimmung 
diefer Zahl iſt auf die ber Junction T zurücdgefühet. 
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$. 169. Wenn die beiden Zunctionen $ (2, y), x (z, y) für 
die zwifchen den Grenzen: 
%ı 2£+a, y—Aa, y-+Aa 
Kiegenden Werthe der Veraͤnderlichen z, y immer endliche und 
kleinere Werthe, als die Zahlen B, C behalten, fo überfleigt der 


Zahlenwerth von f (£) die Summe B-+AC nicht, und wenn man 
diefe Summe für die Function T fubflituirt; fo wird das In⸗ 


Rh 
tegral S[ Tat auf den Ausdrud (BACH rebuciri. 


Wenn die Function 5 (z, y) für = x, unendlid wird, fo 
kann man für die Kunction T weder die Summe B + AC, noch 
eine conftante Größe ſetzen. Es fei z. B.: 

fyeh@yt@— a) hy), 

wo u eine kleinere Zahl ald die Einheit bezeichnet, und fı (z, y), 
fr (&, y) feien zwei neue $unctionen, welde, fo wie ihre Ablei⸗ 
tungen ber erſten Orbnung, für =a, endlihe Werthe behalten. 
Ferner feien 9ı 9), Pr (&% Y), xı (& y), X (x, y) die Ab⸗ 
leitungen der Functionen fı (&, Y), fs (&,y) ın Beziehung auf 
die beiden Weränderliben 2, y, und A,ı, A,, Bı, Bs, C,, C; 
Zahlen, welche den größten Zahlenwerthen, welche diefe Zunctio- 
nen zwifchen den Grenzen: 


In, 2=uta; y=y—Aa, y=y- Aa 


annehmen können, gleich, oder größer als dieſelben find; fo hat 
man: 


(, 9) - ,) ) + Gute (œ, y) 


x (æ, y)) = xi , y) + (&— zn) xG, y), 
IO=+39, (EI, yt9AL) OAxi (EI, yx GAt) 
+ (—ES)LLIP (CHEN, yEIADE9AK (EI yL9AN))] 


I 
+ Er ESt, yE9At). 


Es ift nun noch eine Function T zu finden, welche beftändig po⸗ 
fitiv und größer ald der Zahlenwertb von f (£) bleibt, wenn fich 
t zwifchen den Grenzen O0 und Ak, ferner 3 und © zwifchen ben 
Grenzen O und 1, dann x und EI zwifchen den Grenzen 2, 
X und endlich y und y Gat zwifchen den Grenzen y„— Aa, 

--Aa andern, indem man vor die Zahl 3 das Zeichen der Dif⸗ 
erenz X— zo ſetzt, und folglih 2— zo und It ald zwei Groͤ⸗ 
Ben von einerlei Zeichen betrachtet. Nun ift aber Veit einzufes 
ben, daß man eine Function von t erhält, welche alle biefe Be⸗ 
dingungen erfüllt, wenn man in dem Werthe von f (t) die Por 
Ipnome: 

EIG, (CHR, yEHADL Ay (EN, ya), 


499, (EI, yE9At) HOAy,(cEI, Gat) 


durch die beiden Summen: 

Bi +A,ıC, B,+4;C, 
die Function: 
AGæÆSt, y* Oat) 
durch A,, die Potenz (æ — 20 SE)" durch den Zahlenwerth von 

K—x)#, d. 5. durch H und endlich dad Verhaͤltniß: 
ı * | 
(—% * 8)iö 
durch den Ausdruck: 
| us J 
(I) I-u = ustmt, 
für welhen man das Product utr-! fubftituiren kann, erfeht. 
Man kann folglich feken: — 


TBi-Aci- G 4 AC,) Ho4 uA tu- 
und alsdann ergiebt ſich: 


JS: Ta, +40, +, +AC)Erli+ Ahr 
Wenn man gefebt hätte: 
fay=h&y)+ a -)la-)h@N), 


fo hätte man gefunden: 

Pe ÜyEhrKY) (—- A)IGA 2) u E, y) 
+1+le@e-)lhA@y: 

x, = xi (, y) +(0— 20) I(- %) x⸗G, y), 


und auf dieſelbe Weiſe, wie weiter oben, waͤre man fuͤr ſehr kleine 
Werthe von A zu den Gleichungen: | 


_ T=Bı+ACı + B,+AG)Er + A HH), 
JS. Tat=[Bı +40, +@B+AC)HrA+ AA 


gelangt. 
ndlich wollen wir fegen: 
f (y)= ufı(&, y)+vfi , y) +ufh@, y)-tetc., 


wo f, (z, . @,Yy), A G, Yy),.... neue Functionen find, welche 
nebſt ihren Ableitungen der erſten Ordnung für z—xo endliche 
Werthe behalten, und z, v, w,.... Zunctionen der einen Veraͤnder⸗ 

lichen x bezeichnen. Wenn man mit u, v, w bie größten Zahlen⸗ 
werthe bezeichnet, welche die FZunctionen u, v, w,.... zwilchen ben 
Grenzen z—=r, 2=X annehmen tinnen, mit f, (d,f, (Ö, 
ß, (),.... die Werthe von u, v, w,...., wenn man z ES für x 
ſetzt und mit T,, Ta, Ts, .... pofitive Zunctionen von t, welche 
zwifchen ben Grenzen t=0, t==h beftändig größer find, als bie 
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Zahlenwerthe von f, (Od, (d), 6 (,....; fo findet, wern man 
ähnliche Bezeichnungen, wie früher anwendet: 
T=(B,+AC)U+B; +AC)V+... HAT, + AıTı +... 
und folglidy: — 


. Tat=[(B, +AC,)U+(B,+AC,...)Vjh 


h h 
+Af, T,dt + A, R T,dt-+.... 
Wenn man 5.3. ſetzt: | 
u=hr,v=ye, w=r’,..., 


wo %, u, » Pleinere Zahlen ald die Einheit bezeichnen; fo hat 
man: 


S. Tdt=[(B, +AC,)H?+ (B,-+AC,)He...]+A, RRA,Ru... 


$. 170. Wir wollen nun annehmen, daß man den 2m Ä 
entfprechenden Werth von y mit einem gegebenen Grade von Anz 
näherung, 3. B. fo berechnen will, daß der begangene Fehler klei⸗ 
ner ald eine Decimalbrucheinheit der mten Ordnung, d. h. kleiner 


INm | 
als (5) if. Zu diefem Zwede brauht man der Zahl A nur 
einen ſolchen Werth beizulegen, daß ber Ausdruck KAD ven Werth 
(5 nicht überfchreitet, fo daß man folglich hat: 

e-CH 
D< (0.H 

und für die Elemente ber Differenz; X— x, Größen zu nehmen, 
deren abfolute Werthe Pleiner find, als diefelbe Zahl. In dem 
Falle, wo es geftattet ift, für Die Zahl D den Ausprud (B+AC)A 
zu fubftituiren, genügt man der vorhergehenden Ungleichheit, wenn 
man fekt: 

e -CH 
(107m (BFAC)H 

8. 171 Zum beffern Verſtaͤndniß der eben aufgeftellten all 
gemeinen Saͤtze wollen wir biefelben auf einige Beifpiele anwen⸗ 


den, und zuwörberft annehmen, daß die Weränderlihe y der Dif- 
ferenzialgleichung : 


h< 


+tY , 
r dx 





dy = cos 


genügen muͤſſe. Da man bat: 


+ no 44 
f(&,>= cos = ‚$a)=xray)=—tsin —, 


fo iſt Mar, daß die drei Functionen: 
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FG, V), P ( T, Y), X (z,y) 
für beliebige Werthe der Weränberlichen x, y enblih und fteti 
bleiben. a ferner die Zahlenwerthe der Function f (x, Y-& 
ihrer Ableitungen immer den beiden Zahlen 1 und ! glei), oder 
größer als diefelben find, fo kann man A=1, B=C=} neh 
men, was für Werthe 2, X und ya auch haben mögen. Um 
alfo den bei der Berechnung eined befondern Werthes von y be: 


gangenen Zebler Meiner ald a zu machen, braucht man h nur 

fo anzunehmen, daß man hat: en 
5 

h< zn ® 


Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß die Ver 
änberlihe y mit x verfchwinden foll, und daß man den z=i1 
entfprechenden Werth von y bis auf „Ly genau berechnen will; fo 
bat man in diefem Falle: ' 0 


m—1l, na—=0, Y=0, X=1, X—„=H=1, F 


h<4(2,71838..) "3 =0,2046..., | 
und man fann behaupten, daß der begangene Fehler Heiner ald 
In ift, wenn jedes Element der Differen; X— r, Pleiner ald 
0,2046..... if. Diefe Bedingung wird erfüllt, wenn man X— 
—=1 in fünf Elemente theilt, wovon jedes — 0,2 if. Wir wol- 
len daher fegen: BR 
a =, s—=0A, 2 —=0,#, 2, —=0,8,..., 


fo geben die obigen Formeln: 


Yyı = 0,2, + n 
X 
ZA 0,08 = (0,0509..) 5 
%9=0,% -+0,2 cos (59,09) = 0,39..., 
— =0,1598= (0,1017...) 3 


Y% = 0,399... + 0,2 cos(100,1 7) 0,596.., 
An _ 0,2393..—(0,152..) 5, 

= 0,5%... +0,2cos (159,23) 0,791..., 
2F% — 0,3181..=(0,202..) 8, 


Y =0,791... + 0,2 cos (20%,25) =0,9%. 


Der gefuchte Werth von y ift alfo fehr wenig von der Zahl 
0,980... verfchieden, und wenn man benfelben biefer Zahl gleich 
ſetzt; fo iſt der begangene Fehler Feiner als „u. Die Richtigkeit 
diefer Zolgerung läßt fich leicht darthun; denn aus der Differen- 
zialgleichung: | | 


E_ 1, 
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dy= cos” da 
folgt: 
= 
— rg 0 _ 
dy-+ dr= 2cos? 16 dx, 5 —— 
10 


und wenn man die beiden Theile dieſer letzten Gleichung ſo inte⸗ 
grirt, baß-y mit = verſchwindet; fo hat man: 
F 7 


;_ >= tang 7 y=>% + 10arc tan; 
Sept man nun 21, fo findet man: 
y—=10arctang+ — 1=0,973952... 
und folglich wäre der begangene Fehler, wenn man 0,980... für 
den Näherungswerth von y nähme, Heiner ald zo und felbft klei⸗ 
ner als 55 
Wenn man die Differenzialgleichung: 
u IFarg 
betrachtet, ſo hat man: 
1 
fe, yp= Ifaspyr' 
23r 
HEN rar 
2 
a u re 
Da aber 1 und 3 FE die größten Werthe der Verhältnifie 


1 
14° en find, fo ift Elar, daß von diefen beiden Zahlen die 


erfte immer größer, ald der Zahlenwerth der Function f (x, y) 
und die zweite größer, ald die Zahlenwerthe der beiden abgeleiten 
Functionen 9 (2, Y), x (&, y) ift, und man kann folglich fegen: 


A=1, B=0=378, B+ a0=3, 





was für Werthe uͤbrigens die Größen zu, X und ye auch haben 


mögen. Hieraus folgt, daß man, um ben bei der Berechnung 


eines befondern Werihes von. y begangenen Fehler Kleiner als 
(oym zu machen, A nur fo anzunehmen braudt, daß ber Uns 
gleichheit: 
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ıY3 _—aHVs 
h<grisen e #ur 3 


gendgt wird. 
8 iſt zu bemerken, daß die Differenzialgleihung: 
ds 
a er 
zu denen gehört, welche fich nicht genau integriren laſſen. 
Betrachten wir noch die Differenzialgleihung: 
dy=tang (2’4-yN)dr. 
und nehmen an, daß die Function y mit x verfehwinden muß; fo 


kann man nady der vorhergehenden Methode die befondern Werthe 
von y berechnen, welche zwifchen den Grenzen: 


liegenden Werthen ron x entfprechen. Die Zahlenwerthe der bei- 
den Functionen: 


P(&y)= 2x [1 +tang? («+ yN] 
und: 
x@&,y)=2y [14 tang? (24-99) 
überfteigen alfo die Zahlen: 
B=3,1157,..., und C= 2,3847... 
nicht, und folglich ift der bei der Berechnung eines befondern 
Werthes von y begangene Zehler kleiner als (5 “ ‚ wenn man 
ſetzt: 
0,2023 ... e 739 ... H 
R< 
Endlich wollen wir noch die Differenzialgleichung: 


dy=(z?+ y)ar 


betrachten und annehmen, daß die Function y == 1 werben muß 
für z==0. Will man nun die pofitiven Werthen von z entſpre⸗ 
chenden Werthe von y berechnen, fo ergiebt fih in diefer Voraub⸗ 
feßung aus der Gleichung: 


fü +®a, y-+9Aa) =M (0,A) 
folgende: 
9a? +1+OA)?=M(0,A), 
welcher für jeden Werth von A genügt wird, wenn man bie pofi⸗ 

tive Größe a vermittelft der Gleichung: 
“a+lt+A=A Ä 
beftinnmt. Wird diefe Bedingung erfüllt, fo ift Har, Daß, wenn 
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man X=a, oder X<a nimmt, der 2X entfprechende Werth 
von y zwifchen den Grenzen 1, 1-F- Aa und der Werth der Func⸗ 
tion x (©, = 377 iwiſchen den Grenzen O und 4 liegt. Dems 
nach reduciren fich die in ber Ungleichheit: 
\ r e-cH 
[B,+AC, r(Bs +AC,) H“]R+ Ah < 
vortommenden Größen B,, C,, B,, C, reſp. auf: 
B,=0, C —=#, B, 0, G=0, 
und aus biefer Ungleichteit ergiebt ſich: 
4H 
+ <a 

oder was daffelbe ift: 

ı 2 _ 2e-%H 
(n2-+ 1) < 7I0jmAH +1; 


und folglich: 


4 2e—2n 4 
h +1< | sim + | ‚ 

2e-$H 2e * n 4 
h<2+ oran— 2 ran + ! 
Wenn man, um die Begriffe zu firiren, u=X=H fekt, fo ver: 
wandelt fich die Gleichung: 

at ( + Aut 

in folgende: . 
H?-+- (1 + AHA, 


oder: 


[d + AB? —4HP=1+M°— 43, 
und hieraus folgt, wenn man aus beiden Xheilen bie pofltiven 
Burzeln auszieht: 


d+Am}— 4a—[1+ Bb—4nR]}, 


A-4H+H? + (1+H%-4Hn)} 

Vermittelſt dieſes Wertbes von A erhält man die Bebin- 
gung, welcder die Zahl A genügen muß, damit der bei der Be⸗ 
tehnung dd ——=X—=H entiprechenden Werthes von y began- 
gene Fehler die Grenze (715) nicht überfchreitet. 

) 172. Die eben auseinandergefehte Methode gewährt ben 
Vortheil, daß fie zeigt, daß y gegen eine fefte Grenze convergirt, 
wenn 2 ohne Ende zunimmt, und Daß ed eine Function y sieht, 
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welche ber gegebenen Differenzialgleichung Genüge Lleiftet. Wenn 
man a priori annimmt, daß die Function y eriflirt, fo kann per 
begangene Fehler auf die Hälfte rebucirt werben; denn ber ze+i 
entiprechende Werth von y läßt fich auf folgende Form bringen: 


An? 
yYH=ytfanı At +3h,ynSAh) T- 


und der Näherungswerth von y wird nad unferer Methode durch 
die Gleichung: 


Ye Ya + für, ya) 
gegeben, und folglich wird der Werth von y„, wenn man bie Dif- 
Ei, ur — Zu in unendlid Heine Elemente zerlegt, um die 
roͤße: 
42 
f(ce+8h, yXBSAn) 7 


42 
geaͤndert, welche kleiner iſt als (B--AC) -, d. h. kleiner als bie 


Haͤlfte des vorhin angenommenen Werthes. Wenn man alſo mit 
den begangenen Fehler bezeichnet, ſo kann man im Allgemeinen 
gen: 


B-+AC g I +4 —1 
„<aie (teen 


$. 173. Man kann die Differenzialgleichungen ber erflen 
Ordnung aud noch durch andere Methoden näherungsweife inte: 
geiren und dieſe neuen Methoden verdienen fogar den Vorzug, 
weil fie die prengen enger zufammenziehen, zwiſchen welchen die 
Werthe der Unbelannten liegen. Wir wollen wieder annehmen, 
daß die Function y der Differenzialgleichung : 

dy=f(z, y)dı 

genügen und für 2x. den befondern Werth y, annehmen muß, 
und man verlangt einen andern befondern Werth von y, nämlich 
den 2X entfprechenden. Ferner wollen wir annehmen, daß X 
‚zwifchen den Grenzen 2, zu ta liegt, und endlih mit y=F (2) 
die unbelannte Function von x bezeichnen, welche die beiden vor: 
bergehenden Bedingungen erfüllt. Diefe Function nimmt, wie be 
reitd bemerkt worden, von z—xr bis == X immer zu oder ab, 
ohne daß fie die Grenze ya + Aa, oder ya — Aa überfchreiten 
kann. Da man ferner hat: 


dF (@)=flz,F(z)]dr, 
fo ergiebt fi daraus durch Integration: 


FR) Fa)= /. fix, F(a)]dr. 


Das Integral im zweiten Theile diefer letzten Bleichung ifl dem 
Producte aus der Differenz; X— ve und aus einer Mittelgröße 
zwifchen den verfdhiedenen Werthen, welche die Function f[x,F(x)] 
annimmt, wenn fich x zwifchen den Grenzen z,, X ändert, oder 
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aus einer Mittelgröße zwiſchen den verfhiebenen Werthen, welche 
die Function / (2, y) annimmt, wenn man x zwifchen den Gren- 
zen ze, X und y zwifchen den Grenzen F (zo), F (X) ſich ändern 
utt gleich, und da dieſe Mittelgroͤße durch einen Ausdruck von 
er Form: | 


flo +8 X— x), Fe)+9[F&X)—F (a0), 


wo 3, © zwei Heinere Zahlen ald die Einheit bezeichnen, darge 
ftellt werben kann; fo hat man, wenn man ya für F (ze) ſetzt: 


FD „= KX-)fa +5), +O[FR— Fa} 


Diefe Gleichun giebt zwar nicht den genauen Werth der 
unbekannten Größe F(X), aber fie giebt das Mittel an die Hand, 
daß man für die Grenzen „u; 9 Aa andere, oft fehr zufam- 
mengezogene Grenzen, zwilchen welchen diefe Größe liegt, fubfti= 
tuiren kann. Geſetzt z. B., daß diefe Function F (z) der Diffe 
renzialgleichung:: 


dy = cos "23 dı 


genügen und mit x verfchwinden muß, und man verlangt den 
z—1 entfprechenden Werth von F (x); fo hat man: 
94 0F (I 
F(1)=cos ==] | 

Da die Zahlen 3, © zwifchen den Grenzen O und 1 bleiben müf: 
fen, fo ſieht man leicht ein, Daß der Werth von F (1) poſitiv ifl 
und abnimmt, wenn die Zahlen S, © zunehmen, und daß berfelbe 
endlich zwifchen den durch die Gleichungen: 


Y 
Y=cos(0, Y= cos (= ) 


gegebenen Werthen von Y liegt. Die erfle biefer eichunge 
iebt unmittelbar F (1) = 1 und die zweite giebt Y = 0,926. 
ie halbe Summe diefer beiden Werthe, nämlich die Zahl 0,963...., 
ift folglich der gefuchte Werth der Unbekannten F (1), wenigſtens 
bi „5 genau. Wenn man den Werth von F (X) genauer berech- 
nen will, fo braucht man für die Gleichung : 


FR) -„=R—ı)f It +3 X—), u» +9[F X) —F Golf 


nur ein Syſtem von Sleihungen von berfelben Form zu fubfti- 
tuiren, und wir wollen nun auf diefen Gegenfland etwas näher 
_ eingehen. | 

Wenn man mit z,Lgr... In, a—1 verfchiedene und zwifchen 
ben Grenzen zu, X liegende Werthe von — bezeichnet, fo ergiebt 
fi aus der Sleihiumg: 


dE (= f[x,F(a)ldx 





fueceffive : 
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Fe) =) at 2,1 t+ HF) —yell, 
F(2,)—F(2) 

=(%—z)f EZ +3, a —-2,),F(@,)+9ı [F @)—F@)ll , 
F(X) _ F 2.) 

=R-. nt RP) +-FD-Fn-)]}. 


Ben man mit ber erften diefer Gleichungen, wie mit der Glei⸗ 
ung: 

FA) —y 

= RX —n)f{a +2 X), n+HOLFM— Fa] 


verführt, fo erhält man leicht zwei Grenzen, zwiſchen welchen die 
Größe F (z,) Heat, und alsdann ergeben fid) aus der zweiten ber 
vorhergehenden Gleichungen neue Grenzen, zwifchen welchen die 
Größe F (23) liegt, und wenn man fo fortfährt; fo ergeben fich 
aus der legten der obigen Gleichungen zwei Grenzen der gefuch- 
ten Größe F (X). 

Wenn man biefe allgemeine Methode -auf das bereits anges 
führte Beifpiel anwendet und die Differe X— zu =1 in fünf 
gleiche Elemente, jedes 0,2 zerlegt, fo erhält man: 


F(0,2)= 02.008 [2], 
F(0,)—F 0,)= 


0,2.c08 a 


F (0,6) — F(04)= j 
0,2.008 atro0 +03, +, E00 FE 
F (0,8) —F (0,6) = 
0,2.c08 EA FO29 EA 0 FO) | , 
F (1) —F(08= 
j 0,2.c08 a 


Da die Zahlen $,, Sys... 9, %,.... ſaͤmmtlich Heiner find als 
die Einheit, fo überzeugt man fich leicht, daß die durch die vor: 
bergebenden Gleichungen gegebenen Werthe der Größen F (0,2), 
F (0,4), F (0,6), F (0,8), F (1) zwifchen ben durch die folgen- 
den beiden Syſteme von Gleichungen : 


y,=0,2.008 (0,2), yı —0,2.008 Fr), 
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0,2+% Kl 
Y — 1 = 0,2.cos ( 5 ), 2 — Yı = 0,2.cos Fr) 


9 0,6+ 
42 - 221 * 0,2.cos ( ze) ‚y-yp= 0,2.c08 ( = *) 
0,64 0, 
Yı— 9% =0,2.c0s ( 5 ’°) ‚4 —Yy=0,2.008 ( 


1) | 
Y-y=0200s (7), Y—1=02.0s (I) 

















gegebenen Werthen von Yı, Ya, Ya, Ya Y liegen. Aus bem 
eriten Syſteme ergiebt fich fucceffive: j 
y,=0,2, 90839936, 9 =0,5%81, 
y,=0;79110, V=0,98106 
und aus dem zweiten: 
y, = 0,19936, y2 = 0,3982, y =0,59117, 
yı =0,78135, Y—=0,96598, 


Wenn man die halbe Summe ber Zahlen 0,98106 und 0,96598, 
nämlich 0,9735, für den Werth der Unbefannten F (1) nimmt, 
fo ift der begangene Fehler Feiner ald die halbe Differenz: 


0,98106—0,96598 „_ 9,008 


$. 174. Wir wollen die Differenzialgleihung: 
dy=f(x,y) dx 


wieber betrachten und annehmen, daß die Function f (z, y) be 
fländig zu= oder abnimmt, wenn man der Veränderlichen z einen 
zwifchen den Grenzen z4, X liegenden beflimmten Werth beilegt 
und y von y—=Yys bis y—=ya-+ Aa ſich ändern läßt. 

Ferner wollen wir mit F (x, y) + C den Werth des unbe: 
flimmten Integraled / f(z,y)dx bezeichnen, worin die Veraͤnder⸗ 
lihe y als eine Gonftante betrachtet wird, und endlich wollen wir 
bemerken, daß, wenn drei Zunctionen 4, v, w von 7 den Bedin⸗ 
gungen vo>u und v<w für alle zwifchen den Grenzen 72%, 
—X liegenden Werthe von x genügen, das zweite der Drei In⸗ 
tegrale / udr, Svdr, S wdx einen Mittelwerth zwifchen den 
Werthen des erflen und dritten befommt. Da die Function 
f I[x, F (X)] zwifchen den genannten Grenzen beftändig Kleiner- 
ald der eine der Ausbrüde: 


FO, fsF@e)) 
und größer als der anbere iſt; fo iſt der Werth des Integrales: 
X 
SH rte,F da] 
eine Mittelgröße zwiſchen den Werthen ber Ausdrüde: 
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[2 fIx,F@o)de= FIX, F(ze)) — Flzu,F(ae)] 
und kann folglich durch einen Ausbrud von ber Korm: 
SE fa F@)+3 [ [ — 
⸗ *FX, FA) FEX)AFGI)MIAVFIALFGAV)VAO [FCX)-Fze)] } 
dargeſtellt werden. Man kann alſo fuͤr die Gleichung: 
F—-y„=K—n) fa +3 X—2), »+oO[lF (X) — 30) 
bie folgende: 
F(X)—-Fa)= FIX,F(@)-+@[F(X) —F(20)] } 
(a) —Fiz,,F@)+9 F&—F@)]} 
fubftituiren, und ebenfo fände man: 
Fa@)—Fa)=Fjz,, Fa)+t®,[F@)—F()]]} 
—Fi2,F(&)+9,[F@,)—F(z)]} 


F (X) —Fa„-)= F | X, F(au-ı) 40 [F (X)— F(z,-ı)] } 
—F (2.-1,F.-)+ 9,-ı[lF O— FA. MNI. 
Bermittelft diefer Gleihungen kann man oft fehr enge Gren- 


zen beflimmen, zwifchen weichen der Werth von F (X) liegt, und 
um die Begriffe zu firiren, wollen wir wieder die Differenzial- 


gleihung: 4y 
J. 
dy =Ccos (Fr )ar 
betrachten ; fo haben wir in biefem alle: 
fs, = cos (=), 


Seo * de 5 sin (= +C. 
Man kann folglich ſetzen: 
F(&,y)=5 sin (=) 


\ 


" und vermöge der Gleichung (a) hat man: 


' 


1+9F( . 6F 
F(ii)= 5 sin m —) sin 28 


oder was auf daſſelbe hinauslaͤuft: 


14 20 
F(1 10 sin Ze 


3%0 


Da aber die Zabl © immer Heiner als die Einheit bleiben muß, 
fo ſieht man leicht ein, daß der durch die vorbergehende Gleichung 
beflimmte Werth von F (1) defto Bleiner wird, je größer dieſe 
Zahl wird und zwifchen den durch die Gleichungen: 
37 
Y=10sinJ, Y=sinyucos ( u ) 

gegebenen Werthen von Y, d. h. zwifchen den Werthen 0,9984,.... 
und 0,9564... liegt. Wenn man die halbe Summe diefer beiden 
Werthe, nämlich 0,977, für den Werth der Unbelannten F (1) 
Pain fo iſt der begangene Fehler Kleiner, als die halbe Dif: 
erenz: 





0,998-- 0,956 _ opt. 


Wenn man, ftatt F (X) oder F (1) durch eine einzige Glei⸗ 
hung direct zu berechnen, die mittlern Werthe F (0,2), F (0,4)..... 
anwenden wollte, fo ergäbe fi) aus den Gleichungen (b) : 

0,2 + 20, F (0,2 
F (0,2) = 10 sin (0,02) cos Kr ‚ 


F (0,4) — F (0,2) = 


' y ' ‚4 —KF ⸗ 
10 sin (0,02) cos a B+2F(02) er ei) ‚ 
F (0,6) —F (0,4) = 


Etæ 0420, (700 — Fa 
| J 


10 sin (0,02) cos 10 


| 1,4 F (0, F —F(00, 
10sin (0,02) cos „Ihren +39, FUN - FORM) 


FM) —-F0I9= 
1 2F (0,8) + 20 D—-Y(0 
10sin (0,02) cos — , 


und man überzeugt fich leicht, daß die durch dieſe Gleichungen be: 
flimmten Werthe von: 
F (0,2), F (04), F (0,6), F (08), F (1) 
zunehmen, während die Zahlen &, ®,, ©, ©, ©, abnehmen, 
und folglich zwifchen den durch die beiden Syſteme von Gleis 
ungen: ' 
y,= 10 sin (0,02) cos (0,02), 
y, =10 sin (0,02) cos (0,02 + 0,2y,), 
9, —y, = 10 sin (0,02) cos (0,06 ++ 0,29 ), 
Y%2 —Yı = 10 sin (0,02) cos (0,06 + 0,2ys) , 
v2 — 3 10 sin (0,02) cos (0,10 + 0,23), . 
Yyı — ya = 10 sin (0,02) cos (0,10 + 0,2), 
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Yı —yı = 10 sin (0,02) cos (0,14 +0,29), 

Yı—Ys == 10sin (0,02) cos (0,14-+ 0,2y,), 
Y-—y, = 10sin (0,02) cos (0,18 + 0,24.) , 

Y—y,= 10sin (0,02) cos (0,18 +0,2Y) 


beflimmten Wertben von %Y,, Y2, Ys, Yu, Y liegen. 
Das erſte Syflem giebt: a 


y,=0,199 ,.., y.=0,3989,.., 5 == 0,59568...., 
y= 0,78899 yo , Y- 0,97765 ve 
das zweite: 
9; ==0,19962, ., Ya 0,39766 ,... ‚ %s —0,59289 PR 
Yı —(0,78413 yoy Y —0,97029, ... 


unb wenn man die halbe Summe ber Werthe von Y nimmt; fe 
erhält man die Zahl 0,9739... für den Näherungswerth von F (1) 
mit der Gewißheit, daß der begangene Fehler die halbe Differenz: 


nicht überfchreitet. Durch die Anwendung der neuen Zormeln find 
die Fehlergrenzen beträchlich zufammengezogen ; denn dieſe Grenze 
war anfangs — 74, und ift fuccefiive auf 0,008, 0,0036 .... redus 
cirt. Um von den lesten Formeln eine neue Anwendung zu ges 
ben wollen wir die Differenzialgleichung : 

dy=(at+ y}) dr 


betrahten und annehmen, daß man, indem die Unbekannte 


y==F(z) mit x verfehwinden muß, den z— 1 entfprechenden Werth 
von y verlangt. 


Da bie Ableitung: 
d 
F@) == 4 Y= or Faf 
pofitio ift, fo lange fie einen reellen Werth behält, fo Fanıi man 
ehaupten, daß die Function F (x) mit x befländig zunimmt, 


und eben fo ift einleuchtend, daß die Function + gt zunimmt, 
wenn man y zunehmen läßt, ohne x zu verändern. Dieſes vor 
ausgeſetzt, giebt die Gleichung (a): 


Fi)=4+ [OF(N, 
oder was auf daſſelbe hinausläuft: 
[OF OP — 407? —=49-+4 0%. 
Bieht man nun aus beiden Theilen diefer Gleihung die pofis 
tiven Wurzeln und bemerkt, daß die Größe V . + 3 >49 nicht 


—+9—[BF(ATE werben kann; fo findet man: 
Moigno, Jategralrechnung. 21 


— 
} — 
(er ¶N-V-Pα- 
FU=S ts + Va+®. 


Da nun die Zahl © zwifhen den Grenzen O und 1 bleiben muß, 
fo muß der aus der vorhergehenden Gleichung abgeleitete Werth 
von F (4) zwiſchen den Grenzen: | , 


2 _ 1,2, /I 3 _1,, /ü | 
tler VYI=2100... 
bleiben. Um bie Grenzen von F (1) mehr zufammenzuzichen, 
braucht man nur bie Gleichungen (6) für die Sleihung (a) zu 
fubftituiren. Wenn man, um die Begriffe zu firiren, die Diffe- 
ven; X—2zo=1 in 10 gleihe Elemente, jedes — 0,1 erlegt, ſo 
ergeben fi) aus den Gleichungen (5) die Werthe der Größen: 
F (0,1), F 0,23, F (03),.., F(09, FA 


und man fieht leicht ein, daß fie zwifchen den durch die Glei⸗ 
ungen: 


y=30,08, 2409-009 + Urn. 
 Y—y = 41— 0,9%] +0,17 5, 

Yı = 0,005 + 4[0,1%] + 0,1 V0,0085-F4 0,1), 
%:—yı = 0,005 + 4[0,93—(0,1% 


+0,1 V0,0025 +3, +4 [00,23 —(0,1)%), 
Yo = 0,005 +4 [1— (0,9%) | 

+01 v’ 0,0025 + +3L1 — (0,9)] 
gegebenen Werthen von Yı, Yar---., Ya, V, d. h. zwifchen den 

erthen: 

yı =0,02108, 93=0,07413, - 0, 15127, y=0,14297, 
Y5 == 0,36624  ‚ B> ‚30089  ı y= 0,65226 ‚ 9 = 0,8096 1 ’ 
und : 
Yı = 0,04143 r pr = 0,17368 r Yyı = 0,20935 ‚ Yı = 0,32551 ‚ 
Y =0,46041,. 4. =0,61275, y7—=0,78176, ya 0,96667 , 
Yı = 1,16688, Y = 1,3768 
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liegen. Wenn man die halbe Summe ber vorhergehenden Werthe 
von Y, nämlih 1,28...., für den Näherungswerthb von F (1) 
nimmt, fo ift der begangene Zehler Kleiner, ald die halbe Diffe: 
ren; 0,09. Bei der Anwendung der Gleichungen (db) ift alfo die 
Zerlegung der Differenn X— x in 10 qleiche Elemente binrei: 
chend gewefen, um eind ber particulären Integrale ber Differen- 
zialgleihung: 


dy= (234 * dı 


deren allgemeines Integral fich durch, feine der befannten Metho⸗ 
den unter endlicher Form erhalten läßt, wenigftens bi auf „y 
genau zu beflimmen. 


Neun und zwanzigfte Vorlefung. 


Meftimmung aller particulären, ober fingulären Integrale, welche einer Diffe: 
Tenzialgleihung ber erflen Ordnung angehören können. — Eigenſchaften einiger 
diefer Integrale. 


8. 176. So oft die beiden Functionen: 
f@,y) und xw&y)=D,f (2,9) 

in der Nähe der befondern Werthe x, y=ys endlich und 
ftetig bleiben, geben die in den frühern Vorlefungen auseinander: 
efesten Merhoden einen Werth von y ald Function von 2, naͤm⸗ 
ih y=F(x), welder, wenn diefe Function zwifchen gewiffen 
Grenzen, wovon die eine Heiner und die andere größer ald zu if, 
ftetig bleibt, der doppelten Bedingung genügt, daß er die Diffe- 
renzialgleihung dy=f(x,y) dx verificirt und fih für e=re auf 
Yo rebucirt. Diefer Werth von % ift ein particuläred Integral der 
gegebenen Differenzialgleihung und in der gemachten Vorausſe⸗ 
Bung zugleich Die einzige fletige Function von x, welche die bei- 
den auögefprochenen Bedingungen zugleich erfüllen Tann. Denn 
wenn eine andere Function Fl) H(z) diefelben Eigenfchaften 
befäße, fo hätte man nicht bloß: 


F&)=flz, Fo), F(A.) Y%, 
fondern aud: 
Fa)tH9@)=y, Pa) =0, 
F(a)+$ (2) = fir, F)+P@))] 
=fa, Fo) +H dx, Fa) +3 @)), 
wo S eine Fleinere Zahl ald die Einheit bezeichnet, und folglich: 
1 = Er F@) +99 @), ya) =0. 


Wenn man ferner x. +ti feßt, und. der Größe 7 einen unend⸗ 
lich Pleinen Werth giebt, oder was baffelbe ift, wenn man x ges 
gen die Grenze x, convergiren läßt; fo befommt ber Bruch: 

p (a) — (ot) 

(a) pt’ 
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wie fein Zähler, Werthe, welche nahezu Null ſind, waͤhrend die 


ction: 
tz, Fa) +86 (@)] | 
gegen die Grenze x (ze,yo) convergirt. Man hätte folglich: 
1=0 xx au), 
oder: | 
x Au, y)=X, 

was gegen bie ‚Borausfegung wäre. 

| $ 177. Aber dennoch kann man ſich auch unter diefer Vor⸗ 
ausfegung verfchiedene Functionen von x denken, welde zur Ex 
füllung ber ausgeſprochenen Bedingungen gleich geeignet end und 
in der Nähe des befondern Werthed x, zufammenfallen, aber 
für gewifle merklich von 2, verfchiedene Werthe von x divergiren. 
Es Tann fogar geihehen, daß mehrere diefer Zunctionen für alle 
Werthe von x ftetig bleiben. Wenn z. B. die Veränderliche y 
der Differenzialgleichung: 


@+Nday— yri)de=0 


genügen und zugleich mit = verfchwinben muß, fo erfüllen bie bei 
den Functionen: 


y=2, y=}le—1+V@+12] 


die eine, wie bie andere dieſe beiden Bedingungen, und da bie 
Wurzelgröße Va+n? in allen Zälen ald eine pofitive Größe 
ausdruͤckend, betrachtet wird; fo ift klar, daß der zweite Werth 
von y mit dem erften übereinftimmt, fo lange z+1 alö pofitiv 
betrachtet wird und fih auf y„=—1 rebucirt, wenn z-H 1 nega⸗ 
tiv wird. 

Wenn man annimmt, daß die ald Sunction von x betrachtete 
Veränderliche y fich für gewiffe Werthe von x ploͤtzlich ändern 
kann, fo kann man fie leicht fucceffive mit mehreren particulären 
Antegralen zufammenfallen oder übereinftimmen laffen. Denn es 


feien:: - 

y=F, (2), y=Fi (2),..., y=Fu(&) 
mehrere folcher Integrale, fo braucht man, wenn y von r=— m 
bi8 x, mitdem erften, von 2=r, bis z=z, mit dem zwei- 


ten,...... und endli von x. bid r—=+ © mit dem lebten 
übereinftimmen oder zufammenfallen fol, nur zu feßen: 





_R&aA+Fnl) , Fd—-Fl) _i-n_ 
„=. 4 vant 
+ Fm (z) Fm—ı (x) 2 — Am 
2 Vo am) 


Man könnte auch annehmen, daß, einige der Functionen F. (æ), 
Fı (2),.... particulaͤre und die übrigen ſingulaͤre Integrale der 
Differenzialgleichung: 


“ y=f(,y)dı 

ausdrüden, in welchem Kalle der vorbergebende Werth von 
fucceffive mit diefen beiden Arten von SIntegralen zufammenfiele 
oder übereinflimmte. Wenn 3. B. die Differenzialgleihung: 


gegeben wäre, fo ſieht man leicht ein, daß die Function: 
y=4c+V®) 
für ‚alle pofitiven Werthe von x mit dem particulären Integrale 
==r, und für alle negative Werthe von x mit dem fingulären 
ntegrale y=0 übereinflimmt. 


| enn die Functionen Fa (2), Fı(&),.... particuläre Inte 
grale ausdrüden, fo muß die Function: 


_F&)+tFa() , Ha) —-F,@ _2—-% 
„wagt 
als in dem allgemeinen Integrale enthalten, angefehen werben, 
woraus fie abgeleitet wird, wenn man ber willlührlihen Con⸗ 
ſtante einen ausgedehntern Werth beilegt. Denn ed fei: 

y=F (2, C) | 
das allgemeine Integrat der Differenzialgleihung dy= f(x, y) dx 
usd Cu,C, Cs ,....., Om feien die befondern Werthe der willkuͤhrli⸗ 
Ken Confante C, welche diefes allgemeine Integral mit den Fun⸗ 
einen Fe (), y=Fı(2),.... zufammenfallen maden; fo 
. braucht man, um die Gleihung y=F (2,C) mit der folgenden: 


F, (x) — Fo (2) 2— AM 





__Fı@)+Fm(®) 
ya year 
übereinflimmen zu machen, nur zu feben: 
— Co+Cm G—C °— 1, Cu— Ca-1 V — im 
rt Va 


$. 178. Es fei nun y=F(z) irgend eine Function von x, 
welche der‘ Differenzialgleihung dy=f(z,y) dr Genüge leiſtet. 
Wenn jede der Functionen: 


flz,F@)), xl, F(2)) 

für alle möglichen Werthe, oder wenigftens für alle zwifchen Be- 
- wiſſen Grenzen liegenden Werthe von x, endlich und ftetig bleibt; 
fo kann man nach Belieben irgend einen diefer Werthe für den 
mit x. bezeichneten nehmen, und folglich ſtimmt y = F (x) we 
nigflend für die zwifchen gewiflen Grenzen liegenden Werthe von 
x mit einem der bereitd betrachteten particulären Integrale über- 
ein. Folglich könnte y=F (x) kein finguläreö, ober particuläres 
Integral fein, welches immer von den vorhin betrachteten ver: 
ſchieden wäre, ausgenommen in bem Falle, wo eine ber beiden 
Functionen: 
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PFaod)=flz,F@)], x[&,F(@)) 

nicht mehr für alle möglichen Werthe der Weränderlichen = endlich 
und ftetig bleibt. Diefe Bedingung kann aber nur in dem alle 
erfüllt werben, wo biefe Functionen beftändig unendlich, oder 
unbeftimmt werben, und da die Function F(x)=f[x,F(x)] nit 
fortwährend unendlich fein kann, ohne daß daflelbe mit F (x) ber 
Ball ift; fo folgt, daß die Function F@@), wenn dad Integral 

=F(x) immer von den in den letzten Vorleſungen betrachteten 
verfchieden und nicht für jeden Werth von x die Function F(z) 
=t» if, für alle Werthe von z eine der Bedingungen: 


fey)=t, x Fo)=$, x F@)=H4, 


oder daß das Integral y„=F(zx) eine der Gleichungen: 
1 
FG,y) — 8, xG, ) *8, Xu) 0 

erfüllt. 

Wenn dad Integral F(x) nur für die zwifchen gewiflen Gren⸗ 
gen liegenden Werthe von x von allen in den leuten Worlefungen 
etrachteten Integralen völlig verfchieden fein müßte; fo koͤnnte 
man ebenfalld noch behaupten, daß dieſes Integral einer dieſer 


drei Gleichungen genügt, aber blos für Werthe von z, welche zwi⸗ 
ſchen den erwähnten Grenzen liegen. Wenn man diefe allgemel 
nen Prineipien auf die beiden Differenzialgleihungen: 


dy = (2 Ray, dy=ylydı 


anwendet, fo findet man fucceffive: 
— ( -—_, 
FG, y) — (2) 4 x(&,Yy) arbðy* 


fFE,) — y1ly, XG,) 1-13. 


Die vier vorhergehenden Functionen werden fuͤr keinen Werth der 
als eine Function von 2 betrachteten Veraͤnderlichen y unbeſtimmt; 
aber die zweite und vierte werden ımendlich, und folglich wird bie 


Gleichung ——0 erfüllt, wenn man bdiefer Veränderlichen den 
Werth y„=0 beilegt, welcher ein finguläred Integral der Diffe- 
renzialgleihung dy = —X dx und: ein particulaͤses Integral 


— Differenzialgleichung dy=yl.ydı iſt. Wir wollen ferner 
eben: | 


fo werden in biefer Vorausſetzung die Bedingungsgleihungen: 


n 2ysin- + cos- sin? — 
79 , „! *8, 1 ı 7⸗ 
sin — sin? — sin = —- c0s— 

y Yy ⸗ 714 


wonon die beiden erften nur dann erfüllt werden können, wenn 
„to oe y=0 if. Sebt man übrigens: 





wo » irgend eine ganze Zahl und c eine unbeftimmte Gonftante 
bezeichnet, fo hat man für beträchtliche Werthe von n nahezu: 
y? 1 1 





und folglich giebt der n=w entfprechende Werth von y, nämlich 
=D, für dad Verhaͤltniß — wirklich einen unbeflimmten Werth 
sin — 
l 
Eben fo leicht Tieße fich zeigen, dag diefer Werth y= 0 der 
Gleichung: 
'2ysin Loos 
— 13 8 


sin? ı 


genügt, und daß derfelbe als particuläred Integral auch der Glei- 
hung: 


y’do 

sa — 

Yy 
genügt, deren allgemeines Integral folgendes ift: 


1 
Innarc cos(r—C) 


wo » eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 
Was die Gleichung: 


eos! oder v — 
+ =cos,„ oder y 


sin? 7 
— 77 —=( 
2ysin—tco— 

y y 


anlangt, fo ergiebt fich daraus: 
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si I —( ı — 5 

| neh, „ar, y=t+7' 
und die aus biefer leßten Gleichung abgeleiteten Werthe von y 
uff 2 kar ydırz . 
find fingulare Integrale der Differenzialgleihung dy= — , mit 


sin — 
y 
Ausnahme ded Werthes y=0, welher n=w entfpricht. 
Wenn man die Differenzialgleichung : 
2d, . 
dy = „ 


2 sin 
y?sin— — cos — 
Y 


betrachtet hätte, fo wäre die Gleihung f(x, y) = $ in folgende 
übergegangen: | 
y" _ 
1 *8 


2 gi 1 
y’sin -—cos— _ 
Yy 


elher ebenfalls durch den als Grenze eines Ausdruckes von der 
orm: 


_ 41 
c 

9 zz 
betrachteten Werth y=0 genügt wird; aber in dem gegenmärti- 
gen Kalle ift der Werth „=D ein finguläred Integral ber gege⸗ 
benen Differenzialgleihung, deren allgemeines Integral ysin - 

=r+Cit. 
$. 179. Nach den verfhiedenen, in den vorhergehenden Vor⸗ 


lefungen betrachteten particulären Integralen, ergiebt fich die Glei- 
hung y=0 nad der auf der Anwendung der Gleichungen: 


yı u =) Rey), ... etc. 


beruhenden Methode. Denn wenn man im Allgemeinen annimmt, 
daß die Function f(x,y) bei jedem Werthe von x für y=0 ver- 
Kinder, fo ergiebt fi) aus diefen Gleichungen, wenn man y=0 
est: 
yzy-zV, p=y=l0,... Yzy-ım0 r 
und wenn man alsdann y für Y feßt; fo erhält man das ge: 
fuhte Integral y=0. Wir wollen noch bemerken, daß dieſes 
Integral in der Gleihung y=% enthalten ift, auf welche man 
fommt, wenn man immer auf biefelbe Weife verfährt, wenn y= 0 
die Function f(x,y) unbeſtimmt madıt. 
Es ift wohl zu bemerken, baß die durch x.(x,y) ausgebrüdte 


Function genau ber Differenzialquotient > ift, wenn man y’ als 
. y 
eine durch die Gleichung : 
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v=f®@y 

beftimmte Function von z und y betrachtet. Aus dieſer Bemer⸗ 
fung und dem Vorhergehenden ergiebt fich das von andern Geo- 
metern auögefprochene Factum, daß eins der Merkmale der fingu- 
laͤren Auflöfungen oder Integrale darin beftehe, den Differenztal- 


d 
quotienten = unendlich, oder unbeſtimmt zu maden. 


Endlich wollen wir noch bemerken, daß man, wenn y = 0 
ein finguläred Integral der Differenzialgleihung: 
dy=f(x,y) de | 
und ein anderer Werth von y, welcher mit z— x, verfchwindet, 
ohne jedoch befländig Null zu fein, ein particuläres Integral ber: 
felben Gleichung ik ‚ biefe beiden Werthe von y aus folgenden 
Gleichungen ableiten kann: 
Yy—y=laı —z)f(&u, Yo), 
Y»—Yyı = (a — z)f (a, Yu), 
etc., 
nämlich den erften Werth, wenn man 9 SO fest und den zweiten 
Werth, wenn man für ys eine unendlich Pleine Größe nimmt. 
$. 180. Wenn man nicht mehr die Differenzialgleichung : 


dy = f (2, 9) dı, 
fondern die folgende: 


\ 


f\zy, 2)=0 


u integriren: hätte, fo brauchte man nur den Werth von y’ als 
unction von x aus der Gleihung f(z,y,y)=0 abzuleiten, um 
bie Function x(z,y) zu erhalten. Wenn man ferner mit: 


® , y, y), X(z, Y, Yy), Y%lz,y,y) 


die drei partiellen Ableitungen von f(z,y,y’) in Beziehung auf 
Rie drei Beränderlichen z, y, y’ bezeichnet, fo leiften die aus der 


d 
Gleichung f(x, y,y) = 0 abgeleiteten Werthe von y und 
offenbar der Gleichung: 


dy' — 
o 1.067277 Din 1.4677 7 Dre 
oder: | 
Yy__ Lu) 
dy Pz,y,y‘) 


Genuͤge. Wenn man alfo von der Differenzialgleihung dy=flx,y)dx 
zu der Differenzialgleihung: 


d 
f 2,9 2)= 0 
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übergeht, fo muß man für die Gleichungen: 
ACT ad Teer zur! =(0 

die folgenden: 

P(x,9,Y%) —$ Ylr,y,y’) —0 

Kay) Ka) 
jeßen, worin man als eine durch die Gleichung: 

f&yy) = 0 

beftimmte Function der Weränderlichen x, y betrachten muß. Um 


die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß fich diefe lebte 
Gleichung auf folgende rebucirt: 





y=y+f@), 
fo: hat man: 
2— 
yo ct’ 
bie Bebingung > =x wird: 
z+f')=0 
und die Elimination von y’ zwifchen diefer Gleichung und der 
Gleichung: 
—A 


giebt die ſingulaͤren Integrale der gegebenen Differenzialgleichung. 
F. 181. Nach dem eben Geſagten braucht man, um bie ſin⸗ 
gulären Integrale der Differenzialgleichung: 


dy=f(a,y) dx 


yu erhalten, nur die Werthe von y ald Zunctionen von x zu fuchen, 
welche die Eigenſchaft haben, eine der Zunctionen f(z,y), x(æ, y) 
unbeftimmt zu machen, oder der Gleichung 
Differenzialgleichung : 


zo) — 0 und der 


dy=f(r,y)de 


zu genügen. Da ferner die Werthe von y_ald Zunctionen von z, 
weiche biefe doppelte Bedingung erfüllen, finguläre, oder particu=* 
laͤre Integrale fein koͤnnen; fo ift noch ein Mittel zur Unterfchei- 
bung bdiefer beiden Arten von Integralen ausfindig zu machen. 
Diet Unterfcheidung bietet in dem Falle, wo da8 allgemeine In⸗ 
tegral befannt ir eine Schwierigkeit dar, und in dem entgegen- 
etzten Kalle laͤßt fich diefe Unterfcheidung vermittelt ber folgen- 
en Lehrfähe bewerkftelligen. 

Lehriag 1. Um zu, entfheiden, ob ein Werth 
y=F (2) ein particuläres, ober ein finguläres In- 
tegral der Differenzialgleihung: 
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dy= f(z,y) de 
iſt, braucht man nur zu unterſuchen, ob z=0 ein par- 
tieulares, oder ein finguläres Integral der Diffe 
renzialgleihung: | . 
d=|\flx,Fa)+2] flv, F@)]} dr 
if. Denn da y=F(x) nach der Vorausſetzung der Differenzial- 
gleihung: " 
| dy=f(a,y)dı 
genügen muß, fo hat man: et 
d.Fa)=flx,F(x)) dx. : 
Kerner fei F (x, y) = C das allgemeine Integral der gegebenen 
Differenzialgleichung, fo erhalt man, wenn man in berfelben : 
y=F()-+:z 
ſetzt und die Gleichung : 
dF(«)=flr,F(a)] dr 
berüdfichtigt , die Differenzialgleichung: J 
d=\fl,F@)+2)—fl& Fo] dz, 


welcher man genügt, wenn man 2*0 feßt, und beren allgemei⸗ 
nes Integral folgendes iſt: 


Flx,F&)+2z]=(C. 
Run ift aber Har, daß y=F(z) der Gleichung: 
F(æDœ,y) 0 | 
genügt, wenn z=0 ber Gleichung: 
F[x,Fa@a)+z2)=C 
Senüge leiſtet, d. h. wenn ſich die Function F[x, F(xz)+z] felbft 
anf eine Conftante rebucirt. Mit andern Worten: y=F(z) ift 


ein particuläred Integral der Sleihung (1), wennz=0 ein 
particuläred Integral der Gleichung: 


d= (fie, F@)+2]—fla,F@)]} de 


ift, und umgekehrt. Folglich ete. . 
Zuſatz. Da es gleichgültig ift, ob man bie unbelannte 
Kunction von z, welde ber lebten Gleichung genügt mit z, 
ober mit 9 bezeichnet; -fo folgt offenbar aus dem vorhergehenden 
Lehrfabe, dab man zur Beſtimmung der Beichaffenheit des Inte- 
grales y=F(z) einer Differenzialgleichung der erſten Ordnung 
zwifchen den Weränderlichen z,y nur bie Befchaffenheit des Inte⸗ 
graled I0 einer andern Differenzialgleihung der erften Ord⸗ 
nung zwifchen benfelben Weränderlihen zu beftimmen braucht. 
Die Unterfuchung kann alfo immer auf den Fall zurüdgefüher 
werden, wo man identifh Fa)=0 hat, und in diefem letzten 
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Kalle kann die Unterfcheibung der particulären und fingulären In- 
tegrale unmittelbar mit Hülfe der folgenden Lehrſaͤtze gefcheben. 
Lehrfag 2. Es feien «= und B zwei unenbli 
kleine Größen, wovon die zweite fo gewählt ift, daß 
die Function f(x, y) zwifhen den Srenzeny=ae, 
y= ß fletö daffelbe Zeichen behält, wenn ber Werth 
y=0 der Differenzialgleihung: 
dy=f(z,y) dt 

als finguläreö Integral genügt; fo ift das zwifden 
denfelben Grenzen in Beziehung auf die Beränder 
liche genommene beflimmte Integral: 

—— 

a fis,y) 
felbft eine unendlich Fleine Größe. 

Beweid Wir wollen durch: 
| Fay)=C 
wieber dad allgemeine Integral der Differenzialgleichung : 
dy=f(a,y)da 

begeichnen, und es fein D (x, y), X (z, y) die beiden partiellen 
Ableitungen der Funttion F (2, y) in Beziehung auf die beiden 
Veraͤnderlichen z,y; fo ergiebr fih aus der befannten Gleichung; 


du du 
de _ _dy 
M N’ 


pe man darin F (z, y) für u, 1 für Nund — f(x, y) für M 
egt: 


B(z,y) 
X(r,y)=— foy 


Da diefe legte Gleichung identiſch ifl, wenn man beide Theile 
derfelben zwifchen den Grenzen y—=a, y=B in Beziehung auf 
die Veränderliche 4 integrirt, fo erhält man: 
_ 4 dy 
F(x2,8)—F w)=—/f, ®(z,Yy) fa)’ 
und wenn S eine Fleinere Zahl ald die Einheit bezeichnet; fo bat 
man: 
⸗ Yu _ Rd 
S. PEN rer). Fan’ 
und folglich: 


f: dy — F(æ, æ) —F(2,P) 
FG,VJ 2I, 3cyjj 


Da ferner y=O nach der Vorausſetzung ein ſingulaͤres Ant 
der Differenzialgleihung: g ſing Integral 
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dy=f(x,y) de | 
ift, fo kann diefer Werth von y der Gleihung F(æ, )* C nicht 
enügen, d.h. der Ausdruck F(x,0) kann feinen endlichen und con« 
Kanten Werth bekommen, fondern hat beftändig einen unendlichen 
Werth. Folglich muß F (x, 0) nothwendig eine endliche Function 
der Veraͤnderlichen x fein, und ihre Ableitung: 
dF (0, 
Y(2,0)= u 
reducirt fi ebenfalld auf eine endliche Function von x, oder, 
wenn die Function F(z,0) eine lineare ift, auf eine endliche und 
von Null verfchiedene Gonftante. Folglich verfehwindet das Ver⸗ 
haͤltniß: 
F(æ, c) FG.5) 
Pl, 96- «)) 
fir — a = 0, woraus folgt, wenn die Functionen F (z, y), 
D(z,y) in der Nähe des beiondern Werthes y=O fetig find, 
daß das fragliche Verhaͤltniß und das damit gleichbebeutende be= 
flimmte Integral ’ as) mit den Größen «, B zu gleicher 
Zeit unendlich klein werben. 
Lehrfag 3. Wenn der Werth y=0 der Differen- 


zialgleihung: 
J dy=f(x, y) dı 
RP dy 


genügt und das befiimmte Integral [u.a 


unendlich Fleinen Werth befommt, fo ifty=0 ein fins 
guläres Integral der gegebenen Differenzialglei- 
hung. 

Beweid. Denn wir wollen annehmen, daß diefed Integral 
einen unendlich Meinen Werth habe, fo kann das beflimmte Inte⸗ 


gral /. 


d 
a an welches aus dem erften abgeleitet wird, wenn 


man y für 8 fubflituirt, nur eine endliche und beftimmte Function 
der Veränderlichen x, y fein, und daffelbe gilt von dem beſtimm⸗ 


einen 





y_4 a: 
ten Integrale /. Fan’ welches man erhält, wenn man für die 
unendlich Heine Sröße @ ihre Grenze Null fest. Nun fei: 


vu 
J. an fem, 


ferner fei 5 ein befonderer Werth von æ und y=F (z, C) daß 
allgemeine Integral der Differenzialgleidung dy=f(z,y)dr; fo 

bat man ibentifch : 
| dF (x, = fir, Fir. ON dr. 


- 
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Wegen: 


wu __ 
o fa) ia y) 





it ferner: 


vu — — 
J. ey, AN rey’ 


dF (z, 
df[&,F(z, C) = f &,F (a, Co} [4 


und folglich: . 
la, F(æ, C)] 
dilb FOMS ro 
Aus diefer letzten Gleichung ergiebt fih, wenn A einen beliebigen 
Zuwahs von z und 9 eine kleinere Zahl als die Einheit bes 
zeichnet: 
f[&, F(x<+%,C) — f[&, F(z,C)] 
— „ [Et IM F@+nO) 
fKF@+30) 
und wenn wan 5= x + 9% ſetzt; fo findet man für beliebige 
Werthe der Größen x, hund C: 
f[x + 3%, F (&,+89h,C)] — f[x-+ 34, F(x,O]=h. 
Es läßt fih nun leicht zeigen, daß y=0 in der gemachten Vor: 
audfegung ein finguläred Integral if. Denn wenn man dieſes 
Integral aud ber leichung y=F(r,C) dadurch ableiten koͤnnte, 
daß man der Conſtante C einen beſondern Werth c beilegt; fo 
brauchte man nur C=c zu fegen, um bie lebte der vorhergehen- 
den Gleichungen auf folgende: 
k=f(z-+3%,0) — f(c-+8h,0)=0 

u rebuciren, welde, wenn ber Werth von k willtührlich bleiben 
—* nur inſofern ſtatt finden kann, als ſich ihr zweiter Theil auf 
„ſtatt auf O, reducirt, welches letztere immer geſchieht, wenn 
(z, y) eine endliche Function bezeichnet, während das erſtere 
nothwendig flatt findet, wenn die Function: 


Sf. 
anf, fa 9) 


unbeftimmt, oder unendlich wird. Der Werth y=0 genügt zwar 
der Differenzialgleihung dy = f(z,y) dr nur in dem Falle, wo 
bie Function f(x, 0) einen Werth — 0, oder einen unbeflimmten 
Werth befommt, und da alddann der zweite Zheil der Gleihung : 
f[&, F(x + 4,0)] — f[&, F(z, O)) 
—H fla+9h,F (a +3%,0)] 
— I.S.SFGOI-POM, O)] 


ſich auf $ rebucirt; fo ſcheint es beim erſten Anblicke, daß man 
die Gleichung: —— 





S 
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fx +3, F(2+9h,C1)) — f[r+3h,F(2,C0))=h 
nicht auf ein particuläred Integral von der Form: 
y=F(a,c) =0 
anwenden dürfte. Um fich jedoch zu überzeugen, daß diefe Aus- 
dehnung zuläffig ift, braucht man nur zu bemerken, daß biefe 
Sleihung, welche für alle von ce verfchiedene Werthe von C flatt- 
findet, auch noch ftattfindet , wenn C gegen die Grenze c conver: 
irt und die Differenz; C—c unendlich Tlein wird, woraus man 
hließen darf, daß diefe Gleichung auch noch flatt findet, wenn 
die Differenz C— c unendlich klein wird, woraus folgt, daß diefe 
Gleichung auch noch flatt findet, wenn die Differen; C — c in 
aller Strenge =0 wird. 
$. 182. Aus den Lehrfägen 2 und 3 folgt, daß man, um zu 
entfcheiden, ob der Werth „=0 als finguläres, oder als particu⸗ 
läred Integral der Differenzialgleihung : 


dy=f(z,y) dx 
genügt, nur zu unterfuchen braucht, ob der Werth bed beftimmten 


dy 
Integrales / Fa,y)’ indem x ald eine Gonftante betrachtet 


wird, eine unendlich Eleine Größe ift, oder nicht, wo « und ß 
übrigend, wie auch bereitd bemerkt worden, zwei unendlich Feine 
Werthe von y von folcher Befchaffenheit find, daß die Function 
fx, y) in dem Intervalle B--a dad Zeichen nicht ändert. 

. Wenn man z. 3. die bereitd in ber vorhergehenden Vorle⸗ 
fung behandelten Differenzialgleichungen: 


Y 
dy = (2) dx, dy=ylydı 
betrachtet, fo findet man, daß fih das beflimmte Integral 
d 
g für die erfte auf die unendlich Heine Größe: 


ef‘ 
f. ⸗ () dy = 923 (8% — at) 


und für die zweite auf den unbeflimmten Ausbrud: 


S. dy 1ß 

I _ı2 
« yliy læ 
reducirt. Mithin iſt y=O ein ſingulaͤres Integral der erſten und 
ein particulaͤres Integral der zweiten dieſer Gleichungen, wie wir 
bereits aus der Betrachtung der allgemeinen Integrale dieſer Dif⸗ 
ferenzialgleichungen gefehen haben. 

Betrachten wir nun eine Differenzialgleihung, deren allge- 

meines Integral nicht unter endlicher Form erhalten werden kann, 
3. B. die Differenzialgleihung: 


dy=(y+siny) c+1y\dr, 





337 


S!=7u ff a 
« G. VV «a non 


IS. 93" 


Soll die unter dem Integralzeichen ftehende Sunction zwifchen 
den unendlich Bleinen Grenzen y=a, y=Bß das Zeihen nicht 
ändern, fo iß erforderlich, aber auch hinreichend, dab biefe Gren⸗ 
zen zwei Größen von demfelben Zeichen find. Wir wollen an- 
nehmen, daß dieſe Bedingung erfüllt wird, fo haben wir nad) 
einer befannten Formel: 


fo ik: 





B dy 


este an 
KG) 


an einen zwifchen den Grenzen «, B und fol lich fehr nahe an 

liegenden Werth von y bezeichnet. Nun ift aber nahezu: 
145 ge + =141=2 

und folglich rebucirt fich das beftinnmte Integral nahezu auf den 

Ausdrud 21. io, und ba diefer Ausdrud für unendlih Heine 


Werthe von a,B unbeftimmt ift; fo iſt y=0 ein particuläred In⸗ 
tegral der gegebenen Differenzialgleichung. 
Wenn man mit der Differenzialgleihung: 


d= (fa, F(2)-+2z) — fix, FMI de 

eben fo verfährt, wie mit der Differenzialgleichung : 
. dy —f(e, 9) dr, 
fo ergiebt fid) unter Berudfichtigung des erſten Lehrſatzes unmits 
telbar folgender: 

Lebriag A. Um zu entfheiden, ob der Werth 
J der Differenzialgleichung: 

dy (, y) dæ 


als fingulären, oder als particuläres Integral 
nügt, rauht man nur zu unterfuden, ob das. e 
ſtimmte Integral: 


Moigno, Integralreihnung. 22 


“ 


BB 


Sf: ds 

e fl, Fa) +3] — fle, Fio)] 

eine unendlich kleine Größe ift, oder nit, indem x 

als eine Conftante betrakhtet wird und a,ß zwei uns 

endlich kleine Grenzen von z bezeichnen, zwiſchen 

weldhen die unter dem Integralzeihen ſtehende 

Function ihr Zeihen nicht ändert. 
Zufag 1. Offenbar kann man in dieſem Lehrfake für das 

obige Integral das gleichbebeutende Integral: 


S Fz)+ß dy 
Fa)+a f(a, 9) —flz,F (z)] 
fubftituiren. 


Zuſatz 2. Da das Verhaͤltniß: 
1 
flæ, F) Pæ] - flo, F(z)) 
als das Product der beiden Factoren: 
2 1 
fe. F@)+32]—fla Fa)’ » 


Bd .„. 
betrachtet werben kann, und das finguläre Integral f. *1. 
iſt; ſo kann man fuͤr das obige Integral den Ausdruck: 
ß 
fs, Fa) +9] —flo,F(@)] 2 
feßen, wo 9 einen zwifchen den Grenzen a, B liegenden unenblich 


Heinen Werth von z bezeichnet. Da aber die Größe 1. für un⸗ 

endlich kleine Werthe von a und B unbeftimmt iſt, fo kann dieſer 

— nur in fo fern unendlich Fein werden, als das Ver⸗ 
iß: | 


WÄR 


g 
fix, Fa) +2] —— 


für 2=0 unendlid Hein, Null, oder unbeflimmt wird. Da ferner 
beide Glieder dieſes Werhältniffes mit ( verfchwinden, fo iſt der 
= 0 entfprehende wahre Werth deflelben dem Werthe des 
Bruches: 

xlæ, F) +) 
für 3=0 d. h., der Groͤße: 

1 

x le, F (æ)) 
gleich. Der Wertb „= Fe) kann alſo ber Differenzialgleichung: 
dy=f(x,y) dr 


di 7 
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nach Lehrſatz 4 als finguläres Integral nur in bem Falle genügen, 
wo der Ausbrud ie, (F@] =(0, oder unbeilimmt ift, d. b., wenn 


der Werth y=F() einer der Bedingungen: 


| 
x(, )) — 8, say” 0 


nguläre Integrale ber gegebenen Differenzialgleihung geben 
Önnen, und es ift bei der Beflimmung dieſer Integrale überflüffig, 
die Werthe von y in Betracht zu ziehen, welche blos die Zum 
tion fl, y) unbeftimmt machen Fönnen. | u 


fr Diefe beiden Steihungen. finb mh bie einzigen, welche 
e 


Dreißigfte Vorleſung. 


Integration der Differenzialgleihungen der erften Ordnung , worin bie Ablei- 

fung y’ auf ganze, ober gebrochene, pofitive, oder negative Potenzen erhoben, 

vordommt. — Anwendung auf die Beflimmung ber Gleichung einer Curve, 

wenn man bie Relation zwifchen dem Gurvenbogen s und ben Goordinaten 
—, y temt. 


6. 183. Es gefchieht oft, daß die Differenziale dx, dy ober. 
die Ableitung y’ = n in einer Differenzialgleihung der erſten 


Drbnung zu ganzen, oder gebrochenen Potenzen erhoben, vorkom⸗ 
men. enn alle Erponenten diefer Potenzen ganze Zahlen find, 
fo ift die allgemeine Form der Differenzialgleihung ber erften 
Ordnung mit zwei Veraͤnderlichen z,y folgende: 


dyu\» dy\r—1 dy\r—2 d 
(Fy+rn (2) + (2) + ma +n=0, 
wo F,, Fa ‚...., Fa-ı, Fu Functionen von x und y bezeichnen. 
Man kann diefe Gleichung in einigen befondern Fällen integriren, 
und wir wollen zumächft annehmen, daß fie fi in Beziehung auf 


d 
 auflöfen läßt, und mit fu, /ar-..., fa ihre m Wurzeln bezeich⸗ 


nen; fo kann man für dieſe Gleichung die folgenden a Differen- 
zialgleichungen der erften Ordnung: 


dy— ı de=0, dy— hde=0,..., y—f,.de=0 


fubftrtuiren, welche man vermittelft der befannten Methoden inte- 
geiven kann. Da die gegebene Differenzialgleihung mit dem Pro: 


ucte: . 
1ER) E)E-r) 


leichbedeutend ift, fo wird fie durch jedes der Integrale der n 
ifferenzialgleichungen des erften Grades verificirt. Nun feien: 


9 (z, y, C,), Pr (2,9%, Gy) voor Pa (X, y, C,) 
dieſe æ Integrale, fo enthält die Gleichung: | 


341 


Pi (G, y,Oi) Pa (x, Y, C;)... Pr (2,9, C)=0 
alle Auflöfungen der gegebenen Differenzialgleihung. Die Allge⸗ 
meinheit dieſes Integraled wird nicht vermindert, wenn man alle 
willkuͤhrlichen Conftanten mit demfelben Buchſtaben C bezeichnet, 
oder wenn man dafjelbe auf folgende Form bringt: 
9 (8,9, 0) Ay 0)... ayO=V0, 
weil, wenn man jeden der Factoren einzeln =0 fegt und Der 
Eonftante C alle möglichen Zahlenwerthe beilegt, man nothwendi 
alle particulären Integrale wieder erhält, welche jeder Factor de 
allgemeinen Sntegrales geben Fann. 
Beifpielil. Es fe: 
d 2 
* — 42 —( 
die gegebene Differenzialgleihung, fo ift: 


fi=a, h=—u Pı (2,9,C)=y—ar-+Cı / 
%&,9,C)=y+tar+6C 
und das allgemeine Integral ift: 
(y—ar+C)y+trar+t,)=d, 


oder: 
(y-+ 0)? — adr?=0. 
Beifpiel 2. Die gegebene Differenzialgleihung fei: 
dy? 
dr? — au = 0, 
fo ift: 


Hyd, p=ytraletr+c, 
und dad allgemeine Integral ift: 
4a) ++ = 0, 
oder: 
Y+Or—tar=0. 
Beifpiel 3. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 


day? .yday 

Fri 5 5 
ſo erhaͤlt man, wenn man dieſe Gleichung aufloͤſt, die beiden ho⸗ 
mogenen Differenzialgleichungen: | 


’ 


vı9y ,/WV 
ut „tr!=0 


u, /F 1 
atrt+yäti=e, / 
welche fich leicht duch bekannte Methoden integriren laſſen. 
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$. 184. Wenn ſich die gegebene Differengialgleihung nicht 


in Beziehung auf =, aber nach y oder x aufldfen läßt, fo kommt 
man auf Differenzialgleichungen von einer der beiden Formen: 


y=F(s,Y), z=F(y, y) 


und in beiden Fällen gelangt man durch Differenzirung zu einer 
Differenzialgleichung, welche in Beziehung auf die Veraͤnderlichen 
z,y' ober y,y’ von der erften Ordnung ift, und wenn fie ſich in⸗ 
tegriren Iäßt} fo braucht man nur y’ zwifchen dem erhaltenen In⸗ 
tegrale und der gegebenen Gleichung zu eliminiren, um Dad ges 
fuchte Integral zu erhalten: 

Beiſpiel 1. & fe: 


| Ä y=ıy+"f@) 
die gegebene Differenzialgleihung, fo erhält man durch Differen- 


zirung: 7 
ydı=ydır zdy +nar!f(y)det+rrdfy‘), 
oder: 
ædy HRfy)artde+erdfy) 0. 
Seht man: 
nf Y) =® (), 


fo iſt: 
u _ [e@]’ 
vdy = — 2 ig 
fe) del) — HW)arly‘) 
fg) j 


Ydfy' 
zafn=t7r 


nfyYer'dı= 


und folglich: 


Fνισο +22 =0 
| I" Ip 
Beifpiel 2. Es fe: 
| y=ıy+ary'!+ briy'!-- etc. = 0 
N gegebene Differenzialgleihung, fo ergiebt fi) durch Differen- 


zdy'+2ary'dx + 2arydy'+ 3baly'!dr+ 3br’!y’idy' +ee.=0 
und wenn man: 


y=w, alfo = 7 de = 





fegt: . 
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I + 2adu+3budu+t eie.=0, 
Iy-2au +32 +... =C. 
$. 185. Auch die Differenzialgleihung: 
dy ” dy\r—ı : dy n—23 dy 
ro) ** (z +.) + z—tm=0 


läßt fich leicht integriren, wenn fie in Beziehung auf x und 
en ift; denn febt man alddann y=tr und zdt=zdr, ſo 
at man: 


dy=tde + xdt=(t+2z)dır 
und die gegebene Differenzialgleichung verwandelt fich in folgende: 
++ Et HT E+Drr+.. To t+D)+T=0, 


wo T,, Ta,-..., Tu Zunctionen der einen MWeränderlichen € be- 
zeichnen. Diefe lebte Gleichung giebt eine gewiffe Anzahl Werthe 
von z, welche man in die Differenzialgleichung der erfien Ord⸗ 


de di 
nung zdt—=zdr ober —— — fubflituirt, um daraus durch Inte: 


gration den Ausdruck für © ald Function von t, und folglich ver: 
mittelft der Gleihbung y= tr die verfchiedenen Werthe yon 
oder die verfchiedenen Integrale der gegebenen Differenzialgleiz - 
hung abzuleiten. 
Berfpiel. Es fei: 


dy\ 8 dy 2 zduy & 
ten 


die gegebene Differenzialgleihung, fo ift: 
1 l 
n==3, Ih,=-t, 1h=7 R=-— % 
und man bat: 
1 1 
(+2)? —J(t+2)?+7 42) — 580, 
oder: | 
[dt -+2)— 1] merYng, 
woraus folgt: 
2(+2)—1=0, 1+t(t+22=0, 
1 
2*t, 22 * (-:)% 
dr di da dt da. di 
= I-.1 3” 7 7 NY 


und man hat nur noch dieſe drei Gleichungen zu integriren und 
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endlich = für t zu fubflituiren, um drei Integrale ber gegebenen 
Differenzialgleihung zu erhalten. Man koͤnnte auch in der homo- 
enen Differenzialgleihung „= dx _fegen, woburd y und z ver 
Ihmänben, und die refultirende Gleihung gäbe den Werth von 
= =y ald Function von t. Da ferner dy=tdr+rd=ydr 
ift, fo hat man aud die Gleichung: 

dæ * 


v y—t 


worin die Veränderlichen getrennt find, weil y durch eine Fun⸗ 
ction.von C ausgedrudt wird, und woraus fich ergiebt: 

di dy’ 

lx - [= -1W-0+ — 


Man wendet das eine, oder das andere der beiden Integrale: 


di SE 
Jyoı Jy-i 


an, jenachdem man leichter 4’ als Function von L, ober umgekehrt 
t ald Function von y’ erhalten kann. Wenn fi dad Integral 
di 
— durch Logarithmen finden laͤßt, oder wenn man hat: 


dt 
— = la, 
fo iſt: 
L=IC+-lk, =Cu, Otu 
und. y wird durch eine algebraifche Function von x auögebrüdt. 
Beiſpiel 1. Es fe: 
ydr — YA FIR —=0(, 
oder: 
bie gegebene Differenzialgleihung, fo hat man, wenn man y=tz 
ſetzt: | 
t=Vy:+l 
und: | 
>. DL. — — — al — MEHRERE 
en Ser 
= 10 N far + Vin, 
1r=C0—41VIFy?—-y) —4y VIE —yN, 





5 
Beifpiel. Es fe: 
ydr— zdy= nr \V dr F day}, 


fo findet man: 
' 


v, ut N Sit EHI)" | 
ci—a) d—n) 
für: aml, P+2I=20z; 


für: —1,m=0, + y3+2C0r=0. 
186. Vermittelſt des Vorhergehenden laffen ſich verſchiedene 


$. 
intereffante Aufgaben löfen, wovon wir einige Beiſpiele anführen 
wollen 


Aufgabe 1. Die Sleihung einer Curve von folder Be⸗ 
fhaffenheit zu finden, daß der Bogen s berfelben ald Zunction 
von x und y durd die Relation: 


sı = Iry 
ausgedrüdt wird, woraus folgt: 


__ 2dy + ydır 
Vertyi= Vz, 
und wenn man febt: 
dy 
* 7* y-t, 


fo bat man: 
vir#®?= en, t=VRAryH) —Y) 
1 yY+yY?+Ü—y)VIFRW 
y_t=-(1-N)A-y+ViH); 
folglich : 


a Tan r VRR r- RE 


Wenn man aber febt: 





‚_1I-» 
y — Du ⸗ 
ſo hat man: | 
Sr = _ ul du _ du 
i—y') u(i— u?) ad 1 
il" _-ı 2 _ —— 
ma a II rtVal 


und folglich: 


dy' te 1 
— Eu a See Rede 
| [Ir _2 1 Vatı tu 
u v5 v—1-—w 
Außerdem ift: 
di —— 2, 


y _i- us 20 
dæ di 
x y—t 


und folglich: 


| Ti mi — 


I 

y—ı 

Man findet alfo, wenn man fubflituirt: 
e=C—li-tu) + —12 —(1i+%W? 


ir Vi+i+u 
+12 u v 


_ Va+iı+u 
—=1C0C— I[2 -- 1+w)?— — I —— 1 — 


und wenn man die Gleichungen: 


==> =; +%)% Itu=  / 3 








berüdfichtigt: 
| Eu 
_ @ (Vz—Vy\Y3 
** —* Vzr+ ve) ’ 
2 clY2= Vy FF 
Ws +Vy 


(Vs+ vn +75 =Cws-v 


welched die gefuchte Gleichung ift. 


Einfacher gelangt man zu, berfelben, wenn man auf fol 
gende Weiſe verfährt. Es ift nämlich: 


+ y=VaIFy, By +y=+ 2’, 





folglich 
— ——— 
vage Nat a” 


dt uVa—I_ _ dt 
u [7 = Sücava 010 - [eve 
Seht man t=v3, fo kommt: 
Id 1 l+v 


FE u 
M-DvVa v3 J/i-e® v2 1’ 
folglich: 
B=1C-1(-9)- Je nr 


—_!. 
und wegen = —' 


x = 


1 
Vſ-Vʒr V 
—y very) ‚ eie. 


Diefed Integrationdverfahren ift immer anwendbar, wenn der . 


Bogen s durch eine homogene Function der Veränderlichen z und 
y ausgebrüdt wird. Denn febt man A be tr, s=ur und ſubſti⸗ 
tuirt diefe MWerthe in die homogene Sleihung $(z,y.8) =0, fo 
wird z eliminirt und es bleibt eine Gleichung zwifchen t und =, 
vermittelft welcher man # durch 2 ausdruͤcken Tann. Außerdem 
bat man: 

dy=ydı, ydı=tdı- xdt, 

ds dx Vi Ty?=udr-+ xdu, 
folglich: 

de _ “ae du 
= yo Vita 
Da w durch eine Function von t ausgedruͤckt wird, fo wollen wir 
du==vdt feben, fo kommt: 


virf=u+tyr—ot, 
1+y?= (8 — vi)! a0y’ (u — ol) Hoy'!, 


ya) + VE IEn, 


_w— 1+ VG -IF® 
y-ie — , 


de(l — v2) 


* c ir 
— du —t— Va-o®—I+r] 
I+0—« j 


ST 





Da aber u und © duch Functionen von t auögebrüdt werben, 
fo ift der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung auf die Form 
FO dt zurüdgeführt, woraus fich der Werth von x ald Function 
von t ergiebt, und wenn man al&dann die Relation vdt=du be⸗ 
ruͤckſichtigt; fo findet man: 
— — dt — 
—D —— 


Subſtituirt man in dieſe letzte Gleichung für u feinen Werth = 


fo erhält man bie Gleichung der gefuchten Curve, und diefe Glei⸗ 
hung ift jedesmal eine algebraifche, wenn fid) dad Integral des 
zweiten Theiles durch Logarithmen ausdrüden läßt. 
Wenn man die Differenzialgleichung: 

ds= Sdx = f(yt,u)dx | 
hätte, fo wäre noch baffelbe Verfahren anwendbar. In dieſem 
Falle könnte mian aus der Gleichung: 

dx di du du 


um, (TEE mean — ——— — — 


den Werth von. y’ ald Function von t und w, oder blos ald Fun⸗ 
ction von t ableiten, weil u felbft durch t ausgebrüdt wird, und 
dad Integral ded zweiten Theiled der Gleihung: _ on 


di 
wäre eine einfache Quadratur. 
—Beiſpiel 1. Es fei: 

s=ar-+ by, 
fo hat man, wenn man: 
y=tlı, sur 
fest: 


du 


dtY SFR-T 
k=10-1YIFR-GRR — Iren 


Run ift aber: 
dt + —1 


ia bt Fi DR 
f (bt WdysFR—1 
EB —N)ta—-Yerr- tb) — 





1 Ntitab-V FRI 7 — 

— p⏑ ⏑ — 
und wenn man für 4-feinen Werth > fubftituirt; fo erhält man 
das gefuchte Integral: 








ey — et —Ytec—ıV Ti 
— W-Dyteizter —— 
Wenn man aber fest: 
B—Yyt+az—aY FR -I=M, 
?—Yy+as+aYf a FR —I=N, 
fo fommt: | 
MN= (2 — 1)[(ar + by)? — 22 - y3], 
Bezeichnet alfo C’ eine neue Conftante, fo hat man: 
MN M 
re 


und folglich entweder M=Q, oder N=C'. Das allgemeine Ins 
tegral ift alfo: 


(b 3 1)y+abrtr Ya FR TC 


und. druͤckt eine gerade Linie aus. 
Beifpiel2. Es fe: 


52 72 Hy), 
ſo muß man, da: 
u=yıte, —— ER 1+ 1 — vI=0 


in zu den nicht trandformirten Formeln zurüdgehen Run ift 
aber: 





RR 1. . J 1 0. 
uvm irre v—l=— 177, w-ti=V, 
folglich: 
d 
y—t=0, eder —i—=0, 


und mithin: 
y= Cr. 
Beifpiel 3. Es fei: 
82 — y? + me}, 





fo iſt: 
u= tern, varape 
1-2 — u=1—m, u—vl= Far 
—1= e+m 


und; 


850 


. =l0 -1Ya=1- 2 / dr minm 
Yretm 


=104+ Paaren ’ 


z_(y+r Fre), 5 
C T 
Wenn man bat: | 
M „2 
m—1 =n!, oder m— 7’ 


und folglich: 





a? 
sy! + „"— 1 x, 
fo ift die Gleichung der Curve algebraiſch und von der gorm 
A Me 
— V ) oder y — — 
2(a? — 1) er" 
Wenn n=- = wäre, fo hätte man zu gleicher Beit: 
e# (u3— Dart 
I TI T)erzutr 8 =-Vr-- 
Beifpield Es fei: 


ce 3r* 3 
3 ng jo iſt ı=Vr-: 











Ein und dreißigfte Vorleſung. 


Integration einiger der merkwürbdigften befondern Differenzialgleihungen ber 
erftien Ordnung. — Niccatiꝰs Gleichung, etc... 


$. 197. Die Differenzialgleihung der erflen Ordnung: 
dy=(ay?-+ br")dr, 


welche unter dem Namen der Riccatifchen Gleichung bekannt 
ift, ift der Gegenftand der Unterfuchungen vieler Geometer gewe⸗ 
fen, welche eine große Anzahl von Fällen gefunden haben, in denen 
die Integration möglich wird, d. h. in welchen fich das allgemeine 
Integral durch algebraifche, erponentielle und logarithmifche Fun⸗ 
ctionen, fo wie durch unbeflimmte Integrale ausdrüden laͤßt, oder 
auf eine Gleichung zurüdgeführt werden fann, worin die Veraͤn⸗ 
derlichen getrennt find. 

Der einfahhfte Fall if der, wo m=0 ift, denn alddann hat 
man unmittelbar: 





dı= drop’ X Ta arc tang 7 0 


Setzt man y20, fo iſt dy=nz"!dz, und wenn man in bie. 
Riccatifche Sleihung fubflituirt: 
nl dz— az dr bamdr. 


Diefe trandformirte Gleichung ift homogen, und folglich intes 
grabel, wenn man hat: - 


n—l1=2a=m, dr n=—1, m—=—2 
und verwandelt fih in: 
x3dz + bz3dc 4 artdı (0. 


Nachdem wir diefe beiden befondern Fälle betrachtet haben, wollen 
wir zu der allgemeinen Beſtimmung der Fälle ber Integrabilität 
bergeben, und um auf dem Fürzeften Wege zum Ziele zu gelan- 


gen, ſetzen: 
‚--(4+3) 


= 


felglig: 
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Subflituirt man diefe Werthe in die Gleichung: 
dy— (ay? + bzr)dr—= 0, 
fo erhält man nach verrichteten Reductionen: 
ztdı — — barHidı — azldz, 


1 

oder wenn man æ = 7 ſetzt: 
| dæa (ura bu") du. 

Wenn nun die Riccatifche Gleichung in dem oben angegebenen 
Sinne für einen gewiflen Werth u von m integrabet ift, fo iſt fie 
ed auch noch, wenn man m — —u—4 ſetzt; denn fubftituirt man 
biefen Werth für m in bie trandformirte Gleichung: 

—= (az? + bu »-%) du, 
fo verwandelt fie fich in folgende: 

dz— (az? + bur)du, 


worin fich die Beränderlihen nach der Vorausfegung trennen laf: 
fen. Nun haben wir aber gefeben, daß die Riccatifche Gleis 
hung integrabel ift, wenn m=0 ift, und fie ift e& folglich auch, 
wenn m—— A ift. 
Wir wollen die Gleichung: 
dy=(ay?-+ ba=)dr ⸗ 


| 1 d 
wieder betrachten, und „= — —, folglih dy = ni feben ; fo kommt: 


dz= bziı*dx + adı, 


und wenn man ‚ 
weH—u, alfo »a=., 





fegt : 
b @ rt 
— — z3 — 
dꝛ 52 det 2.2; u du. 
Wenn alfo die Riccatifche Sleihung für einen Werth m = u 
integrabel ift, fo ift fie es auch fr m=— FE ‚ denn wenn 
man biefen Werth in den Erponenten — A ſubſtituirt, ſo redu⸗ 


cirt ſich derſelbe auf u. Nun haben wir aber bewieſen, daß die 
Riccatifhe Sleihung für m = — 4 integrabel ift, und folglid) 


ift fie es auch für m ot Da fie ferner rm —$ 
integrabel ift, fo ift fie es auch für m=4—A—=—#, und felg* 
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SH — — 3 Menn man diefe Rech 
nung, welche auf dem Sage beruht, daß die Riccatifche Slei- 
hung, wenn fie für m=u integrabel ift, auch für m=u—4 


und für m— = integrabel ift, weiter fortfegt; fo ergiebt fich, 


ih aud fr m— — 





l 
daß die Riccatifche Sleihung integrabel ift, wenn der Expo⸗ 
nent der Weränderlichen z einem Gliede der unendlichen Reihe: ' 


(a) 0, —2, —4, — —3, —8, — , —, — ,, 
— 
deren allgemeines Glied von dem dritten Gliede an durch = ı 


. ausgebrüdt wird, gleih if. Wenn man fucceffive a — 0 und 
n= oo febt, fo giebt dieſes allgemeine Glied die beiden erften 
Glieder 0 und — 2. 

$. 188. Als befondern Fall wollen wir bie Differenzial- 





gleihung: 
dy = yldu+ 2x Idr 

betrachten , fo ift der Erponent von x, nämlich — 8 das fünfte 

Glied der vorhergehenden Reihe, und wir find ficher, daß die ges 

gebene Gleichung integrabel if. Da ferner der Erponent — $ in 


der fraglichen Reihe ein Glied von ungerabem Range bildet 
fo wollen wir die gegebene Gleichung mit: 


dz = (az? + bu"Adu 
vergleichen, wodurch fich ergiebt: 
b=2,m+4=$, m=—#, a=1, 
und wenn man in die Gleichung: 
dy = (ay? + bar)dx 
fubftituirt ; fo fommt: 


dyı = y?dı, +22, 8 da. 
Vergleicht man biefe legte Gleichung mit der trandformirten: 





de = ztdu} I u au, 
fo findet man: 
a b m __4 
m+1 Zee 'mfpi 3°’ 


folglich: 
a=—b,b=—3,m=-ÄA, 
und wenn man wieder in die Gleichung: 
dy=(ay? + bar)dı 
Meoigno, Integralrechnung. 23 


A 

fubftituirt; fo erhält man die Gleihung: 

dya — by} dr, — ytdaz, 
welche man wieber mie | 

—=(a3+ bu-mNdu 
vergleichen muß, Bohn man erhält : 
a=—6b, b=—3, m=0, 
Subftituirt man in die Gleichung: 
dy=(ay? + be*)dx, 

fo befommt man die Gleichung: 


d. 
dy =—3 dt, — by} dr, ‚overt IT 397 = day, 
deren Integral folgendes ift: 





] 
| %= 3775 arc tangys YT-+C. 


Aber wenn man von den Werthen von 25, Y3 zu denen von £7 y 
übergeht, fo findet man: 


1 1 1 
Gm 1 "me - 
2 


3 — — 
„=V2 —* VE, 


1 
Js, r Yı =. +2Y), 
folglich: 


Vet a-6 
4 ==, 3* 


Yy * 
Væ 6d+zy)Vz 
und wenn man bdiefe Werthe von 2, Ya fubftituirt; fo erhaͤlt 
man endlich fuͤr das geſuchte Integral: 


— — Eu arc ER ZE. 40. 
V= V? syv2ity)V= 


Aus diefem Beifpiele erhellet zur Genüge, wie man in jedem bes 

fondern Falle verfahren muß. Wenn namlich der Erponent von z in 

der gegebenen Gleichung einem liebe der Reihe (a) von einem - 

FRA Range gleich ift, fo muß man fie zunaͤchſt mit der 
eichun 


dz— (az3 + bu") du 


vergleichen, um die Werthe der Gonflanten a, 5 zu beflimmen, 
welche man alddann in die Gleichung: 
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dy _ (ayt +ba")dr 


ſubſtituirt. Auf diefe Weiſe erhält man eine neue Gleichung, 
welche man mit der folgenden: 





b a J 
dz = art zidu+t ar % du 

vergleichen muß, und wenn man die neuen Werthe der Conftan- 
ten in die Gleichung : 


dy= (ay?-+ br®)dr 
fubftituirt; fo erhält man eine neue trandformirte Gleichung, 
welche man mit: 
dz= (az? + bu”) du 


vergleicht, u. f. f., bis man auf eine Gleichung kommt, worin der 
Erponent von x endlih=0 geworden ift, und alddann hat man 
blos noch die Differengialgleichung: 
dy 
ar?’ 
worin die Veränderlichen getrennt find, zu integriren. | 
Wenn der Erponent von z in der gegebenen Gleihung ein 


Glied von geradbem Range der Reihe (a) wäre, fo müßte man 
fie zuerft mit der Gleichung: 





? z3dut Sri u . du 


„+ 


vergleihen und dann wie vorhin die Operation weiter fortfegen. — 
| . 189, Die Faͤlle der Integrabilität ober die, worin die 
Beränderlichen der Riccatifchen Gleichung getrennt werben Eön- 
nen, find fehr befchränkt; man bat fie durch befondere Kunftgriffe 
erhalten und aus der angewandten Methode geht nicht hervor, 
daß fie die allein möglichen find. Liouville bat zuerft durch 
eine genaue Analyfe gezeigt, daß fie in der That die allein zus 
läffigen find, wenn man y blos durch algebraifhe, erponentielle 
und logarithmifche Functionen von x und durch unbeſtimmte In⸗ 
tegrationen in Beziehung auf die Veraͤnderliche = ausdruͤcken will; 
aber es ift niet möglich, bier auch nur einen Begriff von dem 
von Liouville eingefchlagenen Ganze zu geben. Diefelbe Me: 
thode hat Liouville in feinen gelehrten Abhandlungen über bie 
Glaffification der Functionen zur Auflöfung einer großen Anzahl 
big dahin unerreichbar gewefener Aufgaben geführt. 
Jede Differenzialgleihung von der Form: 


worin n eine beliebige von der Einheit verfchiedene Zahl bes 


zeichnet, läßt fi auf die Riccatifhe Differenzgialgleihung zu⸗ 
rüdführen. Denn feßt man zrdx=dz, fo ift: 


dz = 
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= z=la4+Da", 


z td 





dı= * 
Varn" 
und wenn man diefe Werthe fubflituirt; fo erhält man unmittels 
bar die trandformirte Gleichung : 
dy=a(n+ {Jo Hz rt dz + by2dz, 
Man kann aud die viergliedrige Differenzialgleihung : 
dy= ay?dr-+ bya"dı + cxrdz 
auf die Riccatifche zurüdzuführen fuhen. Sebt man zu dem 


Zwede y=z-ar’, wo «a und r zwei unbeflimmte Conftanten 
find; fo ergiebt fich: 


„pl 
, = V[(a+D)2]%, 


dy=d:-raxr!dz, 
dz=—roa"Idre+ az?dx + 2azax' dr + aa?z" dr 
- + bzrrdr + baxrtrde + errdr. 
Das erfte, vierte und fechöte Glied im zweiten Theile diefer letz⸗ 
ten Gleichung kann man homogen machen, wenn man feßt: 
r-1=9r=r+tn, verr=—1,r=—l, 
und alsdann hat man die Gleichung: 


dz= (aa? +ba + 0)2"2dz + (2aa + b)zr-!dz+ artdr+ cxrdr- 


Die beiden erften Glieder im zweiten Theile diefer Gleichung ver- 
ſchwinden und die trandformirte Gleichung flimmt mit der Ri cs 
catifchen überein, wenn man hat: 


aa? +ba-+a=0, 2aa-b=0, 
folglich : | 


a = 


— 12 6 
@ 


und hieraus folgt, daß fich die vierglievrigen Gleichungen von ber 
rm: 





b b 
‚a=-..,b+1=5, b=—2 


dy=ayldı —— 
auf die Riccatifche Gleichung zuruͤckfuͤhren laſſen. 
Wenn man in der Differenzialgleichung: 
dy =ay?a"dx + byardı + card 
ſetzt: 
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ade dz, folglich (m INꝛ, 


n—m u 


zrde— (m + 1)etizmtlgz, 


Bu PR 
de—=(p- 1y"t!aetide, 
fo wird fie auf die Form: 
. p-m pm nm n—m 


dy =ay?dz + c(p-+ 1"Hzmtidz + by(m-Hi)rt! zmtidz 


zurüdgeführt,, welche ihrerfeitd auf die Riccatifche Differenzial- 
gleichung zurücdgeführt werden kann, wenn man hat: 


b mr =—2,7=— 1 
ober: 
+2 


m—= — — ‚n——l, 


2 
und wenn folglich die gegebene Gleichung folgende ift: 
42 
dy=uay?z ? die-+bye!die+ ca"dı; 


denn diefe legte Gleichung wird auf die Riccatifhe zurüdges 
führt, wenn man febt: 








da 1 
pm, yaut 
ı 3 
Wenn man endlich in der Riccatifchen Gleichung febt: 
ds 
y=— m adb=—A, 
fo verwandelt fie fih in folgende: 
a? 
— — Azım, 


d’z In ds Au na—1)) __ 
7477 *Bꝛ, und DE —7 ıN- Bu 


verwandelt, wenn man feßt: 
| 


— m m 
x? =t, =’ ‚ u=VWz. 


—A_ 
n 2 

(G+) 

Später werben wir zeigen, wie man ein particuläred und due 


weilen auch das allgemeine Integral der linearen Differenzialgleis 
hung der zweiten Ordnung: 


dez 


A = Azım 


und der Riccatifchen Gleichung, welche ſich daraus ergiebt, 
wenn man febt: 


= e * 


vermittelft einer einfachen Quadratur erhalten Eann. 

.1%. Jacobi bat in Erelle’& Journal der Mathema- - 
ti? das allgemeine Integral der Differenzialgleichung: 
(A+Ar-HA"y) (zdy— ydr)— (B-+Bir -+B’y)dy 

+(C+C2:+CYydr=0 
angegeben, von welcher die Differenzialgleichung : 
ydz(c+nı) — dy(y+a+br-+nr?)=0, 
oder: na (ædy — ydı) —(a+rbz+ y)dy+cydr=0, 
welhe Euler im erften Bande feiner Integralrechnung fehr ele⸗ 
gant behandelt hat, ein befonderer Fall iſt. Wir glauben, bier 


die von Jacobi angewandte Methode, welche ebenfo fruchtbar 
als finnreich ift, näher erörtern zu muͤſſen. Wenn man fekt: 


u — —A— v a" ++ c"y 
atrbz+y ’  a+rbstiıy 

und der Kürze wegen: 
a=bc"— bc, —=b"c—bc’, "—=be—bc, 
B=ca— ca, P=da—ca, "=ca —ca, 
y=ab'—ab, y=a'b—ab', Y=ab—ab, 
s=albe -V")+b(ld" —c’a)+ cl" — ab), 

fo findet man: 

a +5 + Y=0, a tb oo, 

da +66 +cy=3, 

aa +be+cet=0, aatbß+eyY=0, 

a Hu + =0; 
z2du=+ 0” (ady— ydı) -B’dy+y’dz, 
22dv—=— a (rdy — ydı) + bday— yda 

und wenn man für x, y, dx, dy ihre Werthe ald Functionen 
von a, vd, du, do in die gegebene Gleichung fubftituirtz fo ver- 
wandelt Tie fich in folgende: 
Mdu-+Ndv=0, 
oder wenn man für du, dv ihre Werthe febt: 
(«M— «N) (zdy — ydr) — (8'M — EN) dy 
| | +Y/M—- Nar=0. 
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Bir wollen dieſe lebte buch z multiplicirte Gleihung mit der 
gegebenen vergleichen und eine unbeftimmte Größe S’ fo anneh⸗ 
men, daß man bat: 
z(M—oaN)+S =A+Az+A'Yy, 
z(#M—$N)+SzT=B+Br+B’y, 
3 M—YN)+Sy=C+Cz-+O'y 
und wenn man bie zwifchen ben Goefficienten a, a’, a’,...; a, a‘, 
&,.. etc. ftattfindenden Gleichungen berudfichtigt, fo ergiebt fich 
aus diefen letzten Gleichungen : 
S(a+rbr+cy)= 
As+Bb+Cc+ (Aa+Bb-HCc) r+(A’a-+B’b+C'c)y, 
— zN+S(d+br+cy)= 
Aa+Bb-+CC + (Ad +Bb +Cc)e+ (Ad +Bd+CNy, 
—:M+S@+bcstcy)= 
Au’+Bb’+Cc'+ (Aa +B0+ Co)c+(A’c+Bb’+C'cy. 
Run genügt man aber biefen drei Sleihungen, wenn mau 
t: 


—3N=($’—S)u, 8M=(S"—SY, 
(A—S)a +Bb +Cc =0, Aa +(B—S)5 +Cc—=0 
Aa +Bb +0" —S)C =0, 
(A—S’)«+Bb' +C0=0, Aa +r(Bi—S/)b-+-Cc =0, 
A'@“+B’b’ + — S)C=0, 
(A—5S”) d+ By + Ge’ =0, Ad’+ (B—S”) b4 Co’ =(, 
, A’a” + B’b’ 4 (Ü— 8”) Ü= 0 , 
und damit dieſen letzten Gleichungen Genuͤge geſchieht, braucht 
man offenbar nur, nachdem man für S’, S”, S” die drei Wurzeln 
der Gleichung: 
(A—S) (B—-S) (C’—S)— B’C(A—S) —CA’(B-—S)—AB(C’—8) 
+ AB’C-+A'"BC=0 
b dc 
genommen hat, die Werthe ber Verhaͤltniſſe FL - ‚ar Sen 
zu beflimmen, wad immer fehr leicht ifl. Alsdann verwanbelt fich 
die Differenzialgleihung Mdu-+ Ndv=0, welche mit der gegebe- 
nen identifch iſt, in folgende: 
(S” — S) vdu — (S’— S)udv=0 
und bat zum allgemeinen Integrale: 
8” — — s—$s” 
u V — C, 
oder : 
Ss"_xs 


(atbz+y) — (+br+cy) x 
(a +4 +cS-S" co 


N 


— 
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Auf diefe Weife gelangt man zu dem folgenden Sabe: 
Wenn die Differenzialgleichung: 
(A+A’c+ Ay) (edy—ydz)— (B+B’x-+ B’y)dy 
+(C+C’z-+C"y)de=0 
gegeben ift, und man loͤſt die Gleichuug des dritten Grade: 
(A—S)(B’—S) (C” — SS — B’C (A—S)— 

CA” B'—S)— AB (C”’— S)+A’B’C-+A”BCN=O 
auf, bezeichnet die drei Wurzeln derfelben mit S’, S”, S” und fekt 
ber Kürze wegen: 

BC’ —B’C D , CA" —_[ AX=D', AB” — AB =D”, 
B+C”’=E; 

fo ift das gefuchte allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 

gleichung : \ 

[DES + S2+ D/HASIE+ (DU HAUS 

x<[D— ES” 4-5”2 (D’ + AS”) + (D’ + AS”) yP 5 


[DES +82 1 (D’-+ AS Ne -D’+ aus I — c 
Anmertung Da die Bebingungdgleihungen blos bie 
Merthe der Verhältniffe: 


— 


c b c b’ ce” 
a’ a’ a’ Fri A a”’ a’ 


geben, fo bleiben brei der neun Größen a, b, c,.... willkuͤhrlich 
und die Transformation kann auf unendli viele Arten bewerk⸗ 
ftelligt werden. Die Sacobifhe Methode ift von der Euler- 
fhen ganz verfchieden; denn Euler ſetzt, um bie Veraͤnderkichen 
in der Differenzialgleichung: 
ydıe(c+nr)— dyyta—+bxr + nr?)= 0 

zu trennen: 


„_ __ Jet) 
ytrerbr-+na? 
und gelangt fo zu der transformirten Gleichung : 
dz dr 


z [na-Pc2—dc+# (b—2c) z+#22] * (c+rr) (ohba fans) / 
welche fich durch bekannte Methoden integriren läßt. Euler fol- 
gerte aus feiner Analyfe, daß der Factor: 

| 1 

ny®+ (2na—bc) y?-n (b—2c) xy?-+ (na-+ ce?—be) (a+bx+n:) y? 
ben erften Theil feiner Differenzialgleichung zu einem genauen 
Differenziale macht. | 
‚9194. Als letztes Beiſpiel wollen wir noch die Differen- 
zialgleihung : | | 
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nl —— — MM 
A) Fortashamtfarte —— 
betrachten, worin die Veränderlichen getrennt find, und deren all: 
emeines Integral eine algebraifche Function ift, während fich die 
Antegrale der beiden Theile diefer Gleihung , einzeln genommen, 
bis jet nicht durch bekannte algebraifche, logarithmifche, trigonos 
metrifche, etc. Functionen haben genau ausdrüden laffen. Wir 
wollen feßen: 
Varta +0 tat, = Yu 
Yaytay’+ag?toy +, — lv 
Ä de—=dsY wdy=dsY v 
und z ald eine unabhängige Weränderliche betrachten; fo kommt: 
du= (407° 3a,7°?-+ 2a;27 + a) dr, 
dv—(4my’+3a,y?+ 2a,y + 0) dy, 





dr? dy? 2dod?a Ziy@y 
re ae du= ur dv = dz2 ⸗ 
2N 2 2d?y 2 
u u 3a,272+2a,r+a; — r3aıy +20 ya, 
dx?—dy? 
— z uU—-D 


= a (ty) +a (ey) +m(a? —y’) ta (e—y), 
Prtdy _dldc+dy) _ 
di? dz? — 
da 
20 (ya Fer ty) tat Nt+m- 
Zerner wollen wir 2 y=s, r+y=t, und folgli: 


feßen, fo verwandeln ſich die beiden letzten Gleichungen in: 
dedi 


= ++ HN) Hit, 
rt tr) taten. 


Zieht man fie von einander ab und multiplicirt Die Differenz, durch 
=, ſo erhält man: 


1 aa dt 2a _ 1 ME _Hatdt-ta,dt 
dz? s? 


17 | Vu user Tu 
und folglid), wenn man integrirt: 


I de 


di 
_ an alt a4, V rrarFe 
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Man hat nun bloß noch in diefe letzte Gleichung für s, ihre 


Werthe: 


*F 


V 
— y, z+y9 71* — 28 *V 
zu ſubſtituiren, um das geſuchte allgemeine Integral: 
Vertastartcte VFFef-. 
—VV 


zu erhalten. 
Wenn die Differengialgleihungen: 


— — — 
V Saar Aatt AA —— 
— — — ——— 
zY Aoren + Aan+ A, YY Ayan+ A,yr + A, 
gegeben wären, fo fegte man für die en 


—=E&,y?=n, allo de= ar, , y= V; 


und für die zweite: 
l-n 1-n 


1 l — 
u, yon, alſo da—= 5" di, dy=—n " da, 





wodurd) fie unmittelbar auf die bereit integriete —— — oder 
auf den Werth dieſer Gleichung, wenn a, = 0 iſt, gel 

werben. Auf diefe Weife findet man, daß das Integraä 
der gegebenen Gleichungen folgendes ift: 


* —B—— VIM-I-TL, 
— 


Die Methode, welche uns auf das Juteget der Gleichung 
(A) gefuͤhrt hat, iſt nicht auf die allgemeinere leichung:: 


dz 
VER Var 


anwendbar; denn wem nA ift, fo enthält die: 


= 2: —2mtdt+ a,dt 


ber len 


entfprechende tutne in Ihrem zweiten Theile Glieder mit 
der Weränderlihen s und Tann im Allgemeinen nur dann intes 
grirt werden, wenn man bie Coefficienten der höhern Potenzen 
von z und ' als die vierte gie Null fest. 
Richelot hat in Erelle’8 Journal eine Methode angeges 
—— ee von ber unfrigen etwas verfchieben if. Er- ſetzt 
mli 


Get tar Ha tar =fle), 
woburd, fich die gegebene Gleichung in folgende verwandelt: 
— — 4 
Yo) Yo 
und man kann annehmen, daß z, y zwei Functionen einer neuen 
Veränderlichen z find, welche durch die Gleichungen: 
= =YV fa), Y-V7o 
beftimmt wird. Kerner wollen wir feßen: 
z-y=t,r—y=s, 
fo ergiebt fi: 
2=V7@tV io, 2=VI@-Vie 
ZA OH) 
el OH DRTM- VA). 
Aber wenn man jest: 
If OH DIE -IdFW)=F), 
fo erhält man: | 
F&o)=4@-Wf" If O—-y), 
Fr=4@—Nf“"@), 
und da die Function F (2), fowohl als ihre erfle und zweite Ab- 


leitung für 2=y verfehwindet; fo ift fie durch (= —y)3 theilbar, 
und N fie außerdem höchftens vom vierten Grabe ift, " hat man: 


: Fd)=(@—y*lar+ By 7). 


Bergleicht man diefen neuen Auddrud von F (z) mit dem erflen, 
fo findet man: 


mw, y—=taı 


und folglich: | 
F)=R@— Ya (a +Yy) +tral=slat+ta), 
at dd 8, 
5 77 —=s3(at+ aur) 
oder: 
2 Di Dt — 2artät + aydt. 


Die unmittelbare Integration giebt alddann: 
9) — 4? ut= c 


864 
und endlich: 
— 2 
—— ] -4 y)?—a (e+Y)=C, 
welches das bereits gefundene Integral ifl. | 
Wenn man in der Differenzialgleichung : 
da diy 

YVr@a VrW 
1 1 
= für x und y für y fubftituirt, und außerdem feßt: 


ar3+ 05224 02? + ar + a=f(e), 
fo verwandelt fie ſich in folgende: | 
dx _ ____dy 
Via Vi’ 











und ihr Integral ift: 
VwtV ol)’ —-,@+9?—- a @+9N=0. 


Da ſich ferner diefe legte Gleichung durdy eine neue Transforma⸗ 
tion von = in und von y in y in folgende verwandelt: 


2 VIWtY Vf _, {LA 1IV_ C I\_p 
[ =y(0—y) ] a (; +7) 93 +,)=0: 
fo erhält man das Integral der Differenzialgleichung : 
dx 


du dy 
VraTVrW 


unter einer zweiten Form. Diefe beiden Integrale müffen iden⸗ 
tifch fein, weil eine Differenzialgleihung nur ein vollftändiges 
oder allgemeines Integral haben kann; und in der That erhält 
man eine identifche Sleihung O=0, wenn man dieſe beiden In⸗ 
ie von einander abzieht und für f (x), f (y) ihre Werthe 
fubftituirt. 
$. 192. Cauchy ift in feinen Vorlefungen an der polytech- 

nifhen Schule zu Paris auf eine ganz andere Weife zu dem Im- 
tegrale der Diferenzialgleihung: 

—— — 

Via) VrW 
gelangt. Er betrachter nämlich zuerft den befondern Fall: 


de — dy 
— Voyftay’+i 


‚und unterfucht dann, ob eine in Beziehung auf = und y ſymme⸗ 
trifche Gleichung des vierten Grades: 


Aız?y? + A, (2? +y?) +2,y—1l=u=0 


885 
Brsede wollen mir bemerten, Buß Hd u chf De beiden Sormen: 
u=(A2? + A,)y? + 2Asay + (Ara? —1)=Xy?+2Xıy+X,, 
u= (Ay? +A,)2? 2A, ya (Ay? —)=-Y? + Ngo-+Y, 
bringen läßt, woraus folgt: 


du du _ y ___ de 
= 2(Yz+Y)), — 2öX), VAVT XVVX. 
Aus der Gleichung: | 
u Ya? +2Ya+Y,=0 
ergiebt ſich ferner: 


Y?z? -2YY,2=4 Y?—=Y?— YY,, 
oder: 
Yı +Y,=V Y?-Yy, 
und ebenfo findet man : 
Xy+X=V X} +XX. 
Die Gleihung 10 zieht alfo die folgende: 
— —— U 
VG—-Xx, VY—YY, 
nad fi, welche man mit der gegebenen identificirt, wenn man 


fegt: 
A}— AA =aA,, A=— a. 


Aus diefen beiden Gleichungen ergeben fi) die Werthe zweier der 

drei Coefficienten As, As, A,, wovon der dritte unbeftlimmt 

bleibt und die Conſtante des gefuchten allgemeinen Integrales ift. 
Wenn die Gleichung: 


dr 
VoaAtaP+ ne + act, 


Yayt+ay+ay+aytı 
gegeben wäre, fo febte man: " 
s=0=(ar? +2824+y)y? +2 (aa? +28 °+Y)y 
+ a'’x? +26'x + y" 
= (ay? + 2a'y-+a’)a? +2(8y? + 28448) = 
+79? +%y’y+r” 
und B=a, Y=Pß", y=a”, damit, wenn u eine in Beziehung 


auf = und y fymmetrifche Function iſt, die Anzahl der Conſtan⸗ 
ten auf 6 rebucirt wird. Alsdann hat man: 


u=Xy?’ +Xy+ X, =Yx?+2Ya+rY, 
und folglich: 
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E24, E20 HR) 


| X2y2 + 2X, Xy+X3=X? + XX,, 
Xy+X, = V/ MIX, Yı+Y=V VW, 
d 


— — — — 
VX. VY-YY' 
und man braucht alsdann blos noch das Polynom des vierten 
Grades X?— XX, mit: 
+ ta + sta 
u identificiren, damit « = O der gegebenen Gleichung genügt. 
Eine der 6 Conftanten bleibt unbeftimmt, und u==0 iſt dad ge 


fuchte allgemeine Integral. 
Die Integration der Ausbrüde von der Form: 


dr 
Verteateetratre 
ift beſonders in den lebten Jahren ber Gegenſtand der Unterfu 
chungen der größten Geometer gewefen, und wir müffen bie Ana: 
Ipfe diefer Arbeiten, fowie die. volftändige Theorie der elliptifchen 
Kunctionen in einen befondern Anhang vermeifen. 


Zwei und dreißigfte Borlefung. 


Integration der totalen Differenzialgleihungen mit einer beiiebigen Anzahl 
von Beränberlichen. 





8 193. Die I Form diefer Gleichungen if, wenn 
die Differenziale von der erften Ordnung find: 


Md:-+Ndy-+Pdz 4 Qdr-tete.=0. 


Betrachten wir zunaͤchſt den Fall, wo diefe Gleichung nur drei 
Veränderliche enthält und fih auf: 


Mdz + Ndy 4 Pd: = 0 


rebucirt,, fo kann es gefcheben, daß man in bem erften heile 

berfelben dad genaue Differenzial einer gewiflen Function 

: —=F(x,y,z) erkennt, fo daß ſich die gegebene Gleichung auf die 
orm: 


| du =df (z,y,2)=0 
bringen läßt, und in diefem Falle ift Mar, daß das allgemeine 
Integral berfelben folgendes ift: 


u f(,y2)=C. 


Aber der Ausdrud Mdr+Ndy- Paz kann dad genaue Differen- 
zial einer Function u=F(r,y,z) fein, ohne daß man unmittelbar 
erfennen kann, welches diefe Function iſt. Gleichwohl ift Die In⸗ 
tegration in diefem Falle leicht und ficher, weil man die Function 
# immer beflimmen fanı. Denn wenn man identifch hat: 


Mdx +Nay+ Pdz = $(&,y,2) de + x&,y,2) dy-+Y(&,y,2) dz 
du det Sdy+ de, 
fo muß man aud haben: 
d d 
N==9(,y,2), = erayd), 
d 
P=2=y@y). 
und folglich: 


dy de’ ds —7 dæ ds 


Sobald aber diefe Bedingungen erfüllt werden, Tann man bie 
Function u leicht auf folgende Weife berechnen. 

Da M oder 9 (x, y,z) die e Ableitung von u in Beziehung 
auf x ift, fo muß man haben: 


u = f; 5 (2,y,2) de +v, 


wo v bloß eine Function der beiden Veraͤnderlichen y, bezeichnet. 
Hieraus folgt: 


du x dp(e, ap \xı Yı 8) s) x dx(z, —— Yı 5) s) 
— cro Zr a de +Z %o ar de +2 


Kay 
d 
Aber da Fr = x(2,y,2) ift, fo muß man haben: 
dv 
2 ud =0, 0 ray day +, 
wo w eine Function von © allein bezeichnet. Man hat folglich: 
nr . 
u = /; F(@,y,2) dx +, X (29, Y,2) dy+ “©, 
und wenn man in Beziehung auf z differenzirt: 
du x dop(a,y, ») y dx (zuYı 3) de 
ds =/f; ds de +f? ds dy+ ds 
Nun iſt aber: / 
dp (2,9, 8) — d (2, y, 3) dx (Kor Yyı 3) dp (Zar Yı 3) 
— 14 


da 0 da ds dy 
folglich: 
= fr wen? gut [I ur? +2 
2 Lo 


und wenn man bie Integration verrichtet und reducirt: 
dw deo 
ds =Uay,2)—Yau,y 2) + Pr 
d , 
Es ift aber 7* =Y(2,y,2), folglich: 


—S Yo/ 2), © =). Yan, Ye z)dz-+C, 
und mithin: : 


u = fr+ aunDde+ fIrauyDdy = 


—V 


welches das allgemeine Integral der gegebenen Differewialgle⸗ 
ung: 


Mar + Ndy-+ Pdz =0 
iſt. 
Beiſpiel 1. Die gegebene Differenzialgleichung ſei: 


g+IKak+aerdytaetyN)d, ı 
fo if das Integral derfelben: 
zydz + zxdy-+ zydz = C. 
Beifpiel 2. Die gegebene Differenzialgleihung fei: 
1 
(2y! +4aztrd) zdc + (73 +3y+ 22) ydy 


+ (4224 2art+ v7) ade, 





fo if: | : | 
$= (2y!+4ark)) x, = (Yarz +3y-+22°)y; 
J rer > 


— mr R__ —$ _” 
Te ds T dy’ 


3 


= Jar = * | | 
Die ie erforerihen Bebingungen werden alf erfüllt, und. ba: 


pt, y⸗ 2) dr = a?y? + urtz2 zy⸗ art; . 
fi —2 y,2)dy =yPHVy’rz+a3 y ’y3-Vyitz ys+ —* 


—I 
iſt, ſo iſt das geſuchte allgemeine Integral: 
werty? ar? +y!+z! + VPrErC.. 


.6.. 194. Wenn man, um den erften Theil ders Differenzial- 
gleichung: 

Mdz + Ndy + Pdz = 0, | 
Beoigne, Iategraireihnung. 24 
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zu einem genauen Differenziale au machen, denfelben blos mit 
einem befannten $actor zu multipliciren braucht, oder mit andern 
Worten, wenn man identifch hat: j 


v(Mdr-+ Ndy-+- Pdz) = du; 
fo kann man die gegebene Differenzialgleihung auf die Form 
—du=0 bringen, und man genügt berfelben, fowohl, wenn man 


1 
du=0 oder u=C, als wenn man —— 0 fekt. Die Gleihung 
u CO iſt das allgemeine Integral und die aus der Gleichung 
>= O abgeleiteten Werthe von z, ald Functionen von z,y, find 


particuläre, oder finguläre Integrale. 
Aber der Ausdrud: 


v (Mdx + Ndy + Pdz) 
Tann Fein genaues Differenzial fein, ohne daß man hat: 
D,.eM=D,.vN, D,.vuN=D,.vP, D,.eP=DBD,.vM, 

ober wenn man entwidelt: 

v(D,M—D.N)=ND,o»—MD,v, 

v(D,N —D,P)=PD,o— ND,, 

u v (D,P — D, ) MD, v — PD.r. | 

Wenn man die erfte diefer Gleichungen mit P, die zweite mit M, 
die dritte mit N multiplicirt und die Probucte zufammenaddirtz 
fo verfchwindet © und man erhält die Bedingungsgleichung: 
(a) P(D,N—D,M) + N(D.M—D,P) + M(D,P—D,N)=0, 


welche nothwendig erfüllt werden muß, wenn der Factor, welcher 
den erflen Theil der gegebenen Differenzialgleichung integrabel 
macht, wirklich eriftirt. | 

8.195: Umgelehrt, wenn diefe Bedingung erfüllt wird, fo 
ift die gegebene Differenzialgleihung wirklich integrabel, d. h. ihre 
Integration ift auf die einer Gleihung mit zwei Veraͤnderlichen 
zurüdgeführt. Denn bringt man die Gleichung: | 

j | Mdr+ Ny+Pa&=0 

auf die Form: | \ 


N M 
und denkt fih den Werth von z ald Function von 2, y in bie 


e u: M . . 
Functionen M, N,P fubftituirt; fo find — 5, — 5 die Ablei⸗ 


tungen von z in Beziehung auf x,y. Wenn man folglidy zunächft die 
allgemeinfte Function von z fucht, welche der Bedingung genügt, 
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baß ihre Ableitung in Beziehung auf y glei -5 ift, indem 
x als eine Sonftante betrachtet wird; fo ift der gefuchte Werth 


von z in der auf diefe Weile beflimmten $unction enthalten und 
legterer braucht nur noch ber zweiten Bedingung zu genügen, 


* | 
5 zur partiellen Ableitung in Beziehung auf = zu haben, ober 


ber gegebenen Gleihung zu genügen. Dan muß daher zuerft daß 
Integral der. Gleihung: ß merſ 


N . N 
d=— 7 dy, oder de+5.dy=0 
fuchen. Diefed Integral eriftirt in dem Falle, wo die Functionen 
M, N, P, wie wir hier vorausſeten, fietig find. Run bezeichne ꝙ 
den Factor, welcher dz4- 5 dy zu einem genauen Differenziale 
N 
macht, ww die Function, deren Differenzial (a: + ar, ift, und 
x eine Function von z; fo ift w== x das gefuchte Integral, und 
man muß x fo beflimmen, baß die Gteihung: 
dio der do dx 
zet,8t+,z de —de=0 
oder: 
N dee dx. 
(e+FW)9+Zde- 2, Ge ==0 | 
mit der, wenn man will, mit einem gewiflen Factor, 3. B. mit 


Er multiplicieten gegebenen Differenzialgleihung identiſch wirb. 
Die VBergleichung der beiden Gleichungen: 


N dio d 


N M 
giebt aber: 


Diefe lebte Gleichung ift aber offenbar integrabel, und folglich 
auch die gegebene Gleichung, wenn, indem man für z feinen aus 
ber Sleihung w==x abgeleiteten Werth fubftituirt, y verſchwindet; 
denn alsdann enthält die vorhergehende Differenzialgleihung nur 
noch die beiden Weränderlihen z und x. Die Bedingung ber 
Antegrabilität der gegebenen Differenzialgleichung rebucirt ſich alfo 
darauf, daß das Differenzial des Ausdrudeb: 

deo =“ 
dı vẽ 
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in Beziehung auf y, worin man y ald eine durch die Glei u 
w—x beflimmte Function von z betrachter, identiſch 0 ift, fo 


daß. man hat: 
| D, (2-# 0. 


Wenn. man aber diefe Bebingungsgleihung entwickelt, ſo findet 
man: 
do 1 Er ds 
ay dads day + (D,; rt D. 5 P 5) 
dp d\__ 
+ (a+% * Z 
und vermöge der Oteichungen: 


(dz +5 > dy) =0, w=yx, 


wovon bie erfte ein genaues Differenzial und die zweite das Inte⸗ 
gral der erſten iſt, hat man: 


X 
e_ N a“_, &_ 47 
dy pp a. 9 dy P’dy di ’ 
folglich : 
di ' N dp 
rl Er = et eD 
de ds _ N dp dp Id 
des dy Pd’ my »tr# 2 


Wenn man diefe Werthe fubftituirt, Mi —8 ſich die vor⸗ 
hergehende Bedingungsgleichung in folgende: 
N MN, .M MN 
D.5 Dt DD 0 
oder: 
PD,N— D,M) +N(D,M —D,P)+M(D,P—D:N). 


Run ift aber diefe lebte Gleichung nichtd anders, ald die bereits 
gefundene Bedingungsgleihung (a), und wenn fie erfüllt wird, fo 
iſt ſolglich die gegebene Differenzialgleihung: 

Mdx + Ndy + Pdz=0 


integrabel, ı und ihre Integration läßt fich auf die fucceffive Inte⸗ 
gration zweier Differenzialgleihungen mit zwei Veraͤndetlichen 
zuruͤckfuͤhren. 
$. 296. Wenn man bemerkt, daß die drei Veraͤnderlichen 
y,z nur durch eine Gleichung mit einander verbunden find, fo 
vide blo8 zwei derfelben x,y ald unabhängig betrachtet werben, 
und die Bedingungsgleihung (a) kann fucceffive die folgenden 
Formen annehmen: 


Dr Nay + ar 


fo ift: 
AM+BN+CP=0. 


Wir wollen diefe Methode auf einige Beifpiele anwenden. 
Beiſpiel 1. Es fe: 


* 
ydı — ædy — 7 de=0, 
fo ift: 


y? 

M=y, N=—r, P=—7- 
und der Bedingungsgleihung (a) wird genügt. Setzt man x 
conftant, und folglih de=0, fo hat man: 


d d ' 
2 Ed=0, —aY-7=0,5-b=% 


Differenzirt man und vergleicht mit ber durch y bividiuten gegebe- 
nen Gleichung, fo findet man: 


| y?d=0, x=C 
und dad Integral diefer gegebenen Gleichung ift folglich : 
-_ k=0. 
y 
Beifpiel 2. Es fe: 
yetyd)dr-- az td yrtg?— y)ia=t, 
fo ift: 
M=y’+y, N=xz+2, P=y?—ıy 


und die Bebingungsgleichung wird erfüllt. Betrachtet man z ald 
conftant, fo hat man zu integriren: " 


Yyımatazt)dy=0, . 
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oder: 


da dy 
at tar 





oder: 


— ‚, 4__®__ 
seta ty 0, 
und endlich: 


Das Integral dieſer letzten Gleichung iſt: 


— 
—— 


Differenzirt man daſſelbe in Beziehung auf .z, y,z und vergleicht 
mit der gegebenen Differenzialgleichung, fo findet man: gleich 


(-v) dc-+ (02 +22) dy+ (y’— zy) de 


g+r2° =u=0, 
und folglih x = C. Das gefuchte Integral ift alfo endlich: 
ay ty _ 
y+2 =C. 


Wenn man y zuerft ald conftant betrachtet hätte, fo hätte man 
erhalten: 





‚ dı de 
tn 
oder: 
. da ds _ vtr32_ 
at ya. 
td a tray ty Du 
ger md 
Nas DK Dust DI Delta JE 
ya” u 
ιιαν Etat 
x 60- yy—a) 7’ 


und wenn man z vermittelft der Gleichung +: =x eliminirt; 
: y—ı ? 

fo findet man: 
dx xx —D d x 
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Das gefuchte Integral ifl rate: 
zZ 
* —— oder E=c 
Beifpiel 3. Es fei: 
dz(ay-—bz)-+-dy(cr—az) + dz (bz-y)=0, 
fo bat man: 
M=ay—bz, N=az—ar, P=br— ey, 
A=2%, B=2, C=2s, AM+BN+CP= 
und wenn man z als conftant betrachtet; fo erhält man: 
ds dy — 1 ay—bz 


+ 


es—ar ' ay—bz aaa * 
Differenzirt man diefe legte Gleichung, fo findet man: 
dx (ay—bz) + dy (cz—ax) + dz (bx—cy) 
—_—ı [1.0.0 ud, 
(cz—ar)? 
und wenn man’ mit der gegebenen Gleichung vergleicht: 
d4«=0, x=C. 
Das gefuchte Integral ift folglich: 


——l, oderay+Car— (b+CD)z=0. 


G—02 
Menn man daffelbe auf die Form: 
mz -ny-+-pz= 0 
brächte, fo müßte man haben: 
mc+nb-+pa=0. 
Der Factor — macht den erſten Theil zu einem genauen 
Differenziale dx, und daſſelbe gilt von den Factoren: 














1 
var NE: 


Beifpiel 4. Es fei: 

de (y2-Fyz-+z2)-4dy (2?-+ze+ 22)+ dz (22 +2y+ y2)=0 
die gegebene Differenzialgleichung, fo hat man: _ 
M=y?-+yz+z?, N=z?+ze+22, P=attayty®, 
A=232-+1-7—-—4=2(. 4), B=(2r+y-y-232)=?2 (£—2), 

—(2y+ 2—2— 2r)=2(y—z), 

AM -+-BN-+-CP = 2(23—y?) + 2 (232?) + 2!) =0, 
Betrachtet man z ald conftant, fo kommt: 


de + dy — 0 
tat ' Zry4zT 
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und wenn man integrirt: 


2 F 2 3 
zV5 ere tang U 3 +7 z’arc tung U > 











= zZ} arc tang (tt 8 —=f(z). 
Seht man: 
zc+yzt+2Y 
2372-22 +42 —ıy 
und differenzirt, ſo erhaͤlt man: 
1 2 
kath weather] _, 
(22? } z2 +yz—y)? m 
und wenn man bemerft, daß die gegebene Gleichung giebt: 
de (y?-+yz-+2?)+dy(z?+27+2°)=— dla? +2y4y?); 


fo erhält man, wenn man fubftituirt: 


—2zdz(’ Hay +y?)—2rdaz? +yzty?)—Qydele? +22 2?) _ 5 
ö— 2 772 77207 — 


oder: 
dat yet teryhey4Beye) 
(23°$-20-+y2—.ry)? 
_ —dsaty+zNaytzety2) __ d 
u: 0727720 u 
Da aber: 
aytzc+yz 


u 
ift, fo muß man haben: | 
| __. 4x _ 2islatyt) 
2 o ytraatyp' 
Aus der Sleihung, welche x giebt, folgt: 


und mithin: 
| x 


| 2 aytzrtıy x ' 
alſo: 
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Das gefuchte Integral ift folglich: 
mtr __C_ 
Irtzetzy—y z— C 


zytzr+y=Ce@+y+2). 
un fieht unmittelbar, daß man durch Differenzirung ber Gleis 
ung: 


‚oder: 


tat _ (0 
z+y+3 
die gegebene Differenzialgleichung wieder erhält, deren erfter Theil 
folglich ein genaues Diferensial wird, wenn man benfelben mit 
einem der beiden Factoren: 


l l 
RR re 
multiplicirt. 
iefed Beifpiel zeigt, daß die Berechnung ber Function x zus 
weilen ziemlich fchwierig ift, und in dem gegenwärtigen Falle wäre 


man auf folgende Weife fchneller zum Ziele gelangt. Aus ber 
Gleichung: 


tt ___ f(2) 
Yitast gay ATI 
folgt: 
1 _ ter te nay 11 eis 
x aytzrtyz ’ x aytzıtyz’ 
sytatyz _ Is _ — 
er 
und wenn man bifferenzirt, um mit ber gegebenen Gleichung zu 
vergleichen : 
tet _0 


Ye 


| Beiſpiel 5. Es fe: 
—E— ———— 

ſo iſt: 
M=a2—_y2422, N=—22, P=2g-2)+y3—29), 


2ry * 302 
A=—3z — zz. B=— 34 77’ 


C=—2y, AM--BN+CP=0. 
Sekt man dz==0, fo bat man: 
dı(2? — y? +2?) —z?dy=0, 
und diefer Gleichung wird genügt, wenn man y=z feht. Wit 
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. 

wollen nun unterfuchen, ob y=r+- dad allgemeine Integral 

fein kann. Differenzirt und vergleicht man, fo findet man: 
Yurdz 





und wenn man mit e * multiplicirt, dann integrirt und für va 
feinen Werth : 


fubftituirt; fo kommt: 


-5, e 2°z2 
fe. =, tx 


Diefe legte Sleihung hat man nun noch zu differenziren, um fie 
mit der gegebenen zu identificiren, und auf dieſe Weife erhält 
man: 





x? 


z’ — 7 
e de+ 7 e "x2dı 


22 
_. Al dk zdy+rde Zu’dz — Ivzdır 
— * wi +4 


Das beſtimmte Integral im erften Theile diefer legten Gleichung, 
worin z ald conftant betrachtet wird, kann man vermittelft der 
theilweifen Integration reduciren; denn man hat: 


fe. . Fre Pau +42 fe 79 


oder weil: 


x? x? 


3 n,2 
fe —— +% 





x? 


iſt: 
x3 x3 


Je de=—%e Az +e +3x2”. 
ıy— x) 


Subftituirt man, fo hat man endlich mit der gegebenen Gleichung 

die folgende: | | | 
x3 

-. — ds zdz 

e (4 + 





xds 
4 
*2 
_ , Taf Fig | Di Inder ee) 
u u er er de een 





oder: 


„afdeere) _ see irre 


sdx-—-xds 
z 
oder endlich: 
_.! 
er (223 adv — zdz Zen] 
| rar? 2?) +ztdy — zde (yon) — (y?— 2?) 
__ 2dx — xdı 


je den. Aus diefer Bergleichung ergiebt ſich, daß man har 
en muß: ‘ 


zdy — xdꝛ 20 
und folglich: 
x02. 
Das geſuchte Integral iſt folglich: 


x3 


Fi _—— " 
fe "u e_ 7: +Cz. 


y„-. 





Euler bemerkt mit Recht, daß diefes allgemeine-Integral weis 
deutig und unbeftimmt bleibt, fo lange die Integration nicht vers 
richtet BZ weil die fih aus dem unbeflimmten Integrale 


3 
S ee" dx, worin z ald conflant betrachtet wird, ergebende Con⸗ 


flante eine Function von z fein muß. Glüdlicherweife kann man 
diefe Zweideutigkeit befeitigen, wenn man beide Theile der legten 


Gleichung durch z dividirt und —** ſetzt; denn alsdann er⸗ 
haͤlt man: 





—— —. 


Yy. 


Die noch zu verrichtende Integration bezieht fih auf eine einzige 
Veränderliche, und es wird baburch nur eine einfache wiltührle 
Sonftante eingeführt, welche fich zu C addirt. Um die in Rede 
ſtehende Zweideutigkeit zu vermeiden, hätten wir die Gleichung: 


„a _® 
fe Fat 4 x 


unmittelbar auf folgende Form bringen koͤnnen: 


- ..- 


und da das Integral daffelbe bleibt, z mag conftant, oder veraͤn⸗ 
derlich ſein; ſo hätte man unmittelbar in Beziehung auf alle Ver⸗ 
änderliche z,y,2 differenziren Fönnen, um mit ber gegebenen Glei⸗ 
dung zu vergleichen, wodurch man erhalten hätte: 





fd dz - 
e \7 72 
x3 
af d 5, zdr-zdiy oda 2r?’dz | 
=e 2 + (y—x)! (y—-:) + 2?(y—x) +dx 


folglich: 
* u 
re), —D )+ z?dy-zdz (y-X)- — (y2- = dx, 
und mithin: 
dy=0, x=C, etc. 


8.196. Aus dem Vorhergehenden fieht man: 1) daß die Dif- 
ferenzialgleihung der erften Ordnung nicht immer integrabel ift, 
d. h. nicht immer ald das Differenzial einer Gleichung mit drei 
Veränberlichen betrachtet werden Tann; 2) daß das allgemeine 
Integral, wenn es eriftirt, eine willtührliche Conſtante enthält; 
3) daß die Integration möglich ift, wenn nur die Bebingungd- 

leihung (a) erfüllt wird, und alsdann auf die Integration zweier 
ifferenzialgleichungen der erſten Ordnung zurüdgeführt wird. 
Wenn die Bebingungsgleihung (a) nicht erfüllt wird, fo 
wird die Integration unmöglich, und die gegebene Differenzials 
gleichung: 
Mar + Ndy + Pdz =0 


Tann nicht mehr ald die Differenzialgleihung einer gewiſſen Fläche 
betrachtet werden; allein man kann immer fagen, daß fie durch 
das Spftem der beiden Gleichungen: 


=x(@), = — * x6) 


verificirt wird, yon welcher Beſchaffenheit uͤbrigens die willkuͤhr⸗ 
liche Function x au fein mag. Die gegebene Differenzialglei- 
hung drüdt alödann eine gemeinfame Eigenfhaft unendlich vieler 
dur die beiden letzten Gleichungen auögebrüdter Gurven von 
boppelter Krümmung aus. 

Beiſpiel 1. Es fe: 


26-u) +y(y—b)] dr — (ec) (ydy + zdz)=0, 
ſo iſt: | 





X 
M= z(&—-a) +y(y—b) ,- N=— 0) 





| P=—z(2—c) 
und bie Beriiginggteigun (a) wird nicht erfüllt. Sept man 
2, fo findet. man: ; 
= * 


und die gegebene Differenzial —* wird folglich d das 
Syſtem — —— 8 glich durch 


—- x@), z(z—0) + v(y—b) 


Dec 





=x@). 


verificirt. _ 
Beifpiel 2. Es fe: 


ydz+ (z—z)dy+ (2—z)d2=0, 
fo ift: 
| M=y, N=2—ı,P=2—z, 
die Bebdingungsgleichung (a) wird nicht erfüllt, man bat: | 
J | | 9=1, w=z—y 


und bie gegebene Differenzialgleihung wird duch dad Syſtem 
der beiden Gleichungen: 


2 y=r@W,=Xe 


verificirt. 
Beifpiel 3. Die Differenzialgleihung: 


zdx + zdy + ydz=- 0 
wird durch dad Syſtem der beiden Gleichungen: 


ztiy=xa), I =x) 





verifitirt. 


.. Monge iſt zuerft auf die Idee gefommen, in dem eme 
der beiden Gleichungen: Sr 


dı . 
w—x (2), Fri > =x (e) 
bie aufkfung | der vorgpiegten Aufgabe zu fuchen. 


In der anit finden gewiffe merkwürdige Eigen- 
ſchafoen nur dann flatt, wenn dad Trinom: 


Xdx-+ Ydy-+ Zdz 


ein genaues Differenzial ift, fo daß man folglich unterfuchen muß, 
in welchen Fällen diefe Bedingung erfüllt wird. Cauchy hat 


dieſes Trinom ſchon feit langer Zeit auf eine foldhe Form gebracht, 
daß man unmittelbar erfennen kann, ob daffelbe ein genaues Dif- 
erenzial ift, oder nicht. Denn wir wollen X,Y,Z als Größen 
etrachten, welche den Coſinus der Winkel =,8,y proportional 
find, die eine bewegliche gerade Linie mit den Coordinatenaxen 
bildet, fo daß man bat: 





m. _mf_ mr 41 ___1 

x vr zttrtzıR 
und annehmen, daß man, nachdem man für jeden PunctM(z,y,z) 
die entfprechende gerade Linie und auf dieſen geraden Linien eine 
willtührliche Lärige Mm = r genommen hat, eine auf allen dieſen 


eraden Linien normale Zläche conftruiren koͤnne; fo findet man 
eicht, Daß: 


Xdı+ Ydy+Zdz=+Rar 
if. Denn betrachtet man zwei aufeinander folgende Puncte: 
M (2,y,2) und M’(z-+- 4x, y-+ Ay,z+&z), 


find m,m’ die entfprechenden Puncte auf der in Rede ftehen- 
den Fläche und legt man durch den Punct M eine au der Linie 
mm!’ ‚parallele Ebene; fo bildet man ein rechtwinkliges Dreied 
MM’N, worin die Hypotenufe MM’ gleich: 


As=Y Ar+Ay’+&>? 


ift, während die dem Winkel M gegenüber liegende Kathete = Ar 
ift, und man hat offenbar: 


Ar X Az , Y4Ay, 2 
ceM= ,- Futur 


und wenn man zu der Grenze übergeht: 
Xdx + Ydy-+ Zdz= + Rar. 


Diefes ift die fehr einfache Form, welche man dem in Rebe ſte⸗ 
henden Trinome geben kann, woraus fih unmittelbar ergiebt, 
daß daſſelbe ein genaues Differenzial ift, wenn ed ein Spſtem 
von Flaͤchen giebt, welche die durch die Gleichung : 

cos _ cos __ e08y 

x Ge 7 

| beftimmten Richtungen unter rechten Winkeln durchfchneiden, und 
wenn in jedem Puncte die Größe: 


R=YYFVrz 


eine Function der Entfernung r ifl. 


%.Bertrand, welcher ohne Zweifel die Cauch y'ſche Trans: 
formation nicht gefannt hat, hat diefelbe in dem Journal de 
P Ecole Polytechnique wiederholt, und er beweiſt, daß das Tri: 
nom Xdr+ Ydy-+ Zdz nur dann ein genaues Differenzial fein 
kann, wenn die Größe VXSFYFFZI im umgekehrten Berhältniffe 
der Entfernung zweier aufeinander folgender örtpogonalflächen 
ſteht, und in einigen befondern Fällen Tann diefer Ausdrud der 
in Rede ftehenden Bedingung von einer leichtern Anwendung fein. 

$. 198. Wenn die Differenziale dr, dy, dz in einer Diffes 
renzialgleichung mit drei Weränderlihen auf höhern Potenzen, als 
die erſte vorkommen, fo muß diefelbe jedesmal ald unmöglich be⸗ 
trachtet werden, wenn fie fich nicht in Factoren des erften Grades 
von der Form: : 


Mdz + Ndy-+-Pdz 


zerlegen läßt. Denn wenn bie Differenzialgleichung ein Integral 
hätte, d. h. al& dad Refultat der Differenzirung einer Gleichung 
mit drei Veraͤnderlichen: 


F(a,9,2,0)=0 


betrachtet werben koͤnnte; fo müßte man biefelbe mit dem voll⸗ 
ftändigen Differenziale : 


dF dF dF 


identificiren Tönnen, und man müßte 3. B. auf eine identifche 
Gleichung O>=0 kommen, wenn man auß diefer legten Gleichung 
den Werth von dz ableitete und denſelben in die in Beziehung 
auf dz aufgelöfte gegebene Differenzialgleihung fubftituirte. Dies 
ſes Tann aber niemals ftatt finden, wenn die Differenziale dx, dy 
unter Zourzelgeihen ftehen, oder zu Potenzen mit gebrochenen oder 
negativen Erponenten erhoben find. | 
- Wir wollen 5. B. die Differenzialgleihung: - 


ndz? +ndy? +pdz? + 2gdady + 2rdzdz + 2adydı—0 
betrachten, und der Kürze wegen feben: 
r—mp=A,rs—pg=B, 52 —np=C, 
fo kommt: 


de — Zrde—sdy EV Adi + Body +Cay’ 
. q . , j . 


Hieraus folgt, daß die gegebene Differenzialgleihung abfurd ober 
nicht integrabel ift, fo lange die Größe unter dem Wurzelzeichen 
fein volfländiged Quadrat ift, d. b., fo lange niht BE=AC if. 
$. 199. Wir wollen nur noch einige Worte über die Diffe⸗ 
senpialgleichingen mit mehr als drei Weränderlichen, ober von der 
orm: 
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Mdz-+Ndy + Pdz-+Qdu -+Rdv-tete...,—0 
fagen, wo M,N,P,Q,R,.... Zunctionen der Veraͤnderlichen z,y, 


2,%,%,.... jind, wenn man dieſe Gleichung ald von, der Differen- 
zirung einer urfprüglichen Gleichung: 





F(2,9,2,0,v...)=0 


herrübrend betrachten Tann. Irgend eine der Veraͤnderlichen, 
3. B. z, muß als eine Function aller übrigen betrachtet werben, 


welche unabhängig bleiben, und man hat: 
dz ds d⸗ dz 
dı= — dı+ FA Fr du-}+ 7 dv + ete.; 


aber aus der gegebenen Differenzialgleihüng ergiebt fich: 


M N Q R 
d=— 7 sy ᷓ du- 5 do-+ete;; 
folglich ift: | 
Ä &__M d__N 
dad P’dy pP’ 
dz Q d R 
Pie Sr -3eie. 
und mithin: 
M N M @ M R 
D,5 = D, 5. D.5=D.5 D,5=D5: ⸗ 
, 


. N a N 
D. 5 = 27 D. P =Dype pP” "ze. 


Ba | | dd ds 
Entwidelt man dieſe Sleihungen und fubftitwirt für Fi ae 
ihre Werthe, fo erhält man die Bedingungen, welden die Fun- 
ctionen M,N,P,Q,.... genügen müffen, wenn die gegebene Diffe- 
tenzialgleichung Integrabel fein fol. Bei drei Veraͤnderlichen 


bat man nur eine Bebingungdgleihung: 
M N | 
Dp=Ds 
bei vier Veraͤnderlichen z,y,2,u drei Bedingungdgleichungen : 
M „N. M_,nQ0 „N_;4 
D,5 =D.5, D.5 =Dı5 D5 =D 5 


und im. Allgemeinen bei n Weränberlichen iſt die Anzahl-der. Be- 

bingungegleihungen, gleih der Anzahl der Combinationen zur 

zweiten aſſe and den a—1 Ableitungen D,z, D,z, Dz,-.-, 
n . 

bg 
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Wenn der erſte Theil der Gleichung: 
Mdæ- Ndy-+Pdz + Qdu+Rap-+...=0 


zu einem genauen Differenziale gemacht ift, was ber Fall ift, 
wenn man bat: 
D,M= D.N, D,M=D,P.,..., D,M=D,;R, 
DN=D,P, DN=D,P,..., DQ=D,R, 
fo findet man, wenn man feßt: 
M=F, (,y,2,.., dv), N=F,(&,%,2,.., V), 
P=F,(2,92,-..,0), Q=F &Y2,.., V), .., 


und wie in 8. 193 verfährt, daß das allgemeine Integral der ger 
gebenen Differenzialgleichung folgendes ih 


‘ 
0 


* F. (2,9,2, —* v)dx +! F, (Xe, Yy, ⁊,.., v) dy 


+; 3 (Te ‚Year: v)dz +S. F. (20, Yo, 297---, v) du+..=C. 


8. 200. Aber felbft dann, wenn der erfte Theil der gegebe- 
nen Differenzialgleihung nicht zu einem genauen Differenziale ge: 
macht werden fann und Die — 2 Bedingungsgleichungen 
erfuͤllt werden, kann man dieſe Differenzialgleichung integriren, 
wenn man einen aͤhnlichen Gang einſchlaͤgt, wie den bei drei Ver⸗ 
aͤnderlichen befolgten. Es ſei 3.8. d:e Differenzialgleichung : 


z(y+z)dr + z(u—r)dy+y(r—u) de+y(y-+z)du=0 
zu integriren, fo genügen die Functionen: 
M=y-+z!, N=eu—ız, P=ıy—y, Q=y?+y 


den Bedingungdgleichungen. Um zu integriren, wollen wir einft- 
weilen a,z als conftant betrachten, d.h. du=0, dz=0 feken; fo 
verwandelt fich die gegebene Differenzialgleichung in folgende: 


dx dy 
\ u. ty 
und bat zum Integrale: 
y+2 


xl u). 
Differenzirt man daffelbe in Beziehung auf x, y, z, u, fo findet 
man: 
(y+z)dz+(u+ x) dy+ (u—x)dz — (y-+2) du —d 
(„—x)? X 
Moiyno, Sntegrairehnung. 25 


——— — 
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Aber aus der gegebenen Differenzialgleichung folgt: 


y+zD)de + any RI, 


folglich if: 
u uU—x 


oder: 
ds —ıd 
xdz— du = ıdx, —* = du, 
3 x 
‚zurt, x=770 


und dad Integral der gegebenen Differenzialgleihung ift mithin: 
| y+s 5 


u  u+C 








Drei und dreißigfte Vorlefung. 


Ueber die Integration eines Syſtemes von n gleichzeitigen Differenzialgleichuns 
gen ber erfien Ordnung mit nF1 Differenzialen ober mit n Ableitungen. 


$. 201. In dem Vorhergehenden haben wir gezeigt, wie man 
die Differenzialgleichung ber erften Orbnung und bed erften Grabes; 


dy =f (z, y) dx 
in allen Fällen genau, oder näherungsweife integriren kann. Wir 
wollen nun annehmen, daß rn Di rengialgieichungen der erſten 
Ordnung zwifchen a-+-1 Weränderlihen £, x, y, z,...., v und 
ihren a +1 Differenzialen dt, dr, dy, dz,...., dv ober ihren * 
dy dz dv 
Ableitungen 757 7 zu’ q, gegeben feien; fo ift bie allgemeine 
Form bdiefer Differenzialgleidungen: 
L,dt+M,dx+N,dy+P,dz+...+R, de=0,. 
Lxdt +M,dz + N.dy+P,dz +... +R.dv=0; 

aber man kann fie in allen Fällen durch eine einfache Elimination 
auf bie Form: 

d<=F, (t, T, y,2,..,v)dt, dı=F, (t, %, y, Zn VA ren, 

dv=F,(t,x,y,2,... ‚v)dt 
zuruͤckfuͤhren, und es kommt alsdann darauf an, zu beweiſen, daß 
es wirklich ein Syſtem von Werthen: 
z=f, (t), z=f(l),.., oft) 
giebt, welche Die „zweifache igenfhaft daben: den or Glei⸗ 
Hungen zu genügen und für &=2, beflimmte Werthe x 
‚©, anzunehmen. Die Srifen, diefer Werthe läßt fi Bo aber 

in "dem Falle leicht darthun, wo die Zunctionen F,, Fa, Ba, 

F„, —* wie ihre Ableitungen, in Beziehung auf x, y, 2,.. ‚v 

mii 


D,F, * D,F, Jr D,F, ! D.F,, es D,F, f; etc. 


endlid und fteti ß bleiben. Zu dem Ende braucht man nur wie 
in Vorleſung 26 zu verfahren und vermittelſt der Gleichungen: 
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2, -2=(t, -t)F, (va, d), 2-1 = lt Flint da 
X- %-1=(T-t.-ı) F, (n-17 nr. On-l)ı 
Yı-p=(tı-WF: (tvtor., 0), Ya yız (lat )Frlt, 2 ddr 
Y-yı-ı = (T --ı) F3 (In-1, in. 7 Un-ı) 


. 00 8  8L L 8 8 8 LT LT TT TT  TDT LT CB DL DL TFT DT TC DT CK CB LT CS CF CT CE CF FT DT DT I CT 0 


die n Größen X, Y, Z,.... V zu berechnen ; denn dieſe Größen 
haben die drei folgenden Eigenfchaften: | 

1) Sie find fletige Functionen der Conſtanten z,, Yar-..., Vor 
d. b. fie nehmen für beftimmte Werthe diefer GConftanten einen 
einzigen und beftimmten Werth an und die Veränderungen, welche 
fe erleiden, wenn fich diefe Conftanten um eine fehr Fleine Größe 
ndern, find auch fehr Hein. 2) Die Größen X, V, Z,...., V 
convergiren gegen endliche Grenzen: 


fh (T,t,, Torre dv) fa (T, tz, Loy.oy do), [n (T, to, Kor vo), 


wenn die Elemente der Differenn T—t, ohne Ende abnehmen. 
3) Die T=t entfprechenden Werthe z, y,.... v der Größen X, 
Y,...., V, d. h. die Größen: 
ı x fh (t,to, x), Yor--+ı do), .. vn (tl, bo, Ir Yo, 9 d,) 
genügen den gegebenen Differenzialgleichungen und reduciren fich 
dir t=t, auf bie Gonftanten 25, Yor-..., do. Wir wollen nun 
diefe merkwuͤrdigen Eigenfchaften nacheinander darthun. 
82302. Beweis der erften Eigenfhaft: Die Grö- 
gen X, Y, Z,...., V find fletige Functionen der Conſtanten zo, 
Yo, Zar... Üg 

Wir wollen diefen Gonftanten die fehr Fleinen Incremente ao, 
Bo, Yo,.... ertheilen, welche wir auf folgende Form bringen wollen: 


@=PpoC0S A, B,=PoCOSu,, 7O=Pp,COSYo,..., 


indem der Modulus po und die Winkel oder Parameter Ao, Los 
Yo... den Bedingungsgleichungen : 


p=F a3 +B3+7: +... , c08?%o + cos?w +cosn +...=1 


genügen. Die Incremente der Größen zu, Ya, Zmı..5 X, Y, 
7. Tonnen durch Ausdrüde von der Form: 


Pm COS An, PmCOStmr PmCOSPnr..., 
Pu COSAn, PnCOS in,  Pn COSV,„... 
dargeftellt werden. Da man ferner hat: 
Bari — m (tm — tm) Fi (im, m, Yar--)» 
: Ya — Yn = (t — im) F, (im, my Yar---)ı 


fo erhält man, wenn manzy, ya, 20,.... reſp. Iinze tag, yot ße, 
204 %0,.... verwandelt: Ä 


i 4 Pr C08 Any — Zn — Pen COS A 
Ä . = ltr — ta), (im, ut pn C085 iu + ...), 


- 


8 
und wenn man febt: 
Pnbm—F, (Em, Am + pm COS Ay, Ya Pm C0Ostim +...) 
—F, (tm Zu, Yar-..), 
fo ik: 1 Y ) . 


Pm+ı COS AneHi — fm [cos Am + Ent — Im)). 
Sebt man ferner: 


Pmnm—=Ez (bis, Zn HP 608 Ant... —F a (im, Zn... ), pm Em Fz(...), etc. 
fo findet man ebenfo x 

Parr1 COS Um = pm [cos um + m (im+ı — Im)]}» 

Par COS Ya = pm [05 9 + Im (imrı — tm)}, etc. 


und wenn man zum Quadräte erhebt, zufammenadbirt und die 
Gleichung : 


COS?Am + 008?um + cos. +... =1, 
berüdfichtigt : 
par pa 12 li — tn) (Em COS Ant meosun tr...) - 
| + int — m) HA +..) 
Run ift aber der größte Werth der Summe: 
EmCO5 Am + Nm C0OStmt... —=YE2+n2+..., 
folglich : | 
par <p& [14 2ltatı- a) EEE 2... + mt m)? tat], 
Par-pi < pm[1 + (dt — tin) v2 + n2+ .. ] *) 





*) Denn wenn zugleich: 
c08?2 + c08’y + cos?z+..=1, 
w=acoss-t+dcosy+tccosz-+... 

ift, fo hat man offenbar: 


+52 + 2 +..=(acoss+bcosy-+ccosz-+ ..)? 
—+-(u cosy— 5 cos z)?+ (a cosz—c cos z)?-+....+ (b cos z—c cosy)?F+..., 
2—=a+5?--c? +... — (a cosy — 5 cos X)? — (a cos z—c cos 2)?—.., 
folglich ift der größte Zahlenwerth von = a? +5?+-c’+... und ber 


größte Werth von u= #@ +52 +c2+..., wo u fein Marimum er 
reiht, wenn man hat: | | 


acosy—bcosx=—=0, acosz —ccoar0, 


bc0o8s2—ccosy—=P0,.., 
ober: 


MM 
Bezeichnen nun 1, Kur Yır-- Par X, Ya r... die Ableitungen 
der Sunctionen F;, Fa, Fs,.... in Beziehung auf x, y%, z,...., fo 
bat man nach einer befannten Formel der Differenzialrechnung: 
Pnm —Fr(tn, Zn + pm COS A, Yan + PmCOS tuny...)-—Fı (ba Im Yaı--.) 
’ = pm cos Aa G; (dns Im + Im COS Ar Yn + pm CO8 Km ...) 
+ pm COS tm Xı (I) F pm 608 9m Yı (..)... 


Der zweite Theil diefer lebten Gleichung ift offenbar ein Mittel: _ 


werth der Summe: 
pn COS Am Pı (1,2,9 +.) + pn COS um Xı (b,%, Yı2r ---) 
| + pm 605 va yı (1,%, Yı Zr.) 


welche immer Kleiner ift, als: 
mV HrRtY Hr... 
Denn alfo die Ableitungen Pi, Xı,_ Yır-... zwiſchen gewiſſen 
Grenzen 4, und to -+-r endlich und ftetig bleiben und eine fefte 
Grenze I nicht überfchreiten; fo bat man, wenn N die Anzahl 
biefer Zunctionen bezeichnet 83 < N1?, und ebenfo fände man, 
wenn m, n,.... Die endlichen obern Grenzen der Ableitungen : 
Par ir Year Psr %ı Var 

bezeichnen : n2 <Nm?, &3< Nn?, .... 
alfo: &tnat+at+. <NA?+m?+n?+...) 
und folglich : 

Put <pm[I+ (imtı — im] NEVFFRFRF-) 
oder wenn man febt: 

NVFMAä. K, per pm 1 + Klin — m)] 
und fucceffive m=0, m=1, m=2,...., m=R, fo findet man : 
pı<peli+Klti — to) ], pa <pı 1rKe&—u)],.-, 
Ppr< pm {1 + K(T— un], 











Aus biefen legten Gleihungen ergiebt ſich aber: 
acosz+bcosyt-ccosz+.. _ u 
abc! ... TH... 
_Y wa r+cosfcoy+.. _ 1 
u Va+RFeH.. D—— 


u YeFFFEF-, 


wie man auch birect findet. 


und folglid : 
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und wenn man multiplicirt: 
r<pli+K WU +KG—WL-UHKIT—)). 


Es laͤßt fich Leicht jeioen, daß das Product im zweiten Xheile 
diefer Ungleichheit kleiner ift, als die endlihe Erponentialgröße: 
eK(T—%), 


welche wir mit L bezeichnen koͤnnen. Es ift folglich pa <Lpe, 
alfo das Verhaͤltniß pn : po in der That eine endliche Größe,- 
und die Größen X, V, Z,...., welche für jeden Werth der Con⸗ 
flanten za, Yo, Ze,.... einen einzigen und beilimmten Werth an 
nehmen, ändern ſich um fehr Beine Größen puCoS An, Pn COS Un rn. 
wenn man Ze, Ya, Zu.,.... fih um fehr kleine Größen po cos Ag, 
Po COS ug, .... aͤndern läßt, und find folglich fletige Kunctionen die= 
fer Eonftanten. 

8 203. Beweis der zweiten Eigenfhaft. Wenn 
die Elemente der Differen, T— ti, ohne Ende abnehmen, fo con⸗ 
vergiren die Größen X, Y, Z,.... gegen enbliche Grenzen: 


fı (T, lg, %, Yo, 29 ,-.), fa (T, lg, To/ Ye, Zr.) 


Denn wenn man annimmt, daß fich diefe Elemente auf ein ein- 
ziges rebuciren, welches alsdann diefe Differenz ſelbſt iſt; fo hat 
man bloß: 
=. + (IWF, (te, %, %,--.), 
Y-y+(T-W)Frlt, To, %r-.-)v---- 
Wenn dagegen die Differenn T—i in n Elemente t, — Le, 
u—L,.., I tin-ı zerlegt wird, fo hat man: 
X— u (ti —t)Fılte,20, 90.) + (at) Fı (&,21, Yu) + --, 


und da der zweite Theil diefer Gleichung offenbar zwifchen den 
Grenzen: 
— (T—4) A, +(T—%) A 
liegt, wo A den größten der Werthe bezeichnet, welche die Func⸗ 
tion F, (t,%,9,2,....) zwifchen den Grenzen ti, T annimmt; fo 
folgt, daß X zwifchen den Grenzen: 
z—A(T—t), zZ +A(T—u) 

liegt. Ebenfo beweift man, daß V, Z,.... refp. zwifchen ben 
Grenzen: 

Yo FB(I-h), „FC (T—-%).... 
liegen, wo B, C, ... refp. die größten Werthe der Zunctionen : 

F; (t, &,y, 2,...), Fa (t, %, 9, 2, ...), .. 


ifhen den Grenzen tg, T bezeichnen. Hieraus folgt unmittel 
ar, daß alle Werthe, welche die Functionen F,, Fa... zwifchen 
den Grenzen ts, T annehmen, befondere Werthe der Ausdruͤcke: 


3 


Flo +s(T-4), Da EI A(T-u), yERB(T—-)..), 
F, [de +8 (T-io) ‚ Te = I A (T—4) , % * %B (T—1,)...] vo 


find, worin 3, 3, , $e,.... zwifchen O und 1 liegende Zahlen be 
zeichnen. Ferner hat man offenbar: 


F ılte +3(T—4), 2 +3 A(T—%), „+3 B(T—b)...] 
—Fı (bo, %, Jo/ Br.) U, 
wo e, eine Größe bezeichnet, welche mit der Differenn T—L; 
verfchwindet, und da die Differenzen X— 20, Y— Ye ‚.... dem 


Producte aus T— tg und einem Mittelwerthe der Sunctionen F,, 
Fz,.... glei find; fo hat man: 


{= +(T—t)Fı(te, %, Y, .)+(T—t)e , 
Y=y + (T—t) F (ta, 20, Ye.) + (T—tbe)ez , etc. 


woraus folgt, daß durch die Eintheilung der Differenz T—1, in 
n Elemente t, — u, ı —t, ‚.... die Berthe von X, Y, Z,.... 
um die Größen: | 

(T—t)a, (Tb) &, .. 
verändert find, worin die Goefficienten e,, &,... mit der Diffe- 
ren; T—t5 zugleich verfchwinden. Wir wollen nun annehmen, 
daß die Elemente t, — u, a —t, ‚.... ihrerfeitd abermals in neue 
Elemente zerlegt werden, und zunächft nur dad Element t, — te _ 
betrachten; fo erfahren die Größen &,, Yı, Zır---5 Zar Yar Zum 
ähnliche Veränderungen, wie die Größen X, Y,Z.. bei der Ein- 
tbeilung des Intervalles T— te, und verwandeln fich refp. in: 


Et), ya ki)s.-- 
Setzt man: 





= VFFFFTTL.., 

fo kann jede der Zahlen €, e”,.... durch einen Ausdrud von ber 
Form p’ cos A’, p’ cosA”,.... audgebrüdt werden, woraus folgt, 
daß die Summe ber Veränderungen der Größen 1, Yı, Ziv-.-.- 
Heiner ift, als das Product p’ in), wo p’ eine Zahl ift, 
welche fowohl, ald €, e”,.... mit £,— to zugleich verfchwindet, 
und ebenfo, wie oben, beweift man, daß X durch eine abermalige 
Eintheilung des Elementes t, — ti; um eine Größe geändert wird, 
welche kleiner ift, als L’p/ (t, — ts). Ebenfo wird X durch aber- 
malige Eintheilung der Elemente L—t,, tı —tz,.... um Größen 
geändert, welche refp. Meiner find, ald die Ausdrüde: 


L p" (4—t,), L p (s—ts), Bor 


worin die Goefficienten p“, p,.... mit den Differenzen u — &,, 
ts —tz,.... zugleich verfchwinden. Demnach wird die Zotalverän= 
derung, welche X in Folge der Untereintheilung ber Elemente 
ti — te, bu — ty, erfaͤhrt, durch einen Ausbrud von ber Form: 
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L(TI—4)p 

beftimmt, wo p eine Mittelgröße zwifchen den Goefficienten p’, 
Fun iſt und mit den neuen Elementen zugleicdy verfchwindet. 
Daffelde gilt von den Größen V, Z,.... ie Werthe von X, 
Y, Z,...., welde einer Eintheilungsart entfprechen, worin die 
Elemente der Differenz; T— to, fehr kleine Zahlenwertbe haben, 
werden alfo nicht merklich geändert, wenn man zu einer zweiten Ein- 
theilungdart übergeht, worin jedes diefer Elemente wieder in meh⸗ 
rere andere zerlegt wird. Diefe Folgerung läßt fich leicht auf den 
Fall erftreden, wo die Elemente der zweiten Kintheilung nicht 
mehr Unterabtheilungen von denen der erften find, und es ift 
folglich hierdurch bewiefen, daß die Einthetlungsart Feinen merf- 
lichen Einfluß hat, wenn die Elemente der Differenz T — ts fehr 
Flein find, fo daß I die Größen X, V, Z,...., wenn man die 
Zahlenwerthe diefer Elemente durch Vergrößerung ihrer Anzahl 
ohne Ende abnehmen läßt, gegen fefte Grenzen: 


fı (T, te, 20, Yor 20,..), fa (T, te, To/ Yor--)ı- 


convergiren, weldye blos von der Sorm der Sunctionen F,, F3 ..... 
und von den Conſtanten T, %g, a, Y, Zu... abhängen. 

$. 204. Beweis der dritten Eigenfhaft: Wenn 
man in den Werthen von X, Y, Z,...t für T feßt, fo erhält 
man Functionen 2, %, z,... von £, namlich: 


z=fı (t, bo, %, %ı--), y= fa (tı b,%, Yy,..), etc. 


welche fih für =% auf as, Yo, 2o,... rebuciren und den gegebe- 
nen Differenzialgleichungen genügen. | 
In der That haben wir gefunden: 
X—=(T—b)Fı (bo, 2%, %,..) + (Tb), 
Y—y — (T-to) Fa (to, 2, Vo/..) + (Te), 


.. 0. 0 0080 70 0087 0 08 08 8 br fr Tr Tr ra —rı Tr TC CT TB TC CF CT 0 oo 


woraus folgt, wenn man T in t verwandelt und t=t, ſetzt: 
T=%, Y=Y, 220/... 


Ferner hätten wir durch die Betrachtungen, welche und auf die 
vorhergehenden Werthe der Differenzen: 


X—%, Y-yı-- 
geführt haben, folgende Gleichungen erhalten: 
X— Ln —(T- Cm) F, (Ian, Im Ymı ...) + (T—t„) e, 
Yıyın = (T—1,) F, (Im vImı Ymı ..) + (T—tn) e”, 


= 


worin t’ einen zwifchen 4, und ta--r liegenden Werth von £ be= 
zeichnet. Sest man nun in biefen Gleichungen: | 
m=t, T=i+kh, z=Hh (t), y=f d)r.., 
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fo hat man: 
\ mh), Kef(t+h),.., 
„= (), Yehltth), 
ferner: | 
f, +) = Ar ls VO, + Eh. 
8, +9 — dA: [(t, Old, .. te" 
und wenn man, nachdem man durch A bividirt hat, zu der Grenze 
übergeht; fo findet man: 
fı, $ddt=df, (t) =dr=F, (t,2,y,2,...), 
ff, Hd=df, ()=dy=F;(t,x,y,2 ..),.-. , 
welche Gleichungen offenbar ausdrücken, daß die Sunctionen : 
ı—f, d=fı (t, Ze, Ya s---), Y —fz d)=fı (t, Ze, Y 1.) 


den gegebenen Differenzialgleichungen genügen. 

. 205. Wenn alfo die Kunctionen F,, Fs,...., fo wie ihre 
Ableitungen in Beziehung auf ©, %, z,... zwifhen den Grenzen 
ta, te + r endlih und ftefig bleiben, fo giebt ed Functionen z, 
V, 2,.... von t und Gonftanten te, Ze, Ya, Ze,...., welche die ges 
gebenen Differenzialgleichungen verificiren und für t— ie die ge 
gebenen Anfangöwerthe &. , Yo, Ze ,.... annehmen. Aber ed kann 
auch gefchehen, daß die Functionen Fı, Fz,.... und ihre Ableitun⸗ 
gen zwifchen den Grenzen i, und Wr nur für Werthe von =, 
Y% Zr... endlich und ftetig find, welche zwifchen beflimmten Grenzen: 


zw Ha, yuındy tb, 20 und ac... 


liegen. Nun können aber die vorhin bewiefenen Eigenfchaften auch 
in diefem Falle noch ftatt finden, wofern man, wenn A, B, C..... 
die Örenzen der abfoluten Werthe der Functionen Fı, Fr,.... bes 
zeichnen, T fo wählt, daß den Ungleichheiten: 


T-u<r, AT-b)<a, BIT—U)<b,.. 


genügt wird. Denn alddann liegt der Werth von z,, welcher 
durch die Gleichung: ' 

= te WWF @, Y%ı Ze 4.) 
beflimmt wird und zwifchen den Grenzen „A (ti —%) liegt, 
um fo mehr zwifchen den Grenzen 2 a, und daffelbe gilt von 
pr Zyr.n , In-ı, X. Ebenfo liegen die Größen Yyı, Y2,----, Yn-ır 
V; 2z1, 2330. zu, Z teip. zwiſchen den Grenzen „tb, C. 


Bezeichnen ferner ag, Ba, Ya... die Veränderungen der ans 
fänglichen Werthe zu, Ya, Zu ,... und muß T den Ungleichheiten : 


AT—w)+ <a, BI-H)+A<b, CT-Wırn<a 
genügen; fo liegen die durch die Gleichungen : 
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sn tat WF (le, at...) Bm. 
yzyıtrkl rt, WFelte, at %--), > .-- 


beflimmten neuen Werthe von 2%, Yır-., Ins Ynı... ebenfalld 
geilen den Grenzen „ta, ab... Da aljo alle bei den in 

ede ftehenden Lehrſaͤtzen betrachteten Werthe von &, %, z,.... zwi⸗ 
fhen den Grenzen » a, ytb,.... liegen, fo bleiben die Func⸗ 
tionen Fi, Fa,...., fowie ihre Ableitungen für jeden kleinern 
Werth von t, ald Wr endlich und netig. Hierin befteht aber 
eben die Bedingung, welche erforderlich, aber auch hinreichend ift, 
wenn die erwähnten Eigenfchaften noch ftatt finden follen, und 
man kann folglich auch alsdann noch die Größen: 


fi (T, bo, Zar), Fa (T, or Zar Ir 


und folglich die Werthe (t, to, zu ,...),.... genau, ober nähes 
rungöweife berechnen, welche den gegebenen Differenzialgleichun- 
gen genügen. 

. Wir wollen annehmen, daß die Werthe r=—=0, y=(... 
den gegebenen Differenzialgleihungen genügen, fo ift in biefer 
Vorausſetzung nothwendig: 


F, (t, 0, 0,0,.)=0, F, (t, 0, 0, 0,.)=0,., 


d. h. die Functionen Fi, Fs,.... verfhwinden für z=0, y=0, 
z==0,.... bei jedem Werthe von t. Sekt man alddann in den 
Gleichungen, welche die Werthe von X, V, Z,.... geben, auch 
=0, y=0, 2»=0,...; fo erhält man: 


X—=(, Y=I, Z—=0,.. 
und folglich: 
z=lim.X=0, y=lim.Y=0,.., 


wenn die Zunctionen Fi, Fz,..., fo_wie ihre Ableitungen in Bes 
ziehbung auf x, y, z,.... endlich und fletig find. Denn wir haben 
efehen, daß in diefem Falle die Größen X,Y, Z,.... felbft ftetige 
Functionen der Conftanten zu, Yo, 20, .... find. Aus der einzigen 
Bedingung, daß die Functionen F,, Fy;,.... endlich und fteti 
find, laffen fih alfo die Werthe 0, y=D,.... der allgemeis 
nen Integrale ableiten, wenn man ben willführlichen Conſtanten 
To, Jo, Zu ,.... die befondern Werthe 0, y=0,.... beilegt, 
woraus folgt, daß m —=0, y=0,... articuläre Integrale der 
gegebenen Differenzialgleichungen find. Ä 
$. 207. Wir wollen die Gleichungen: 


ı=f, (t, lo, To/ Yo,..), y=fr (t, tv Lo Yor)ıe 
ober: ' 
ı=f, (t, Ip Yo ..), — (Ü,&r Yard —* 


wieder betrachten, welche den gegebenen Differenzialgleichungen 
genuͤgen und ein Syſtem allgemeiner Integrale derſelben bilden; 
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fo ift es nicht möglich, zwifchen biefen Integralen die Conftanten 
TU, Ya,.... zu eliminiren und eine von dieſen Conftanten unab- 
bängige Relation von der Form $ (, 2, y, zu.) =0 zu erhal: 
ten. Denn fest man t=1t,, fo erhalt man: 


I’=%r Y=%Yı 
und folglich): 
| ® (bo, or Yr..)=0, 
was ungereimt ift, weil die Conſtanten Lg, La ,.... ganz willführ- | 
lich find. Wenn man febt: 
»=C, yzlzı., 
fo verwandelt fi) dad Syſtem der allgemeinen Integrale in: 
z=f, (b, Cu, Or ,.., G)=0, 
y=fı (1, Cy, Cs, .-., )=0,.. 
und man kann daffelbe immer auf die Form: 
G=u, O=Uu,,.., Ü,=u, 


zurüdführen, wo %, Urs... Un 6108 Functionen ber Beränderlis 
hen t,2,Y,.... find. Denn wenn man aus einer der Öleichungen: 


ı= fi (t, Ci, C, ve), Yy =fs (t, Oi, C, , denn \ 


den Werth von C, ableitet und denfelben in alle übrigen Glei⸗ 
dungen fubftituirr, fo erhält man nothwendig n—1 Gleichungen 
mit a —1 Gonftanten, weil, wenn darin weniger, als a — 1 Con= 
ftanten vorkaͤmen, man bdiefelben eliminiren Eönnte, wodurch man 
eine Relation von der Form: 


P (t, ı, %, .. )*0 
erhielte, was nach dem fruͤher Bewieſenen unmoͤglich iſt. 

| Deögleichen, wenn man zwilchen den n— 1 übrig bleibenden 
Gleichungen die Gonftante C, eliminirt, fo bleiben nothwendig 
n— 2 ÖGleihungen mit a — 2 Conftanten, und wenn man fo 
fortfährt; fo kommt man zulegt auf eine Gleichung mit einer 
einzigen Gonftante C„, welhe O„— un giebt, wo u blos eine 
Function der Veränderlichen t, a, %Y,.... ik und wenn man ſuc⸗ 
ceffive zurüdgeht; fo erhält man: 


C,.-ı =u-1, nur.) C Ur. 


Folglich kann dad Syſtem der allgemeinen Integrale der gegebe- 
nen Differenzialgleichungen wirflid auf die Form: 


U =Ü0U, w=(,, U=Üs,.., Uun=ÜU, 
gebracht werden, wo Ch, Cs,.... willtührliche Conftanten bezeich- 
nen. Umgekehrt, wenn man aus diefen lebten Gleichungen die 


Werthe von &, Y, z,... ableitet, fo verificiren fie die gegebenen 
Differenzialgleihungen ; aber fie koͤnnen feiner von den willkuͤhr⸗ 


— — 
lichen Conſtanten Cı , ©; ‚.... unabhängigen Bedingungsgleichung 
genügen. Denn wenn fie einer Gleichung von ber Form: 


® (t, T, V, 2, ...) — 0 


Genuͤge leiften fönnten, fo würde folgen, daß dieſe lebte Glei⸗ 
hung nur eine Verbindung der Gleichungen : | 


u=C,W=(;,... 


wäre, und für eine derfelben fubftituirt werben koͤnnte. Man er- 
bielte alfo diefelben Werthe von m, y, z,...., fowohl wenn man fie 
aus den n Gleichungen u —=Ü,, U =Cyz,.... mit n verfchiedenen 
Gonftanten ableitete, ald wenn man fie durch na — 1 Gleichungen 
mit n— 1 Conftanten und durch die Gleichung: 


Ö (t, %Y,.)==0 
beflimmte. Diefe Folgerung ift aber offenbar ungereimt; denn 
die erften Werthe von ©, y, z,.... enthalten n Conftanten, wäh- 


rend die zweiten nur n—1 willführliche Conſtanten enthalten. 
Das Syftem der Gleichungen: 


u=U0, W=Ü,., Wr 


bildet folglich ein Syitem allgemeiner Integrale der gegebenen 
Differenzialgleihungen, weil es die doppelte Eigenfchaft hat, daß 
es n willführliche Gonftanten enthält und für ©, y, z,.... Werthe 
giebt, welche den gegebenen Gleichungen genügen; aber feiner von 
den Gonftanten unabhängige Gleichung. 

Um zu zeigen, wie wefentlich diefe lebte Beſchraͤnkung ift, 
— wir dad folgende Syſtem von Differenzialgleichungen be— 
trachten: | 


-)de= (ce y)dt, (2-1) dy=(x—y) dt, 
dz=(-y-+1)dt; 


fo wird demfelben unmittelbar genügt, wenn man z=y, z=t 
oder: 


ı=6(f), y=$#(l), 2*1t 
ſetzt, von welcher Beſchaffenheit uͤbrigens die Function 5, welche 
völlig unbeftimmt bleibt und beliebig viele willführliche Conſtan⸗ 
ten enthalten Fann, auch fein mag. Aber dad Syſtem biefer drei 
Steihungen bilder kein Syſtem allgemeiner Integrale der gegebe- 
nen Differenziafgleichungen. weil ed zwifchen den WVeränderlichen 
Relationen feftfeßt, welche von den willführlichen Gonftanten un 
abhängig find. Wir wollen daher die allgemeinen Integrale fus 
chen. enn man die zweite Gleichung von der erften abzieht, fo 
erhält man: 


de— dy=0, folglid 2==y+C,, 


und wenn man diefen Werth in die dritte Gleichung fubftituirt; 
fo giebt fie: 


d=(C,+Dd, z=(C,+Nt+0,, 
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fo ift es nicht möglich, zwifchen biefen Integralen die Conftanten 
Tg, Ya,.... zu eliminiren und eine von dieſen Conftanten unab- 
haͤngige Relation von der Form 5 (d, 2, y, zu...) =0 zu erhal: 
ten. Denn feßt man t=1t,, fo erhalt man: 


=, YzYyı-- 
und folglich): 
® (to, 77) Yyor)—0, 
was ungereimt ift, weil die Gonftanten tg, 2 ,... ganz willtühr- | 
lich find. Wenn man fegt: 
»=Ü,, y=Üz ,.., 
fo verwandelt fi) das Spflem der allgemeinen Integrale in: 
z=f, (bt, Cr Ca. , G)=V0, 
y=fs (t, Cr Ga, .., )=d,.. 
und man fann daffelbe immer auf die Form: 
CG=u, G=u,., O, 


zurücdführen, wo U1, Us,.... Un blos Functionen der Veraͤnderli⸗ 
hen L,2,Y,.... find. Denn wenn man aus einer der Gleichungen: 


‘= fı (t, C,, C, yo) Yy —=f3 (t, Ci, C, N se) yon \ 


den Werth von C, ableitet und denfelben in alle übrigen Glei⸗ 
hungen fubftituirt, fo erhält man norhwendig n—1 Gleichungen 
mit n — 1 Sonftanten, weil, wenn darin weniger, ald a — 1Con⸗ 
ftanten vorfämen, man diefelben eliminiren fönnte, wodurch man 
eine Relation von der Form: 


P (t, T, 9%, ..) = 0 
erhielte, was nach dem früher Bewiefenen unmöglich ift. 

| Deögleichen, wenn man zwiſchen den n— 1 übrig bleibenden 
Gleichungen die Gonftante C, eliminirt, fo bleiben nothwendig 
n— 2 Gleichungen mit a — 2 Conftanten, und wenn man fo 
fortfährt; fo kommt man zulebt auf eine Gleichung mit einer 
einzigen Conſtante Cn, welde O. — u giebt, wo u blos eine 
Function der Veränderlichen t, a, %,.... if und wenn man fuc= 
ceffive zurüdgeht; fo erhält man: 


C.-ı =%u-, Gau. C, =U re: 


Folglich kann dad Syſtem der allgemeinen Integrale der gegebe= 
nen Differenzialgleichungen wirklic auf die Form: 


u=0, w=G, W=(O,., W=Ür 
gebracht werden, wo Ci, C;,.... willtührliche Conſtanten bezeich- 
nen. Umgekehrt, wenn man aus diefen lebten Gleichungen bie 


Werthe von z, y, z,... ableitet, b verificiren fie die gegebenen 
Differenzialgleihungen; aber fie können Feiner von den willkuͤhr⸗ 


— — 
lichen Conftanten CO} , CO; ‚.... unabhängigen Bedingungsgleichung 
genügen. Denn wenn fie einer Gleichung von der Form: 


B(,%, y 2,.)=0 


Genüge leiften fönnten, fo würde folgen, daß dieſe lebte Gleis 
hung nur eine Verbindung der Gleichungen : 


u=Cı I U (5 ,.... 


wäre, und für eine derfelben fubftituirt werden koͤnnte. Man er: 
bielte alfo Diefelben Wertbe von ©, y, z,...., fowohl wenn man fie 
aus den n Gleihungen u—=Ü,, U —=Cz,... mit n verſchiedenen 
Gonftanten ableitete, ald wenn man fie durch 2 —1 Sleichungen 
mir n— 1 Gonftanten und durch die Gleichung: 


lt, y.)—0 
beflimmte. Diefe Folgerung ift aber offenbar ungereimt; denn 
die erften Werthe von &, y, z,.... enthalten n Conftanten, wäh- 


rend die zweiten nur n—1 willtührliche Conftanten enthalten. 
Das Syſtem der Gleichungen: 


u=0, W=Ü,., W=Cn 


bildet folglich ein Syitem allgemeiner Integrale der gegebenen 
Differenzialgleihungen, weil es die doppelte Eigenfchaft hat, daß 
ed n willführliche Gonftanten enthält und für ©, y, z,.... Werthe 
giebt, welche den gegebenen Gleichungen genügen; aber feiner von 
den Gonftanten unabhängige Gleichung. 

Um zu zeigen, wie wefentlich dieſe letzte Beſchraͤnkung ift, 
— wir dad folgende Syſtem von Differenzialgleichungen be— 
trachten: 


@-tde=(ey)dt, (2-1) dy=(&—y) dt, 
dz=(2-y-+1)dt; 


fo wird demfelben unmittelbar genügt, wenn man z=y, z=t 
oder: 


5(), yeah, 2* 1t 
ſetzt, von welcher Beſchaffenheit uͤbrigens die Fuͤnction 9, welche 
völlig unbeſtimmt bleibt und beliebig viele willkuͤhrliche Conſtan⸗ 
ten enthalten Fann, auch fein mag. Aber dad Syſtem dieſer drei 
Gleichungen bilder Fein Syſtem allgemeiner Integrale der gegebes 
nen Differenzialgleichungen,, weil es zwifchen den Veränderlichen 
Relationen feftfeßt, welche von den willführlichen Conſtanten un 
abbängig find. Wir wollen daher die allgemeinen Integrale fus 
hen. enn man Die zweite Gleichung von der erften abzieht, fo 
erhält man: 


de — dy=0, folglid &=y+C,, 


und wenn man biefen Werth in die dritte Gleichung fubftituirt; 
fo giebt fie: Ä | 


d=(C,+Dd, 2=(0,+0t+6,, 
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folglich: 
z—t=(Ü ‚t-+C.. 

Subftituirt man nun in bie zweite Gleihung für ⸗ —t, —y 
ibre Wertbe, fo erhält man: 
Cd 
(Ct +O)dy=C,dt, ya’ 
y=KC,t+ C)+G, 
und folglich: 
r=l(C,t+C)+C,+0:. 
Das Spyftem der drei Gleichungen: 
z=l(C,t+C)+C,+0, y=\KCht+C)+6, 
z=(C, +Dt+C,, 
oder wenn man fie für Ci, Ca, Os... auflöft: 
0=:-y, G=2-@—y+D2, G=y—1la-H 
bildet ein Syſtem allgemeiner Integrale, weil es drei willkuͤhrliche 
Gonftanten enthält und ſich daraus feine von diefen Gonftanten 
unabhängige Gleichung ableiten läßt. 
$. 208. Kommen wir wieder auf ben allgemeinen Fall zu: 
ruͤck und unterfuhen, ob ein gegebened Syſtem von Differenzial- 
gteihungen mehrere Syſteme allgemeiner Integrale haben Tann. 


ir wollen zu dem Zwecke annehmen, daß wir durch irgend ein 
Verfahren auf das folgende Syftem von Gleichungen : 


u,=C,, u,= C,, %=Gz,., W“=l, 
gekommen feien, fo ergiebt fi, daraus: 
du, —=0=L,dt+M,d« +N,dy-+... f) 
ds =0=L,.d+ M.dr-+ N,.dy-+..., etc. 
oder: 


da 
L,+M, FI 2,.=0, 
dz d: 
LAM, +N2+.=0, ete. 


. de dy , , 
und wenn man für 77 .y,... ihre aus ben gegebenen Diffe⸗ 
renzialgleihungen abgeleiteten Werthe fubflituirt; fo kommt: 

L,+M,;F, (t, 2, y,2,.)+N,B (t,z, Y,2,.)t+. = 
L,4+M, F, (t,2,9,..)+-.=0, ete. 


Diefe Gleichungen find HA: identiſch ober rebuciren fich 
auf O=0, weil fie fonft zwiſchen den Veränderlichen Relationen 
fefffeßten, welche von ben willkuͤhrlichen Eonftanten unabhängig 
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wären, was nicht der Ball fein kann, weil dad Syſtem ber Glei⸗ 
chungen u=C, %W=ÜQ,,... nah der Vorausſetzung ein Sp⸗ 
ſtem allgemeiner Integrale der gegebenen Differenzialgleihungen 
bildet. Demnad müffen alle Werthe von z, %, Z,...., welde die 
F ebenen Differenzialgleichungen verificiren, offenbar auch die 
eichungen: 
M, ldæ — F, (,2,9,2,..))+N, [dy — F, (t, 2,9,2, ..)] +ete.=0, 
M, [dx — F, (t, T, V, 2, ..)— + N, [(dy—F, (t,2,%, 2,..)] 4 ete.0 


identiſch machen, wofern ſie nicht einen oder mehrere der Coeffi⸗ 
cienten M,, N} ‚....; Ma, Na ,...., unendlich machen. Dieſe letz⸗ 
ten Gleichungen rebuciren fi) übrigens auf: 


L,dt+M,de+N,dy+...= du, =0, 
L,dt + M,dı +Nsdy+.. = dw =0, etc. 
wegen ber identifchen Gleichungen: 
LÄ+M,F, 2,9, 2...) + N, FR: (t,2,y,2,..) + ete.=0,.... 


Ale Werthe von z, y, z, weldhe ben gegebenen Differenzialgleis 
chungen genügen, wofern fie nicht einige der Größen: 


du, 
Lay Me Nee 
dus du, dus 


unendlich, oder unbeflimmt, und folglich discontinuirlich machen 
verificiren folglich auch die Relationen: 


du, =(, du, —0,..., oder u=(0,, =; ,... 


Da alfo das Syſtem diefer Gleichungen die Werthe von z, y, 2..... 
als Functionen von t und n Conftanten vollftändig beftimmt, fo 
iſt daffelbe das einzige Syſtem allgemeiner Integrale der gegebes 
nen Differenzialgleihungen. 

. .. Die Werthſyſteme von ©, y, z,...., welche man er- 
hält, wenn man die Größen L, M, N,...., oder einige berfelben 
unendlich, oder unbeflimmt macht, und welde den gegebenen Dif- 
ferenzialgleihungen genügen, ohne daß man fie aus den Gleis 
ungen: 

u=C, u, O, „.... 


ableiten kann, bilden die ſogenannten ſingulaͤren Integrale 
oder ſingulaͤren — und koͤnnen offenbar niemals 
als beſondere Faͤlle in den durch die im Vorhergehenden ausein⸗ 
ander geſetzte allgemeine Methode gefundenen Integralen enthal⸗ 
ten fein, weil diefe Methode nothwendig vorausfest, daß die Func⸗ 
tionen Fi, Fa,...., fowie ihre. Ableitungen in Beziehung auf =, 
Y. 2,... endlih und fletig find, was nicht flatt finden kann, wenn 
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die Größen L, M, N,....., oder einige derfelben, unendlich oder un: 
beflimmt werben. 

Wir wollen dad Gefagte durch ein Beifpiel erläutern. Es 
fei dad gegebene Syftem von Differenzialgleichungen:: 


g—Hdı=(r—y)di, (—t)dy=(e—ydt, 
dz=(e—y+NDdt, 


fo find, wie wir gefehen haben, die allgemeinen Integrale derfelben: 


G,=2?2—-y, G=2—-@—-y+Dt G=y—le@—t), 
und man hat folglich in diefem Falle: 
L,=0, NM, =1, N =-—1, P,=®0, 
L,=y—r—1, M.=-t N=t, P=1, 
ı 


1 
L=-, M;=0, N=1, P,=.7- 


Bon diefen Orößen fönnen nur zwei L,, P, unendlich, wer- 

ben, und zwar für z=t. Da ferner z—y iſt für z=t und daß 
Spftem diefer beiden Gleichungen den gegebenen Gleichungen ges 
nügt, obne daß die erfte aus den allgemeinen Integralen abgeleitet 
werden kann, wenn man den Conſtanten Ci, C,, C, befondere 
Werthe beilegt; fo kann diefes Syſtem nur eine finguläre Auflö= 
fung bilden. 
Wir haben in dem Vorhergehenden gefehen, daß bie befon= 
- dern Werthe x— 0,y=P0,.... jedesmal ein Syſtem particulärer 
Integrale bilden, wenn die Functionen F,, F5 ‚.. ., fowie ihre Ab⸗ 
leitungen endlich und ftetig find und zugleich für jeden Werth von 
t die Gleichungen: 


F, (t, 0,0,.)=0, RB (t, 0,0,.)=0,.. 


ftatt finden Dieſe befondern Werthe z=0, y=L,... koͤnnen 
alſo nur inſofern ſingulaͤre Aufloͤſungen ſein, als die Bedingungen : 


N,=%, M,=$,.. N,=o, N,=8,.. 
oder einige berfelben, erfüllt werben. 
$. 2 Wir wollen annehmen, daß die Werthe: 
z=#(l), y=xl), z=Y,.- 
ein Syſtem fingulärer Integrale der Differenzialgleichungen ; 
dı=F, (t,2,Y...), dy=F; (ty X, Yı-..)ı- 
bilden und feßen: 
00 —8, yaerÖtn,.- 


ſo find 5=0, n—=0 fi on Integrale der F dieſe Subſti⸗ 
tution erhaltenen neuen Gleichungen: 
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OEL E=F, [SE H+ExLOÖ+R..), 
votre =Flt + XKÖ+T.).. 


Wenn man von diefen Gleichungen ihre Werthe für 30 abzieht, 
fo erhält man: 


dß- Filt, ) B, N Orr.) —Filt, , x ,..))dt 


.e,eeTr ee 82 8 8 8 Tr Th re Tr rt Tr Vf Tr Tr Te Tr Tr Tr TTV Tr 0 LT TE CT L CE DB CS oe 


Nun find aber &=0, n=0,.... nur dann finguläre Auflöfungen 
diefer legten Gleichungen, wenn die Eoefficienten von dt, oder we- 
nigftend einige derfelben, für E&=0, »—=0,... unendlih, oder un⸗ 
bejtimmt werden, was nur infofern ftatt finden kann, als die Func⸗ 
tionen: 


Fr, [PO x O,.J, Fl,6@,x®.,.), 


und ihre Ableitungen felbft unendlih, oder unbeflimmt werben. 
Die Werthe: 


z=$#e), y=xd, z=YÜ),.. 

tönnen alfo nur dann ein Syftem fingulärer Integrale der gege⸗ 
benen Differenzialgleichungen bilden, wenn ſie wenigſtens einige 
der Functionen Fr, Fa,.. und ihrer Ableitungen unendlich, oder 
unbeflimmt machen. Diefe Discontinuität ift eine unerläßliche 
Bedingung; allein fie ift nicht hinreichend, weil gewiſſe Merthe, 
welche die Functionen Fi, Fa ‚.... und ihre Ableitungen disconti⸗ 
nuirlich. machen, nur particuläre Integrale fein können, wie wir 
in dem Falle einer einzigen Differenzialgleihung gefeben haben. 
Wir wollen die unterfcheidenden Merkmale der fingulären Inte⸗ 
grale hier nicht näher unterfuchen, weil diefe Unterfuchung in dem 
Kalle mehrerer Veränderlihen zu complicirt und zu wenig praf: 
tifch iſt, und fich in jedem befondern Falle leichter -anftellen läßt, 
wenn man unterfucht, ob die Integrale, deren Natur noch unbe= 
kannt ift, fich aus den den Gonftanten beigelegten befondern Wer⸗ 
tben ableiten laffen. 

Beifpiel 1. Wir wollen die Differenzialgleichungen wie: 
der betrachten: 


a=y 23 
=. U, dy — de, 


d=(«—y+i)dt, 

fo ift: 

FR=R-= — 
Setzt man: 

F,=», oder FR, =$, 
fo erhält man die Gleichungen: 
=y, 2= t, 
welche den gegebenen Diiferenzialgleichungen genügen und wirklich 
Moigno, Integralrechnung. 26 
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| finguläre Auflöfungen derfelben find, weil man, um fie auß den 
allgemeinen Integralen abzuleiten, nothwendig ſetzen müßte: 
c=0, G=y, G=y, 


was unmoͤglich ift. 
Beifpiel 2. Es fe: 


de=yidt, dy = dat, fo ift F=yW, F, =, 
und die Functionen Fi, Fz können weder unendlich, noch unbeftimmt 
werben, während ihre Ableitungen 4y 4, 42 für 2=0, 
y—=0 unendlid werben, welche beide Werthe übrigens Den gegebe⸗ 
nen Differenzialgleichungen genügen. 
Suchen wir die allgemeinen Integrale, fo ift zunaͤchſt, wenn 
man dt eliminirt: 


de—ytdy, folglich = ar+ c, Yelet— c)t, 
und wenn man dieſen Werth in die erfte Gleihung fubftituirt; 
fo erhält man: 
dz 


dt 
nu ee fg. 
(d+c, )$ ’ vo (2?+0,) $ 
Aus den beiden Gleichungen: 
dx 


”=ar+6, mia Kerr 


kann man die Werthe von Cı, C, ald Zunctionen der Veränder- 
lihen ableiten und fie find fotgiich allgemeine Integrale der gege⸗ 
benen Differenzialgleihungen. Nun ift aber leicht einzufehen, daß die 
Werthe z=0, y=0 finguläre Integrale find; denn um fie aus 
dem allgemeinen Integrale abzuleiten, müßte man zunädft C, = 0 
fegen, wodurd man erhielte: 


=0+ = - 0. — 22% 
T 


und für z=0 wäre C.St, was mit der Natur der willkuͤhrli⸗ 
chen Gonftante im Widerfpruche fteht. 


Bier und dreißigfle Vorlefung. 


Integration ber gleichzeitigen linearen Differenzialgleichungen der erften Orb- 
nung unb einiger andern Differenzialgleichungen. 


$. 211. Unter gleichzeitigen linearen Differen- 
Malgleihungen verfteht man diejenigen, worin die abhängigen 
eränderihen &, 9, 2, .... und ihre Ableitungen nur auf der er- 
ften en vortommen. Die allgemeine Form diefer Gleichun⸗ 
gen iſt: 


= +P2+Qy+ Rt. =T,, 


d 
at Pat Qy + Rat. Ra... 
wo: 

P,, Ps ,..., P,, Q, AL} Qu,.-, T, 4024 Tas... 
Functionen der einzigen unabhängigen Beränderlihen 2 find. 
Gleichungen diefer Art laſſen ſich im Allgemeinen nicht integriren, 
fondern nur in einigen fpeciellen Fällen. 

Wir wollen unter einer etwas andern Form die beiden Dif- 
ferenzialgleichungen: 
M,dc<+N,dy+(P,2+Q,Ydt=T,jdt, 
M.dx +N,dy + (Pzxr + Quy)dti—= Tidt 
Betrachten. Multiplicirt man die zweite mit S, addirt das Pro- 
duct zu der erften und fest: 
M+MS=m, N +NS=n, P,+P,8=p, 
Q,+9Q>=g, Tı+T,#=T, 
fo erhält man: 
md ndy+ px +gy= Tat, 
oder: 


m (dr+tay)+ p(z +23y)= Ta. 
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Sekte man nun: | 
q 
| at, y= 
fo hätte man: 
de} dy= du, 
und die vorhergehende Gleichung wäre blos noch eine lineare Dif- 
ferenzialgleihung mit zwei Beränderlichen: 
mdu-+ pu =Tdt, 
welche wir bereitö integrirt haben. Die Bedingungsgleichung: 
det dy=d(2+!y) 
wird erfüllt, wenn man hat: 
I n 4 1_:2 
.y =, U, arydn=nW 


p 
I —_-, da!2—=0 
p m p 


Subftitirt man in diefe beiden legten Gleichungen für m, n,p,q 
ihre Werthe und eliminirt 3, fo erhalt man die Bedingungsglei⸗ 
hung, welcher die Goefficienten der gegebenen Differenzialglei- 
hung genügen müffen, wenn fie fih auf eine lineare Differen- 
ialgleihung mit zwei Weränderlichen ſoll zurüdführen laffen. 
enn dieſe GCoefficienten Conftanten find, fo wird die zweite Glei⸗ 
hung unmittelbar erfüllt, während fich die erfte in folgende ver- 
wandelt: j 
M,+M,39 _ Pı+P,9 
N+-N3 +93 


und für I zwei Werthe I,,92 giebt, welche auf die beiden line- 
aren Differenzialgleihungen : 


dut u =. dt, du „u =2d 





führen, die fi unmittelbar integriren laffen. Subftituirt man 
in diefe beiden Integrale für u feinen Werth + g y, fo erhält 


man zwei Gleichungen zwifchen x, y und zwei Gonflanten Cı, 
C,., welche die gefuchten allgemeinen Integrale find. Das 
eben Geſagte febt voraus, daß die beiden Werthe von $ reell 
und verfchieden find, und den Fall, wo diefe Werthe imagi- 
när, oder einander gleich find, werden wir fpäter unterfuchen. 
Betrachten wir nun den Fall, wo man x lineare Differen- 
gialgleihungen mit conftanten Coefficienten zu integriren bat, fo 
ann man immer voraus feben, baß jebe diefer GHeichungen nur 
eine einzige Ableitung enthält, oder von ber Zorm ift: | 
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dr+(a,2+b,y+c,2+..d=T,dt, 
dy+ (a2 4 bay + c32 + ..)dt= Tydt,.... 


Multiplicirt man die zweite mit I, die britte mit S,,..., addirt 
und ſetzt: 


u Ta. tadı+..—P, 
T, + u. + T+..=T; 
fo kommt: 
de + d;dy+Hdr+.. +9 
+[1d,+5,9,+ 539, +...) + (c,+09%+6ds+...) z+...] dt= Tat. 


Diefe legte Gleichung wird aber eine lineare Differenzialgleichung 
mit zwei Veränberlihen: 


du + Iudt = Tdt 
und hat zum Integrale: 


w=r+9%y + 92 +..=e"t [C + fi Te’: ae | 


er [c+ Sn ++ Joa] 

Wenn man S,,92,9,.... jo annimmt, daß ben Gleichungen : 

5,459; +6 4+..=3, | 

ci +99 +69 +..—=98 ,.. 
genügt wird, fo kann man feben: 

&—9)3, +65, +.=—b,, 

da Mh +. —Cı,- 

und die in $. 107 erwähnte Formel: 


>> + koboCo--- 
ZE0050C0-- 


zeigt unmittelbar, baß der gemeinfchaftliche Nenner von 32,3, .... 
dad nicht rebucirbare Glied: 


Gꝛ - Sa I — 2)... 


enthält, welches in Beziehung auf 3 vom (m —1)ten Grabe ifl, 
und wenn man folglich für diefe unbeflimmten Coefficienten 
3,83,.... ihre Werthe in die Relation: 


a tadı + +. —I 
fubftituirt; fo erhält man eine Gleihung, worin dad Product: 
(4, —3) (3) (a —3) (u—3)... 


ei = 
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vorkommt, welche von ten Grabe ift und n Werthe für I giebt, 
wovon jedem ein einziges Syflem von Werthen von 9,,9;,9,,.... 
entfpriht. Werden diefe n Syſteme mit 3 in das gefundene In⸗ 
tegral fubftituirt,. fo erhält man n Integrale mit n willtührlichen 
Conſtanten. Dieſe Integrale kann man leicht auf die Form u. —C, 
%=L,.... bringen, und fie bilden zufammen genommen bie all- 
gemeinen Integrale der gegebenen Differenzialgleichungen. 
Wenn 2,9,2,..., für t=0 bie befondern Werthe zu,yo,2e..... 
annehmen follten, fo hat man zur Beflimmung der Gonftanten 
1» Cu, Os,.... n Gleichungen, welde fih aus dem allgemeinen 
Integrale ergeben, wenn man t=4 und für 3 fucceffive feine 
rn Bertbe feht. Diefe Sleihungen find fämmtlich von der Ferm: 


+99 t%20+-.=Ce ꝰt, 
und der’ allgemeine Werth von C ift: 
= +3 ++ --). 
Set man in das allgemeine Integral für C feinen Werth, fo 
verwandelt fich dafjelbe in: 
f(&,&%, Yı-., tor or Yo ) O, 


und wenn man bie n Werthe von 9 mit I, 3”,...., 4m begeich: 
net; fo ift dad Syſtem ber n allgemeinen Integrale der gegebenen 
Differenzialgleichungen : 

FGt, æ, Yı--, tor Lor Yor-ı I) 0O, 

fd, T, Y/,.. to, Io, Yo“ 5* O,... 


8. 213. Aber diefe n Gleichungen find nicht immer verfchie= 
ben und bilden nur dann wirklich ein Spflem allgemeiner Inte⸗ 
grale, wenn die n Werthe von S reell und ungleich find, und 
wir wollen nun unterfuchen, was ftatt findet, wenn fie imagis 
när, oder gleich werben. Zuvoͤrderſt wollen wir annehmen, daß 
blos zwei diefer Werthe, nämlich I, 9 imagindr find, fo müf: 
fen fie, da fie Wurzeln derfelben Gleichung find, conjugirt fein, 


d. h. wenn: 
246VA, 


—_= a —BV TI. 
Wenn ſich alddann das erfle der allgemeinen Integrale: 
.FÜ%, Yı.., tor Zar Yor--ı NM) = 0 
in o+0oV-1=0 verwandelt, fo wird das zweite: 
v — wV-1 


und beide Bulammengenommen rebuciren fich auf die beiden Glei⸗ 
Hungen v=0, w=0, und wenn fie übereinfiimmen, fo hat man 


ift, fo ift auch: 
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doch noch zwei Gleichungen. Wenn man 4, 6,8,.... imaginäre 
Wurzeln hätte, fo erhielte man 2,3,4,.... Integrale doppelt und 
ihre Geſammtheit bildete immer wieder ein Syitem von n Glei- 
aumgen mit n Anfangöwerthen, oder mit a willlührlichen Con⸗ 
anten. 

Unterfuchen wir nun, was ftatt findet, wenn zwei Wurzeln 
der Gleichung, welche 3 giebt, einander gleich werden. Da der 
erfte Theil des allgemeinen Integrales: 


f(t, 2, 9, Zr. , Zar Yor Zur. DM) = 0 
der Kürze wegen durch H(S) ausgedruͤckt werden kann, ſo hat 
. man, wenn 9 und IS”=I’+h zwei Werthe von Sbezeichnen: 
EM =0, Hg" +N=hp(H+eh)=0, B(S’+eh)=0, 


und folgih H(SY)—0, wenn 9, alfo A=0 wird. Wenn 
alfo zwei Wurzeln einander gleich find, fo flimmen zwei der all: 
gemeinen Integrale: 


3 ((0) - (2) 0 
uͤberein; aber es entſteht alsdann eine neue Gleichung: 
609 =0 


und man hat wieder n Gleichungen. Die Geſammtheit diefer 
n Öleihungen bildet dad Syſtem der allgemeinen Integrale ber 
egebenen Differenzialgleihungen. Wir wollen nun eine dritte 

urzel I betrachten, welche zuerfi =9" + h ift, fo hat man zus 
gleich, wenn iſt: | 


EI, PNM=0, 
h h? 
EHEN NH ZEHN =, 
und folglich: 


9 + eh) =. 


Wenn alfo 3’ au) —=I’ wird, d.h. wenn A=0 ift, fo hat man 
nothwendig 9’S)—=0. Es flimmen drei Integrale überein; aber 
man hat zwei neue Gleichungen : 


EN=0, PN). 
Wenn man fo fort fchließt, fo ergiebt fih, daß man, wenn m 
Wurzeln 9, 9”,...., I einander gleich find, m— 1 neue Slei- 
hungen: _ 
HIN—=0, (0) O, .., PRTrUYSN=0 
bat, welche die m — 1 mit dem erſten uͤbereinſtimmenden Inte⸗ 
grale exfegen, fo daß man immer wieder a Gleihungen mit n 
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Anfangswerthen ober mit x willkuͤhrlichen Eonftanten hat. Wenn 
man in dem Integrale: 


z+%y+4z+..=e' [e . (T, + T,9,+.)e'*at| 


für C nicht feinen Werth ald Function der Anfangswerthe und 
von $% feste, fo hätte man für (I), #(®).... refp.: 


dpH,C) | zu HH) 
d9 4*0 dc ’ 
d’p (9,0) 


om Pr 0) dp (3,0) 
in rl rt et 


und die Größen C’, C”,...., welche durch die Gleichungen: 


dc DC 
33 >06, (U = 45% ... 


beftimmt werben, koͤnnen ald neue Gonftanten betrachtet werben, 
deren Anzahl genau der Anzahl der Wurzeln gleich iſt, weldye der 
erften Wurzel gleich werden und die Allgemeinheit des Syſtemes 
der Integrale erhalten. 

$. 214. Durch eine fehr einfache Betrachtung ergiebt fid, 
daß die eben audeinanbergefeßte Methode auf den Fall glei- 
her Wurzeln anwendbar iſt. Denn fie giebt in jeder „Voraus: 
fegung wenigftens eins der allgemeinen Integrale, woraus ſich der 
Werth einer der Veränderlichen x, y, z, .... ergiebt, welchen man 
in bie gegebenen Differenzialgleichungen fubftitutren kann, wodurch 
man ein Spftem von na—1 Gleihungen mit n— 1 Beränderli- 
hen erhält. Wenn für dieſes Syſtem von n—1 Gleichungen 
die a— 1 Werthe von S einander glei, ober imaginär find, fo 
giebt die Methode die noch übrigen a—1 zu beflimmenden Inte- 
grale, und in jedem Falle giebt fie wenigfien ein zweites Inte 
gral, welches auf ein Syitem von n—2 Differenzialgleichungen 
mit n— 2 Veränderdichen führt, u. f. f., fo daß man ungeachtet 
der Gleichheit der Wurzeln ein Syſtem von n Integralen mit nr 
willtührlihen Conftanten erhält. 


$. 215. Die gegebenen gleichzeitigen Differenzialgleichungen : 


dr +(a,2+b,y+c,z + ..)d=T,dt, 

dy+ (a2 +bay + caz + ..)dt = Tydt ,... 
fann man auch noch durch ein andered Verfahren integriren, und 
wir wollen zunaͤchſt den Fall betrachten, wo die zweiten Theile 
diefer Gleichungen fehlen, fo daß fie folgende Form haben: 

de-+(a,2-+b,y-+c,2 + ..)dt=0, 

dy-+ (ar -+by + cz +. )dt=0,... 


Alsdann fieht man unmittelbar ein, daß, wenn mehrere Werth⸗ 
ſyſteme von 2, y,z, .... einzeln dieſen Gleichungen genügen, die 


Summe aller, oder mehrer dieſer Zaertäfgfteme diefen Gleichungen 
ebenfalls genügen, fo daß man blos a Syſteme, jedes mit einer 
willkuͤhrlichen Gonftante zu fuchen braucht, um dur Addition 
derfelben die gefuchten allgemeinen Integrale zu erhalten. Zu 
dem: Zwede wollen wir feben: 


y=Bßr, zv=yYyLı., 


fo verwandeln fich die Differenzialgleichungen ohne zweite Theile 
in folgende: 


de-+2(a, +b,8+cır+.)dt=P, 
| Bdr-+-x(a,+bB +7 +...) dt=0,..., 
und wenn man febt: 


a rb8trer tr. = 


fo koͤnnen diefelben nur infofern flattfinden, als man hat: 


a+bß+cyt+.=—aß, 3 +bB+ 7 +.=—ar... 


Aus diefen n—1 letzten Gleichungen ergeben fih die Werthe von 
B,Y,...., welche, wenn man fie in die Gleichung: 


a +b8+ceyt. = —a 
fubftituirt, eine Sleihung bed nten Grades mit « geben, und jeder 
der Wurzeln a,, ag, a. dieſer Gleichung entfpricht ein Werthſyſtem 
von B,Y,..... Ferner wird z durch die Gleihung dr—ardt=0 
gegeben, woraus folgt: 


dx 
z=adt, r —IC=at, 


und mithin: 
z—=Ce*t, y=OBet, 2 Cyect,.. 


Wenn man in diefen Gleichungen für & fucceffive feine n Werthe 

fest, fo erhält man n Syſteme von Gleichungen, welche allen gege- 

benen Differenzialgleichungen genügen und wovon jedes eine Con⸗ 

— enthalt. Das durch Addition dieſer n Syſtemege bildete 
yſtem: 


C, eſcit C ekat „nett, CC, G excut O,, α.. 


iſt das Syſtem der geſuchten allgemeinen Integrale. Um von 
diefem einfachen Falle zu dem überzugehen, wo bie Functionen 
TıTz,.... nicht mehr Null find, braudt man in diefen Gleichun⸗ 
—* für die Conſtanten Ci, Cꝛ„.... nur Functionen von z von 
older Beſchaffenheit zu fubftituiren, daß fie den Gleichungen mit 
zweiten heilen noch genügen. Wenn man aber die Werthe von 
z 9 2, .... differenziert, um fie nebft ihren Ableitungen 
zZ 
7 > 7 *.. in die gegebenen Gleihungen zu fubflituiren, 


und ausdruͤckt, daß fie erfüllt werben; fo findet man: 
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dc. 
erıt m + etz * + un EEnt 7 -T, N 


dc dc, 
B,etıt 7 6 er 7 +.=T,.., 


| dc, d 
und diefe rn legten Gleichungen geben die Werthe von —, Fr 


ald Functionen von t, welche man alddann durch bloße Quadras 
turen integrirt. 
$. 216. Wir wollen nun dieſe allgemeinen Principien auf 
einige Beifpiele anwenden. 
Beifpiet 1. Es feien die beiden Differenzialgleichungen: 
de +(a, x +bydt=T,dt, dy-+ (47 +b,y) dt=T, dt 


gegeben, fo erhält man, wenn man bie zweite mit ®, multipli= 
cirt, das Product zu der erflen addirt und: 


au ta =8, b, + bb = 59, 
fest: 
de+3:dy+3 @ + y)dt=(Tı +9 To)dt, 
woraus fi) durch Integration ergiebt: 


ztHYy= EP [e +f, (T, + % T,) eat], 


wo 3 übrigens durch die Gleichung. ded zweiten Grades: 


(a, -9 (bꝛ — 8) =aB, 
gegeben wird, welche zwei Werthe 3, 9, und folglich zwei In⸗ 
tegrale: 


an me[o ft (tr en) a] 
x + — et [e +f, (74 Ya Th) erde] 


Ga 





iebt. Wenn die beiden Wurzeln 9, I” einander glei) wären, 
o hätte man nur ein Integral, aber auch die Gleichung: 


ay _ | _ fan “ * a 
er 0-14), a erattt „(Tı+ — T,)t 


Se, San)ea], 


welche man erhält, wenn man biefed eine Integral in Beziehung 
—**— differenzirt und C dabei als eine Function von be⸗ 
trachtet. 

Man koͤnnte auch, wenn man dieſes eine Integral auf die 
orm: 
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+y=#U | 
braͤchte, daraus den Werth von r=H(t)— By ableiten, um ben- 
felben in die erfte der gegebenen Gleichungen: 
dc+(a,z+ b,ydt=T,dt 


zu fubftituiren, welche ſich alsdann in folgende verwandelte: 


I —aPß 
dy — = a yd=t [Tı+ 0,9 (d+P/Oldt. 
Diefe lebte Bi ift aber linear und läßt ſich unmittelbar 
integriren. 
Beifpiel 1. Die beiden Differenzialgleichungen : 


Adr + Idy+(4M2+49y)dt—tdt, 
3dz + 7dy +(34x 4 38y)dt=erdt 


haben zu ihrem Integrale: 
J pen Gert 
y=7zed- = +40, e#ı C,et+> r 
und die beiden Wurzeln 6, 21 find ungleich. 
Beifpiel 2. Die beiden Differenzialgleichungen : 


4dr+9dy+ (11x+31y)dt= etdt, 
3dr t7dy+( 8e+24y)dt= etdt 


geben dagegen 2 — 84 und haben zu ihren Integralen: 


31 49 
? = u. — 2 - CGtet+Cze*, 
G4-6, 
= Sern — Set Ai 2, 
y ge + Fr 


Beifpiel 3. Für die Gleichungen: 


Adz+9dy+ (2x+31y)dt= etdt, 
Bde +7dy+( 2+ 2Uy)dti—3dt 


find die beiden Wurzeln: 
AFVNA, ↄ“4-VA 


Imagindt und die allgemeinen Integrale werden durch die Glei⸗ 
ung: 
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aHVvDder- 


.. [7 Teint 47V IK ferostdtV ), 


Hr OOOO00—— 


gegeben, und außerdem hat man: 


fe cos tat eö{(5 cost+ sint) 


f tn in I cost) 


Se oostat _ &* (Acost Fein!) N 
4 1 — 
Sersinea = — . 


Fünf und dreißigfte Borlefung. 


Antegration einer Differenzialgleihung von einer beliebigen Orbnung mit zwei 
Veränderlihen. — Allgemeine Principien. — Bedingungen ber Integrabilität. 


§. 217. Unter einer Differenzialgleihung der nten Orbnung 
mit zwei WBeränderlichen verfteht man eine folhe, welche außer 
den Beränderlichen auch ihre Ableitungen bis zu ber nten Orb- 
nung incluftve enthält. Die allgemeine Form bdiefer Gleichungen, 
wenn darin nur eine abhängige Weranderliche vorkommt, ift: 


du dy any 
F ds, 32, dar dm 


—=(, 


dr 
oder wenn man biefe Gleichung für Ze auflöft : 


y y dy dt 
re I, Yı 57 tt =) 
VBerbindet man mit diefer Gleichung die an — 1 bekanten Rela⸗ 
tionen: 
dy=ydz, dy—y'dz, dy'= y"dz,.., dy® =yle-) de, 
fo erhält man ein Syftem von 2 gleichzeitigen Differenzialgleis 
chungen der erften Ordnung: 
dıy=ydı, dy=y'dı,.., dyed—ylr-Dar, 
day =flz,y,yY,.., yet» de. 
Integrirt man diefed Syſtem von Differenzialgleichungen durch 
die im Vorhergehenden angegebenen Methoden, fo erhält man bie 


Werthe von y, , .... yD als Functionen von » willkuͤhrlichen 
Gonftanten, und der auf biefe Weife für y gefundene Werth: 


y=Pp (z, C, ' Ca, O1... , C,) 
ift das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialgleichung, 
und daraus folgt: 
y=# (2,C,,C3,.), "=P"(&, Ch, Or,..)1., 
yl=ge) (z, C, , Cr .-..)- 
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G. 218. Es läßt fich leicht zeigen, daß das allgemeine Inte⸗ 
gral wirklich a Conftanten, d. h. alle die Gonftanten enthält, wel- 
he die Integrale der gleichzeitigen Differenzialgleichungen enthal- 
ten würden. Denn wenn eine biefer Gonitanten, 3. B. C,, in 
dem Werthe von y fehlte, fo würde fie auch in den Werthen von 
y,y',.. . yaD fehlen, und folglich aud nicht in den allgemei- 
nen Sntegralen ber greichneitigen Differenzialgleichungen vorkom⸗ 
men, was gegen die Vorausſetzung ifl. Wenn die z, entfprechen- 
ven Werthe Yo, Yo, Yo, ----, Ya» der Function y und ihrer 
n—1 erften Ableitungen gegeben wären; fo koͤnnte man die In 
tegrale der gleichzeitigen Dilferenzialgleigungen, und folglich auch 
das algemeine. Integral der Differenzialgleihung der nten Ord⸗ 
nung genau, oder näherungdweife ald Function diefer Anfangss 
werthe beflimmen, woraus folgt, daß man in diefem lebten Inte: 
tale die willführlichen Gonftanten ald die Anfangöwerthe der ge⸗ 
uchten Function y und ihrer Ableitungen betrachten Tann. Da 
ferner die gleichzeitigen Differenzialgleihungen nur ein einziges 
Syſtem allgemeiner Integrale haben koͤnnen, fo ift daffelbe mit 
der Differengiafgleichung der nten Ordnung der Tal. Aus dem 
Vorhergehenden folgt alfo: 1) daß dad allgemeine Sutegral einer 
Differenzialgleichung der nten Ordnung nothwendig n willführliche 
Gonftanten enthält, und 2) daß jede Gleichung, welche einer Dif: 
ferenzialgleihung der nten Ordnung genügt, dad allgemeine Inte⸗ 
gral derfelben ift, wenn fie n willkuͤhrliche Gonftanten enthält. 


$. 219. Die verfchiedenen Syfteme der fingulären Integrale 
diefer gleichzeitigen Differenzialgleichungen geben bie fingulären 
Integrale der Differenzialgleihung der nten DOrbnung. Da die 
an a F,,F3, .... fir dieſe gleichzeitigen Differengialglei: 
ungen nichtö anders find, ald die Function y und ihre A 
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lei⸗ 
tungen y’ %” „... y=D, welche wir als endlich und ſtetig voraus⸗ 
feben ; fo können fte nicht unendlich, oder unbeflimmt werden, umd 
folglich können die fingulären Integrale, wenn fie eriftiren, nichts 
anders fein, als die Werthe von y, welche die Function fx, %, 
Y%,....yD], oder ihre Ableitungen in Beziehung auf y, y’,... 
unendlich, oder unbeflimmt machen ($. 201). 

Im Vorhergehenden haben wir gefehen, daß die fingulären 
Auflöfungen der gleichzeitigen Differenzialgleichungen in gewiſſen 
Fällen allgemeiner waren, ald die allgemeinen Integrale, daß fie 
eine größere Anzahl von Conſtanten und fogar willführlihe Fun⸗ 
ctionen enthalten konnten; allein in Beziehung auf eine Differen- 
zialgleichung der nten Orbnung verhält fich diefed nicht fo. Denn 
nach dem eben Gefagten müflen bie fingulären Integrale biefer 
Gleichungen fammtlih einer Gleihung von der Form: 


— I  __ 09 
$la,y, Yo.,yad) — 
oder ; 
d de-Iy\ 
X +, Year =: — 0 
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genügen, d. b. fie bilden eine particuläre, oder eine nguläre Auf: 
löfung einer Differenzialgleihung von der (n — I)ten Ordnung, unb 
tönnen folglich nicht mehr Gonflanten enthalten, ald das Integral 
einer folchen Differenzialgleihung haben Tann. 

Schließt man auf diefe FReite weiter fort, fo fommt man zus 
legt auf eine Differenzialgleichung der erflen Ordnung, deren Ins 
tegral höchftens eine Conftante enthalt, und es ift folglich bewies 
fen, daß die fingulären Auflöfungen der Differenzialgleihung der 
nten Ordnung entweder gar Feine, oder weniger ald a woillführliche 
Conſtanten enthalten. 

Aus dem Borbergehenden folgt, daß es, wenn / eine 
endliche und fletige Function iſt, fo wie jede ihrer Ableitungen 
nah y, y’ y”, .... eine Zunction y von x giebt, welche die Dif- 
ferenzialgleihung der aten Ordnung: 

an d: da-i 
2 T, Ya ae =) 
verificirt, und, fo wie jede ihrer Ableitungen, für z= x, beftimmte 
Werthe y Yo Y'o.... annimmt. Allein man kann ſich hiernod) 
eine andere Aufgabe ftellen, nämlich: die Merkmale zu beftimmen, 
woran fich erkennen läßt, Daß die Function: 
d an 
Fiz,y, ——* 


die genaue Ableitung einer gewiſſen urſpruͤnglichen Function iſt, 

oder was auf daſſelbe hinauslaͤuft, welches die Bedingungen 

der Integrabilität dieſer Function find. Euler hat dieſe Aufs 

gabe zuerft gelöft, indem er zunächft mit Hülfe der Variationsrech⸗ 

nung folgenden merkwuͤrdigen Lehrſatz beweiſt: Sol die Zunction: 
F [», y, y, y", yD],... 


ein genaues Differenzial fein, und man febt: 
M=D,F, N=D,F, P=D,F,.., 
oder: 
dF=Mdx-+Ndy+ Pdy' + Qdy+Ray’”+...; 
fo ift erforderlich, aber auch genügend, daß man habe: 
N— D,P+D?2Q— DER+..=0, 
oder: 
D,F—D.D,F — D? D,.F —— 0. 

Lerell, Lagrange und Poiffon fcheinen nicht beachtet 
zu haben, daß Euler nicht blos gefagt hat: daß biefe Bedingung 
erforderlich, fondern auch, daß fie hinreichend ift, weil fie die Eu⸗ 
ler’fche Darſtellung zu ergänzen gefucht haben. Der Beweis von 
Lagrange beruht auf der mendung fehr complicirter Reihen, 

e 


deren Convergenz durch nichts a priori bewiefen wird. Die Grund: 
formel Poiffon’d unterliegt vielen Ausnahmen, fo daß feine 
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Methode nicht die Allgemeinheit hat, welche er berfelben beilegte. 
Bertrand bat über diefen Gegenftand fo eben in dem Journal 
de P Ecole Polytechnique, cahier XXVIII .eine merkwürdige 
Abhandlung bekannt gemacht, worin derfelbe, nachdem er die Irr⸗ 
thümer von Lagrange und Poiffon angegeben und den Eu: 
Ler’fchen Beweis fo modificirt hat, daß derſelbe nad) feiner Mei- 
nung von jedem gegründeten Vorwurfe frei ift, einen zweiten Be⸗ 
weis mittheilt, welcher unmittelbar auf die Poiffon’fhe Grund: 
formel führt; aber eben deswegen denſelben Einfchränkungen un- 
terliegt. J. Biner bat fih auf unfer Erfuchen mit diefer feinen 
Unterſuchung befchäftigt und fcheint durch feinen Scharfiinn alle 
Klippen vermieden und die Aufgabe glüdlich gelöft zu haben. 

In der Function FE (z,y’ y”, ....) wollen wir y=u+ av 
feßen, wo u und © zwei unbeflimmte Functionen von x find, Die 
wir fpäter näher befimmen tönnen, und a eine von x unabhän- 
gige neue Veraͤnderliche bezeichnet; fo haben wir: 


yY=u-+tav, y"=u"tav”,..., 


F=f(oJ)=F(x,utev, wtar,...), 

und folglich: 

df ()=da [vF'(x, utav, wW+terv,...) 

+vF(z, W+tav, utev,.)+..), 

fa) -FO = S “ da [vF’ (av) +v F’ (ar) + u” F(av)+...], 
wo der Kürze wegen F’(av), F’(av’), .... ftatt F’(u-+t av), 
F’ıw + ov‘),..... gefebt if. Wenn man in diefer Gleichung 
a1 febt und bemerft, daß: 

fD=F(@, uto, W+v,.), fO=F(s, u, %,...) 
ift, fo findet man: 

F(x,utv, W+tv,.)=F (x, uw, w, u”,...) 


+ f' da[v F’ (av) +oF/(av‘) + ...]. 


Die Richtigkeit diefer Formel ſetzt blos voraus, daß die Fun— 
ctionen: 


F(z,u,w,.), Fo=F(ute), F(a)=F (u tar),... 


zwifchen den Grenzen O und 1 endlich und fletig bleiben, welchen 
Bedingungen man immer genügen kann, wenn man bie Zunction 
u ſchicklich wählt. 

Wenn man in die lebte Gleichung für o feinen Werth y— u 
fubftitnirt, mit da multiplicirt und integrirt, fo findet man: 
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/ dæF Iæ, y,Y,.., yıD] 
= fürF (z,u,W,..)+ [= f, date‘ ev) + vF (av‘)+...) 


= farFe, u, wtf, da ſaæler- (av) +oF’ (av) +... 
Berner giebt die theilweife Integration: 


Sf: dıv’ F’ (av) = f F’ (av’) dv = vF'(av)— J vdı D,F’ (av), 
f: dev”! F’ (av) = vYF’ (av) — vD,F’ (av) + J vdıD, F” (av), 
f: dv "Fa nF (av) — u D,F'(av”) + vDIF’ (av) 


vdırD? F’ (af), 


und wenn man fubftituirt, fo erhält man: 


farr (2, y, , ..) = farF @, u, u,...) 


+0 [, daiF(a)—D.F (a)+DIF (au).. 
+ of, date DR) 4.140, daten.) 
+ [ode /" da{F’(a0)—D,F (av) +D3F’ (av) .) 


Diefe eg igt offenbar, daß der Ausbrud 
F(&,y,y, ....)de durch bloße Quadraturen integrabel ift, wenn 
man —** Fe 


" F’(av)— D,F' (av) +D2!F’ (av) +... 
=F[utay—u))—-DFWwtey—w))+..=0. 
Aber wenn dieſer lebten Bedingungdgleihung genügt wird, fo ift 
biefed auch mit ber folgenden: 
F(y)— DF'(y)+D!F (y)— 


der Fall, welde fi) Davon nur dadurch unterfcheidet, ‚daß y für 
utraly—u) geſetzt if. Der Ausdrud Fl, y, y',y", 
ift folglich in ber That ein genaus und integrabeled Differenzial, 
wenn man identifch bat: 
F' Y)—D.F@N)+DEFYy)—..=0, 
ober beffer: | 
Moigne, Integralrechnung. 27 
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D,F—D,D,F+D:D.F—..=0. 
$. 221 Umgekehrt, wenn der Ausbrud: 
| F(z, 3, y, y',..)dz 
integrabel ift, fo muß man identifch haben: 
F@Y)—-D,F(y)+t..=0; 
denn in diefem Falle ift 1) das Integral dieſes Ausdruckes blos eine 
Function Hz, Yy, %Y,...., y*»] der beiden Veraͤnderlichen z,'y 
und der Ableitungen y’,y”,...., 2) der Theil / dıE (z,u,u,w..) 


wird ebenfalld gleih S(lx, u,w, u”,....), ift alfo blos von z und 
den Srenzwerthen von x abhängig; 3) in jedem der Glieder: 


v N, da[F’(av’)—D,F’(av”)+ D2F’ (av”)+...), u S de L...] 


bezieht fich die Integration, auf @ und nicht auf x und hängt 
folglich nicht von der willluhrlihen Form ab, weldhe man der 
Function v geben Tann, fondern blos von den Grenzmerthen ber 
Beränderlichen, wogegen 4) das doppelte Integral, welches man auf 
die Form J Vodz bringen kann, offenbar nicht blos von ben 


Grenzwerthen der Weränberlichen, fondern auch von der Form der 
Function © oder des Werthes von y ald Function von z abhängt, 
fo daß die Gleichung, welche den Werth von: 


fr (&, 9, y %",..) de 


giebt, und welche man auf die Form: 


u ’ ⸗ x . 
x (a1, y, yı „Y vr. ar Yo Yo Ir . Vvdꝛ 
bringen kann, nur dann verificirt werden kann, wenn das Integral 
2 € . o 
* Vodz für beliebige Werthe von zu, zı, v oder von zu, &, 


, weil v=u — yif, verfhwinde. Man muß alfo identifch 
aben: 
F’ (av) —D,F’ (av) +D? F(av”)+..=0 
und folglich: | 
F(y)—D.F(y)+..=0, 
was bewiefen werben follte. 

Die einzige Bedingung, welche erforderlich, aber auch hinrei« 
hend ift, damit der Außdrud F(z,y, y',y", ....)dx ein genaues 
und unmittelbar integrabeles Differenzial tft, befteht folglich darin, 
daß man identifch bat: 


418 | 
Fy—D.F(y)+D2F)—..=0. 
Wenn diefe Bedingung erfüllt wird, fo hat man ferner: 


u Jar «, Yy,Y,...) — [deF@, uU,u,...) 
(A to, da Fler) — D.P (N) +..) 
1 \ 
tv | /. da [F’ (av) — D, F’ (av )+..] +... 


und die Integration ded Ausdruckes F(x,y,y',y”, ....)dx ift auf 
bloße Quadraturen zurüdgeführt. _ 

Wenn man in der Gleichung (A) fest u — O und W=(, 
W"=0, ....; fo fommt: 


Ira‘, .)de= fF (x, 0, 0,0,..)dx 
+ y / [F’(y) — D,F’(y”)+ de 
+y Y. 1 [F’ (y)— D, F” (yN)+..ida, 


on. — 80008 00 8 8 8 8 rer rer Tr TE Tr Th re Tr TB LE 08 


Diefes ift die Poiffon’fche Grundformel; aber fie ermangelt der 
erforderlichen Allgemeinheit und wird unbrauchbar, wenn F (x, 0, 
0,....) unendlich, oder unbeflimmt wird, was 3. B. der Fall if, 
wenn man feßt: ⸗ | 
1 ‚ay' “4 

Fayıy, Jelt,- ya vo) | 
und in unendlich vielen andern Fällen. Da die Poiffon’fche 
Sormel im Grunde nichts anders ift, ald die Reihe, durch welche 


!agrange das Integral f Fdx ausdrüdt, fo ift diefe Reihe 


felbft unbrauchbar, wenn F (2,0,0,....) unendlich, oder unbeftimmt 
iſt. Diefe Klippe ift durch Anwendung ber Function u vermies 
den, weil fie die Discontinuität der Functionen verfchwinden 
madıt. 
Beifpieli. Wenn F blos eine Function der beiden Ber: 
änderlihen z,y ift, fo hat man: 

die Bedingung der Integrabilität rebucirt fi auf N= 0 und 
Fdz ift nur dann ein genaued Differenzial, wenn y nicht in F 


vorkommt, wad a priori einleuchtend ift. 
Beifpiel 2. Wenn: 


1 
F=M+Ny’= —, (Mar + Nay) 


420 
iſt, ſo hat man: 


——AA——— 


und hieraus folgt, daß Mdr+Ndy nur dann ein genaues Diffe⸗ 
renzial ift, wenn man hat: 


— — ——— —— — 
Fri dy da 7* 0, 
oder: 
dM dN 
— N, 
dy dr 


was fchon befannt war. 

Beifpiel 3. Um die Einfachheit und Wahrheit des Eu⸗ 
le r'ſchen Lehrſatzes beffer hervörtreten zu laffen, wollen wir a po- 
steriori verfahren, und annehmen, daß man habe: 


4 WM gy% 2 
fra@=*, fit F=-—-— +, 


y 9 y 

_(_M,Y _Y,308_® 

dr= + )de+ ( yo y y’ 
1 __ 22’ z N 
+ 3* dy +, dy", 

go ift: 
dP #4 
N 75470, 


wie es ſein muß. u , 
$. 222. Wenn die Bedingung der Integrabilität erfüllt wird, 
fo reducirt fi) die Gleichung, weldhe den Werth des Ausorudes 


Bi Fdr giebt, nach dem Vorhergehenden auf: 


fa Far=H(t,, y; ’ —F 91 vo.) de, Ye, Yır-.) 


Menn man nun, ohne die Function y von x zu ändern, die bei- 
ben Theile biefer legten Gleihung in Beziehung auf x bifferen- 
zirt, fo erhalt man: 


dp 
F[?, ‚Yıv--, Fed *7 


und wenn man bie Indiced hinwegläßt; fo fieht man, daß unab⸗ 
hängig von jeder zwifchen y und x ftattfindenden befondern Relas 
tion, F die Ableitung der Function # in Beziehung auf x ifl, worin 
man bie fich auf die Grenze x. beziehenden Größen ald Conſtan⸗ 
ten betrachtet und die Indices der fih auf die Grenze 2, bezie= 
benden Größen hinmwegläßt. Hieraus folgt unmittelbar, daß man 
zur Verrichtung der Integration, wenn die Bedingung der Intes 
grabilität erfüllt wird, der Function y nur eine —* Form zu 
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ben braucht, daß man vermittelft einer ſchicklichen Anzahl von 
Parametern, oder willtührlichen Conftanten die Grenzwerthe diefer 
Function und ihrer n—1 erften Ableitungen in Beriehung auf 
eine der Integrationdgrenzen gehörig beflimmen kann. Dad In: 
tegral ift alddann blos von diefen Grenzwerthen und von ben fich 
auf die andere Grenze beziehenden Werthen, welche ald Gonftan= 
ten betrachtet werden muͤſſen, abhängig, und wenn man für die 
erften %, Yı Y, .... yD ſetzt, fo erhält man das gefuchte Ins 
e 


gral. 
Beifpiel. Es fei: 
E=2r ty? + ryy' ty" +22y" — y, 

fo ift, wenn man 

| y=a+br+ cr? 
feßt : 
| y=b+2er, Y=%, yY’=0, 

F=2r-+(a+br+c2)? +22(a+bx+ c2?)(b-+2cx)— b, 


‚welcher Ausdrud zwifchen den Grenzen zu, zı integrirt werden 
muß. Nun ift aber: 


fa 2rda= a? — 3, 
SE‘ arbeter2)? de=z,(atbzt eat)? nat bzt ent)? 
— I 2x(b+2cz)(a+br+ cx?)dr 


und wenn man zufammenabdirt und bemerft, daß das Integral: 


Bi 22(b+-2er) (a+bz +cx2) dx 


verſchwindet; fo erhält man nach einigen Rebuctionen den Aus⸗ 
drud: 


33 —ba,—x)+2r,(a+ br, +cr})’— (at brrtcerz)?, 
in welchem noch bie Örengwerthe von y und deſſen Ableitungen 
y', y' einzuführen find. Nun iſt aber: . 

a+bı, Fa?=y,, db=yı—- "8, 


und wenn man fubflituirt, indem man bie Anfangswerthe ze, 
Yo, Yo, Ye ald Gonftanten betrachtet und x, yı, yı, yı“ im 
2,9%, %, y verwandelt; fo erhält man endlich Ei das gefuchte 
Antegral: 

ar xy? —ıy’ +27" +C. 
Statt a + br + 02? hätte man auch jede andere Zunction von 
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folcher Befchaffenheit anwenden tönnen, daß man vermöge ihrer Gons 
ftanten über die Function y und ihrer beiden erften Ableitungen 
beliebig disponiren kann, und einige Hebung im Rechnen lehrt, 
welche Function man in jebem befondern Kalle wählen muß, um 
die Integration fo leicht ald möglich zu machen. 

8. 223. Aus dem Borbergehenden laffen fich leicht die Bes 
dingungen ableiten, weldye die Function F erfüllen muß, wenn fie, 
unabhängig von jeder befondern Form von y eine gewiſſe Anzahl 
von Malen integrabel fein fol. Denn ba: 


Je [Fae=z fra — JıFfdı 


und Fdr nad) der Borausfegung ein genaues Differenzial ift, fo 
tft die Function F zweimal integrabel, wenn man bat: 


D,<F—D;D,.. ıF + D2 D,.F +. =0. 
Entwidelt man den erften Theil diefer Gleichung und beruͤckſich⸗ 
tigt die erfte Bedingungsgleichung : | 
D,F — D,D,F + D, D,.F + .20 
ſo findet man fuͤr die zweite geſuchte Bedingungsgleichung: 
D,.F — 2D.D,.E + 3D2D,..F + . —(. 
Wenn man von der Gleichung : 


Jw fa Far=5 [Far—z fardr+s [Frtde 


ausgeht, fo findet man ebenfo, daß F dreimal hinter einander 
integrabel ift, wenn man außer ben beiden bereits erhaltenen Be⸗ 
dingungsgleichungen noch die folgende hat: 


3.2 4.3 
Dy F — 12 D.D..F+ 13 D:Dyiv F + on. ==(), 


Allgemein, die Function F ift m mal hinter einander integrabel, 
wenn man bat: 
D,mF _ (m+-Hm...2 


123.m PxD,"tUF 


(m+2)(m-+1)...3 
r et +.—=0. 


Diefe Formel ift zuerft von Lexell aufgeftellt, und es ergeben 
fi) daraus alle vorhergehenden Bedingungsgleihungen, wenn man 
für m alle Werthe von O bis m fest und bemerkt, daß y—y ifl. 
Aus diefer Sleihung von Lerell folgt ferner, daß die Anzahl 
der Bedingungsgleichungen, welche ausdrüden, daß die Function 
F fih n mal hintereinander integriren läßt, ober daß Fdx" ein 
genaues Differenzial der nten Dr nung ift, = » ift, und außer- 
"m gebt aus der vorhergehenden Ableitungsart auch deutlich her= 
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vor, daß diefe » Bebingungdgleichungen nicht blos erforderlich, 
fondern auch zureichend find. 

6. 224. Die vorhergehenden Schlüffe laffen fich Teicht auf 
eine Differenzialfunction von einer beliebigen Ordnung und mit 
einer beliebigen Anzahl von Veraͤnderlichen z,y,z....: 


Fl[z,y,y,Y",..,y®9, z,2°,2,... z®,...) 


erftreden. Denn wenn man in diefer Function für y,2,.... reſp. 
u tar, % tan, .... feht und das Refultat diefer Subftitu- 
tion- mit f(a) bezeichnet, fo daß man hat: 


Ko)=Flx,u, tar, ,wW+tarv;,..., u +avn, us +avy,ug+av,,.];_ 


fo erhält man, wenn man zunaͤchſt in Beziehung auf a differen⸗ 
zirt und dann zwifchen den Grenzen «0, a=1 integrirt, wie 
weiter oben die Gleichung: | 


Fl, y, Yy, Yı.-, 2,2,2,.)=F(&,%, Wr, WıWUar..) 
1 
+ S, da [v,F(av,) tv, F(av,)+...] 


+f, ' da[v,F(av,)+ v,Flav’,) + ..]+ etc. 


Multiplicirt man biefe Gleihung mit dr, integrirt in Beziehung 
auf x zwifchen den Grenzen Xu, 7 und rebucirt vermittelft ber 
theilweifen Integration; fo wird der zweite Theil diefer Gleichung 
in zwei Theile zerlegt, wovon der eine auf einfache Quadraturen 
zurüdgeführt ift und blos von den Grenzwerthen von 2,9, y/, .... 
2,2,7...., aber nicht von der Form der Functionen dv, d%g, .... 
abhängt, während der zweite aus doppelten Integralen beftehende 
il: 


| 
S. da Po, dz{F (w,)—D,F (av',)+D2F (av )— ..] 
ı 
4 . da Sordz [F’(avs) — D,F(ov',)+ D?F' (av’s)...] + etc, 
von der Form der Functionen ©, %,.... abhängig ift und noth⸗ 
wenbig verfchwinden muß, wenn /F (2) dx unmittelbar integrabel 
oder F(z)dr ein genaues Differenzial fein fol. Da übrigens die 


Functionen vi, dr, .... völlig unabhängig von einander find, fo 
muß man haben: 


F(a)—D,F(av)+D,F(ar)—..—0, 
F (au,)—D,. F(av,)+ DI F (av”,)—..=0, etc. 
oder, was daſſelbe ift: 
Fy)—DF@W)+DIFYy)—.=0, 
Fa@—DF(@)+D2F@)—..=0, etc. 


= 
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oder noch beſſer: 
D,F—D,D,F-+D2D.F—..=0, 
D,F—D,D,F +D2D.F—..=0, etc. 


8.225. Wir wollen diefe Borlefung mit einigen von Euler 
gemadten Bemerkungen fchließen. Wenn man den erften Theil der 
edingungsgleichung : 


D,F—D,D,F+D:DuF—..=0, 
welcher man auch folgende Form geben kann: 
N—D,P+D2Q— D!R-+..=0, 
mit dx multiplicirt und dann integrirt, fo erhält man: 
[Naz —- P+D,Q—D?R-+D3S— etc. 6, , 


woraus erhellet, daß Ndx, ſowohl ald Far ein genaues Differen- 
ia if. Multiplicirt man abermald mit dr und integrirt, fo er= 
ält man: 


far{ [Na —P)+Q—DR+D3S-..—C2+C, 


und folglich ift: | 
de ( fi Ndz—P) 
ebenfalld ein genaues Differenzial. Daffelbe gilt von: 


de[ / ( /Saz.- P) ar +0], 
de | faz[( [Naz—P)ar+Q]—-R|,... 


Wenn alfo F eine Function von 2, y, y, y“, .. „m ift, fo iſt der 
Auddrud Fax unmittelbar integrabel, wenn man fekt: 


F=Mdr + Nay+Pay-+ Qdy'-+Ray" +..., 
P— /Ndz=P, a— [Par =0, R— — = R,.., 
wo bie Ausbrüde: 
Nar, Pdx, Qdr, Rdz,.. 
ſelbſt unmittelbar integrabel oder genaue und von der Form von 
y unabhaͤngige Differenziale find. Aus der Art und Weiſe, wie 
wir zu diefer Folgerung gelangt find, geht ferner hervor, daß um⸗ 


gelehrt Fdx ein genaues Differenzial ıfl, wenn biefe verfchiedenen 
usdrude genaue Differenziale find, und da man außerbem hat: 


von: 
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N=D,F, P=D,F, Q= DE; 


fo folgt leicht, daß Far ein genaues Differenzial iſt, und daß 
dafjelbe auch von: 


dzD,F, deD!F, dxDsF,.. 


gilt. Da die Anzahl der Zunctionen P,Q,R,.... der Zahl glei) 
ift, welche die Orbnung ber Differenzialgleihung angiebt, fo müfs 
fen die daraus hervorgehenden Functionen P,Q,R,.... nad) einer 
geroiflen Anzahl von Ableitungen verfchwinden, oder Zunctionen 
er einen Veraͤnderlichen z werden. 
Beifpiel. Es fe: 


1. y(dat+ays® 
fr «= ade —— 


Not YTE_ yru4ya? 
ar ⸗ + FH — ay"? ⸗ 
u ya Tg? ⏑⏑ 


— ayy'y"' Y hr? 
ay 
—y’ $ 61 4 | 
— KU „rt | wu, 
R--2UF 5* 


r mb: 
8 
_ (1i+4y3? fi _ I3yyi+y) 
SNae=, Pı= I, 
Su eH, 
R=R- /Qde=0 


Sechs und dreißigſte Borlefung. 


Allgemeine Gigenfhaften und Integration ber linearen Differenzialgleidhums 
gen ber aten Drbnung mit veränderlichen, ober conflanten Goefficienten und 
mit, ober ohne zweiten Theil. 


8. 226. Die lineare Differen iatgteichun der ten Ordnung 
if diejenige, worin die abhängige Veränderliche y und ihre Ablei= 
ngen: 


y=Dy, Y"’=D?y, y“=D,y,.., „P=D%y,.. 


nur auf der erflen Potenz vorkommen und nicht miteinander mul⸗ 
tiplicirt find. Die allgemeine Form biefer Gleichungen iſt folglich: 


” s—ı n—2 
(1) D,y + A,D: 9 + A,D, Y... + As-ı D, J +A,y=X — 


wo A,, Ay, .... An, X Functionen der einen Veraͤnderlichen x 

find. Im Allgemeinen läßt ſich eine folhe Differenzialgleihun 

nicht integrirenz; allein man hat mehrere merkwürdige Eigenfchaf- 

—F derſelben entdeckt, welche das Problem ihrer Integration er⸗ 
ichtern. 


Erſte Eigenſchaft: Die Integration der linea⸗ 
ren Differenzialgleichung der (ſ) aten Ordnung mit 
einem zweiten Theile Xkann immer auf die Inte 
gration derfelben Gleichung ohne zweiten Theil: 


[ s—1 n—? 
D,y-HA,D; y+A,D: y+.. +A\ıD,y+A,y=:0 
zurüdgführt werden. 


Beweis. Wir wollen y = vi / vidæ ſetzen, wo u, und w, 
zwei unbeflimmte Functionen von x bezeihnen. Da man nad) 
einer befannten Formel bat: 


m(m— |) _"- 


12 D, Dot. +sD,o 





D.. w=ov D.u + = D, Dot 
und allgemein: 


—* 


471 


0) m—1 
D, y= —X fe dr + mD, %.vı 


1.2 
fo hat man auch, wenn man für y, y, 3", .... ihre Werthe in 
die Gleichung (1) fubftituirt: 


rn n 1 .—ı iu 
fe«[D, AD, w-tA.D. u +..+ArıDzutAum | 

s—l n—2 

+ u [p: v, +B,D:. v,—+-.+ Bu-:D; v,+ B.-10, |=X, 

wo Bı, Be, .... B„-ı beflimmte Functionen von & und u, find. 

Weiß man nun die lineare nn ohne zweiten 


Fri zu integriren, fo fann man w, fo annehmen, daß ber Glei⸗ 
ung: Ä 





n—? n—i 
D, uD, vi P .. +4 D. 95 


” n—1 n—2 
D;u, +A,D, u,+A,D: %,+..+A,-ı Du, + Au, =0 


Genüge geichieht , woburd der Goefficient von /vu,dr verfhwinbet 
und die Integration der linearen Differenzialgleihung der nten 
Ordnung mit einem’ zweiten Theile auf die Integration einer Dif: 
ferenzialgleihung von berjelben Form, aber von der (mn — Hten 
Ordnung zurudgeführt wird. Wenn man in diefer neuen Gleis 
ung v%, —=u,/v,dx fegt, fo bat man nur noch eine Gleichung 
von der (n —1)ten Ordnung ohne zweiten Theil nebft einer Glei- 
chung von der (n — 2)ten Ordnung mit einem zweiten Theile zu 
integriren, und durch mehrere folcher Subftitutionen. kann man die 
Orbnungdzahl der gegebenen Differenzialgleihung fucceffive bis 
auf Die Einheit Herabbringen. Wenn man alfo die lineare Dif- 
ferenzialgleichung der nten Ordnung ohne zweiten Theil zu inte 
griren weiß, fo wird bie Integration derfelben Gleichung mit 
einem zweiten Theile von felbft auf die immer mögliche Integra⸗ 
tion einer linearen Differenzialgleichung der erften Ordnung zus 
rudgeführt, und kann folglid immer realifirt werben. | 


$. 227. Zweite Eigenfhaft: Dad allgemeine In- 
tegral einer linearen Differengiatgteihung der 
nten Drdnung mit einem zweiten Theile ergiebt fi 
vermittelft eines vielfahen Integraled aus den In- 
tegralen von n linearen Differenzialgleihungen 
obne zweiten Theil. 


Beweis. Um die Begriffe zu firiren und den Beweis deut- 
licher zu machen, wollen wir eine lineare Differenzialgleichung der 
dritten Ordnung: | j 

D>y+A,D2y+AD.y+ Ay=X 


betrachten und y=u, /v,dz feßen, fo ergiebt ſich daraus: 
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D,y —=D,s, Serderme,, 
D’y— D:u, So.dr+ 2D,u,v, +vu,D,v, N 
D;y=D?«, Soıde+ 3D? wo, +3D,u,Ds0,+%, D2v:. 
Subflituirt man dieſe Werthe und den von y in die gegebene 
Gleichung und ſetzt der Kürze wegen: 
3D2 u, -+2A, Du, +A,u,=B,u,, 3D,u, +A,0,=B, 
fo erhält man: Ä 
(Diu, +A,D2u,+A,D,u,+As) vidæ 
| +u, (D?v, +B,D.v, +Bov,)=X, 
und wenn man für w, eins der particulären Integrale der Gleichung : 
Dsu,+A,D?u, + A,D.u, + Au, =0 
nimmt; fo fommt: - 
D2»,+B,D,o,+B,v, == . 


Setzt man ferner 9, —=u2/t,dr, WO U,, ©, zwei neue Functio⸗ 
nen von x bezeichnen, ſubſtituirt und fegr: 
C, =2D,w+rB,%, 
fo erhält man: 
(D>u,-+B,D.+B;u) [ osde-+ u, (D.0; + C,9,)= = 
und wenn man für u, eins der particulären Integrale der Diffe- 
renzialgleihung : we 
D? u-+B, D.w+ B,u, ==(0 
nimmt; fo fommt: Bun. 
De, +09,= —. 
U Ua 
Segt man ndlih vu = /oydr und fubflituirt, fo kommt: 
| x 
Ds +C,%) [udı+ wu = um’ 
und wenn man für u dad Integral der linearen Differenzialglei= 
hung der erfien Ordnung: 
D. u. 4 C. Us =(0 
nimmt; fo erhält mean: on 
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X 
Hug 


Geht man nun fucceffive zu den Werthen von 9, v, und y zu 
rüd, fo erhält man die Gleihung: 


— 


= 





y=W, Jude u,dx ie 


Haug" 


worin &,, %z, % die Integrale von linearen Differenzialgleichume 
gen ohne zweite Theile find. Ä 


Menn man dad eben Gefagte verallgemeinert und mit w,, 
Ug, Up, ...., Un wieder Die Integrale der 7 linearen Differenzials 
leihungen ohre zweite Xheile bezeichnet, welche man durch bie 
ucceſſiven Subftitutionen erhält; fo wird dad allgemeine Integral 
ber linearen Differenzialgleihung der nten Ordnung ausgebrädt 


durch: 
X dx 
y=w, fu,dz fu, da... [u.dz m" 


8.288. Dritte Eigenfhaft: Das allgemeine In- 
tegral der linearen Differenzialgleihung der nten 
Ordnung mit einem zweiten Theile ergiebt ſich ver- 
mittelfl eines vielfachen Integraled aus den a par 
ticulären Sntegralen U,, U,,...., Un der linearen 
Differenztalgleihung ohne zweiten Theil. 


Beweis. Um biefes zu beweifen, braucht man nur zu zeis 
gen, daß man in allen Fällen für die r particulären Integrale 
%,, Ua, U, -... tim von # verfchiebenen linearen Differenzialgleis 
dungen die na Integrale U,, U,, U,, .... U, der gegebenen 
linearen Differenzialgleichung der rten Ordnung: 





n s—1 —2 ' 
D,u+A,D, u+ A,D, u+..+ A, -D,ut+A,u=0 
ohne zweiten Theil fubftituiren kann. 

Wir wollen der Einfachheit wegen wieber die lineare Diffe⸗ 
renzialgleihung der dritten Ordnung betrachten. Wenn man 
die Differenzialgleihung: 

D’u, +A, Div, FA,D,u, +A,u,=0 
mit / uadæ multiplicirt und zu dem Producte die Gleichung: 
Div, +B,D.o, + Bo, =. 


addirt, nachdem man darin für B,, B, ihre Werthe gefebt hat; 
fo erhält man: 
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D?’v, fe de +3D2u, u, +3D,u, D,u,+u,D, «, 
tA, (Du, /w. d< + 2D,uw-+ u, D.,) 
+A, (D.u, [w.dz 4 u%, )+Asu, Jude *0. 


Nun iſt aber leicht einzuſehen, daß die Polynome, welche die ver⸗ 
ſchiedenen Glieder des erſten Theiles dieſer Gleichung bilden, ab⸗ 
eſehen von den Coefficienten As, A,, A,, nichts anders als das 

roduct u, /u,de und feine erfte, ‚zweite, dritte Ableitung find, 
fo daß man bie vorhergehende Sleihung auf die folgende fehr 
einfache Form bringen kann: 


| D: ufudstA, D, u fi udc+A,D,.u, fi E 8 


woraus folgt, daß, wenn u, -U, eind der Integrale der Diffe- 
renzialgleichung : 

D34w-FA,D2u+A,D,«+ A, u=0 
ift, U, Su,dx ein zweites Integral berfelben Gleichung ift, und 
wenn man bdiefed zweite Integral mit U, bezeichnet; fo hat man: 


U. 
U,=T, — und folglich w,=D, u 


wo #, übrigens ein Integral ber Gleichung: 
. D? u+B, D.u,+B,u,=0 
iſt. 
Wenn ferner w', ein zweites Integral derſelben Gleichung 
bezeichnet, fo ergiebt fich ebenfo daß, U,=U, /w,dz ein britte 
Integral der Differenzialgleihung ohne zweiten heil ift, und 
man bat: 
‚_n5 
u D. U, . 
Wenn alfo U,, U,, U, die drei Integrale der linearen Differen- 
gialgleihung ohne zweiten Theil: 
D3u+A,D2«+-A,D,«+-A,u=0 
bezeichnen, fo find die Integrale der Differenzialgleichung : 
D?u,+B, Du, +B,u,=0 
folgende: " 
U, U, 
Do ’ D. U, . 
Endlich wollen wir noch bemerken, daß die Gleichung: 
Du +C0,%=0 


431 


gegen die Gleichung: - 
Du, +B,D.w, +B,u,=0 


daffelbe ift, wie dieſe letzte gegen die Gleichung: 
D3u+A, Du + A,D,u+ A,u—=0. 
Man hat folglid auch: 


und mithin: 





Die Integrale u, us werden alfo durch die Integrale U,, U,, 
U, der einen Differenzialgleichung: 


D!u-4 A, D2u-+-A, D,u+A, u—0 
ausgedruͤckkt, und wenn man für %,, %,, %, ihre Werthe in bie 


Gleichung fubftituirt, welche den Werth von y ober dad Integral 
der gegebenen Differenzialgleichung giebt; fo finder man: 


U 
D,— 
U. z 
y-U ⸗ d4.* — . 
ı U, f“ U, U, 








vi UD, z.De. “ 
L D, 2 
U, 


Offenbar laſſen ſich diefe Betrachtungen auf eine lineare Diffes 
renzialgleihung von einer beliebigen Drbnung ausdehnen. Wenn 
man die » Integrale der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil: 


D.x+ A,D, «+ A, D- «+ „+ Au-ı D,u- A,u=0 


mit U,, U;, Us ‚..... Un bezeichnet, fo find die Integrale w,, 
Up, a, .:.. %n der Differenzialgleichungen, welche daraus durch 
die fucceffiven Subftitutionen y=u, Sv,dr, u, = u, [v.dr, .... 
abgeleitet werden reſp.: 





U 

D. 

p. * D vu 
u’ ur 

1 D 22 

*G 


und der allgemeine Werth dieſes Integrales iſt: Fr 








U, 
—*—* 
y*V, Say d, nn. Xdr F 
2 D, 2 
"U UV, "U 
UD.. 5 D: v, 
z Ü 
Bir wollen diefe Formel auf die Gleichung: 
Diy—-y=» 
anwenden. Die Differenzialgleichung: 
Di uw— u=0 


bat zwei particuläre Integrale U,—=er, U,—e”:; folglich if: 


æd da 
y=e fd.» (ee [rer [en 


=a fe» de | zerdz n— e: [e-rda(ze- e+C) 
=e [ f Ce #dı + — — Ze +C,e—=] 


C 
und wenn man 7 —=C, ſetzt: 
y=C,e’+Ge—z, 


welches das gefuchte allgemeine Integral ift. 

Der allgemeine Auddrud von y enthält unter der erfien Form 
# fucceffive Sntegrationen, welche fich in allen Faͤllen leicht auf 
einfache Integrale zurüdführen laſſen. Denn fegt man: 





U, 
u "u, Xdr 
d, — —dy,, d, du... — — — —=du,, 
U D U, D U, N 
. * U, vD Up z U, 
ren Fe ⸗ 

U. 

2 2 

"0 


fo erhält man: Ä 


y=u fan San S dun.. fan fe da, Jan 
und folglih, wenn man theilmeife integrirt : 
= U, fan fan. far —BR de, ) 
— finf ner fn{slenfean) -fnknefron)] 


u. ſ. f.. 
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229. Bierte Eigenfhaft. Wenn man m partie. 
culäre Integrale der linearen Differenzialgleis 
hung der nter Drbnung ohne zweiten Theil kennt, 
fo fann man die Integration berfelben Gleihung 
mit einem zweiten Theile immer auf die Integras 
tion einer neuen linearen Differenzialgleihung 
von der (n—m)tn Ordnung zurüdführen. 

Beweis. Es feien U,, U,,...., U, die gegebenen m parti⸗ 


euläaren Integrale. Seht man y=U, Jvdr und fubftituirt in. 


die Differenzialgleihung mit einem zweiten Theile, fo verſchwin⸗ 
det der Eoefficient von / vdr, und man erhält für diefe Differen- 
zialgleihung die folgende von der (n—I)ten Ordnung: 


9) DI o+B,D, o+..+BraD.o+B,_10=X, 


und aud den m particulären Integralen U,, U,,... U, ergeben 
fih, wie wir gezeigt haben, m—I particuläre Integrale: 


der Gleichung (3) ohne zweiten Theil, nämlich: 
„sl 


D. v+B,D. o+..+B,,D.o+B,_10=0. 


Sest man ferner in der Gleichung (3), v=V, / wdx, fo wirb 
fie auf eine neue Differenzialgleihung von der (R—2)ten Ord⸗ 
nung: 


“) D. »+CD »+.+0,3D,0tC,,u=X 


zurüdgeführt, und man fennt m—2 Integrale: 
“ V Va-ı 
\ \ W, —D, v vermu Wan-3 — D, v, 





N 
der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil: 


* 0..4 O.3D 0. 0, 


welche man vermittelſt des Integrales W,, oder UV,, welches zur 
Berechnung von W, dient, auf eine Differenzialgleichung der 
(n—3)ten Ordnung zuruͤckfuͤhrt. Scließt man I, ort, fo fieht 
man, daß man die Ordnungszahl der gegebenen Differenzialgleis 
chung durch jedes der gegebenen particulären Integrale U, , U, ...., 
U„ um eine Einheit vermindern, und folglich die gegebene lineare 
Differenzialgleihung von der nten Ordnung auf- eine von ber - 
(a—m)ten Ordnung zurüdführen Tann. | 

$. 230. Fünfte Eigenfhaft. Wenn Yı, Yar-.., Yar 
xæ yarticuläre Integrale der linearen Differenziak 
gleichung bey nten Orbnung ohne zweiten Theil und 

Meigno, Integralreinung. / 28 


/ 


_B_. 
gı ein particuläred Integral derfelben Sleihung 
mit einem zweiten Iheile find, fo werden die allge 


meinen "Integrale diefer Differenzialgleihungen 
mit, oder ohne zweiten Theil refp. ausgedrudtdurd: 


y=C,Yı + 0CY+GY:+..+ GYıtY; ’ 
Y= C,Yı + CY,+ C. Vꝛ +. + OY.- 


Beweis. Denn in der gemachten Vorausſetzung ift Mar, 
daß die Werthe y, Y refp. der Gleichung mit, ober ohne zweiten 
Theil genügen, und außerdem enthalten dieſe Werthe » willkuͤhr⸗ 
liche Conſtanten; rorglich find fie die gefuchten allgemeinen Integrale. 
Jedoch ift zu bemerken, daß 4, Y nur dann allgemeine Integrale 
find, wenn die n Conftanten wirklich verfhieden find und man 
diefelben fo annehmen kann, daß die Function y und ihre »—1 
erften Ableitungen für 2x, beliebige gegebene Werthe yo, Yo,---., 
ya) annehmen. Wenn eind der particulären Integrale mit 
einem, oder mit mehreren ber uͤbrigen durch eine völlig beftimmte 
Gleichung verbunden wäre und man z. B. hätte: 


Y=aY,+bY,, 
fo würde die Summe: 


Y=(C,+a0)yı ++50)y+.. + 
Ode | 
Y= CY, 4 OY,+CY, + + CN 


und enthielte nur noch n—1 willtührliche Gonftanten. 
$. 231. Libri hat, die zwifchen den linearen Differenzial- 
leichungen und den gewöhnlichen algebraiſchen Gleichungen flatt- 
ndende merkwuͤrdige Analogie, welche fchon durch den Lagran- 
ge’fchen Lehrſatz fich herausftellt, indem dieſer Lehrſatz zeigt, daß 
man die Ordnungszahl einer: linearen Sifferengiel eihung um fo 
viele Einheiten erniedrigen kann, ald particuläre Integrale gege: 
ben find, fo wie man den Grad einer algebraifchen Gleichung 
um eben fo viele Einheiten erniedrigen Tann, ald man Wurzeln 
berfelben Fennt, mit einigem Glüde verfolgt, und die folgenden 
Saͤtze werden diefe Analogie in ein helleres Licht ſetzen. 
» Sechste Eigenfhaft. Eine Differenziafglei 
gun welche menigften® in ihren beiden erſten 
‚Sliedern linear ift, läßt fih auf eine andere Glei— 
‚Hung berfelben Art ohne zweites Glied zurüdführen. 
‚Beweis Wenn man in der linearen Differenzialgleihung : 


% n—I n—3 
D.y * A,D; Y +A,D. y+ + A,_ı D.y+ A,y=X 


yzuo fegt, fo erhält man eine neue Differenzialgleihung ber 
nten Ordnung, worin D. v + A,o der Eoefficient von Dr! w if, 
und da man ber Differenzialgleichumg ber erſten Orbmung: . 
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aD,v+A, v0 


immer genügen kann; fo Tann man v auch immer fo annehmen, 
* ‚dad zweite Glied der gegebenen Differenzialgleichung ver⸗ 
windet. 

Allgemein, wenn eine Differenzialgleichung gegeben ift, deren 
m--1 erfte Glieder linear find, fo kann man das — Glied 
immer vermittelſt einer linearen Differenzialgleichung der mten Ord⸗ 
nung verſchwinden machen. 


$. 232. Siebente Eigenſchaft: Wenn zwiſchen 
zwei particulären Integralen der linearen Diffe— 
renzialgleichung ohne zweiten Theil eine bekannte 
Relation ſtattfindet, ſo kann man die Ordnungszahl 
der Differenzialgleichung erniedrigen. 
| Beweid. Wir wollen annehmen, daß die beiden particulaͤ⸗ 
ren Integrale Yy,, ya durch die Relation yy—P(y,) miteinander 
verbunden feien; fo fann man in der gegebenen Gleihung ® (y) 
für y feßen, und die durch diefe Subftitution erhaltene Gleichun 
dient zur Elimination der Ableitung der nten Drönung, fo wi; 
man nur eine lineare Differenzialgleichung der (mn — I)ten Ord⸗ 
nung zum SRefultate erhält. Wenn man 3. B. auf irgend eine 
Weile wüßte, daß die beiden particulären Integrale y,, y, der 


Differenzialgleihung Diy—y = 0 durch bie Gleihung y, = 


1 
mit einander verbunden ſind, ſo ſetzt man 7 für y in dieſe Dif⸗ 
ferenzialgleihung, wodurd man erhält: 


Diy— -D,yt+y=0 
und wenn man D2 y zwifchen diefen beiden Gleichungen elimi⸗ 
nirt; fo findet man: | 
D.y?=y}, Dy=+y, —(e7*. 
Die beiden particulären Integrale find: 

y=Cıe, Yy=Cze* 
und dad allgemeine Integral iſt: 

y=0e+ Ge“. 


& 233. Achte Eigenſchaft: Wenn man die parti— 
eulären Integrale einer linearen Differenzialglei- 
hung ohne zweiten Theil kennt, fo kann man die 
Goeffieienten diefer Sleihung immer durch ahne 
lihe Operationen finden, wie die, welde zur Bil: 
dung der Goefficienten algebraifher Gleihungen 
als ſymetriſche FZunctionen ihrer Wurzeln dienen. 
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Beweis. Es fein y5, Yar --.. 9m die 9 particulären Ins 
tegrale ber linearen Differenzialgleihung: 


” 1 n—2 
D,ytA,D, y+A,D, y+..+A.ıD,ytA,=0 
und y fei ihr allgemeines Integral, fo hat man: 


3=Yı +%-%s +.tY 
und wenn man y=y,/zdx fekt; jo fommt: 


no n— 
yD, z+(aD,y+Ay)D. y+.. 
+ +(D, Yyı +A, D, yı +..+A,y,) Szds=V0, 


oder wenn man bemerkt, daß der Coefficient von /zdx Null ift, 
und mit y, bivibirt: | 


| D. z+B,D. z+.+B,_12=0 
und: 


n | 
aD; yı +tA,y,=B, Yı, A=— yı D,yı +B;. 
Serner find die Größen: | 


D,®, D,®,..D, 
Yı Yı Yyı - 
die na — 1 particulären Integrale der Gleihung mit z, und wenn 
man mit biefer Gleichung diefelbe Operation vornimmt, welche 
wir mit der gegebenen Gleichung vorgenommen haben; fo findet 
man: 


Ya 
n—i D,.. D, 7 
Den 
D, 2 
Yı 
Nun kann man aber C,,D,, ..... berechnen, wie man A,, B, 
berechnet hat, und da man nad) n Zransformationen nothwendig 
auf eine Gleichung kommt, worin ber Coefficient des zweiten Gliedes 
—0 ift, weil die Orbnungszahl der Differenzialgleihung bei jeber 
Operation um eine Einheit abnimmt; fo ift die Reihe der lieder A,, 
B,,C,.... eine begrenzte, und man erhält, wenn man fubflituirt: 


D. * 
202 —- 
2... (&-1)D2% « "2% 
gg “ * *5 
A,=— - D.y, 7 7 — — in. 
Yı D,= D. #3 
Yyı & 
D. — 
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Um dieſe Formel auf ein Beifpiel anzuwenden, wollen wir ans 
nehmen, daß bie Differenzialgleihung : 


D2 y—miy=( 
gegeben fei, fo find die particulären Integrale derfelben: 
| y 1 = C, emæ, Yꝛ = Ce” mr 


und außerdem ift a=2. Subflituirt man dieſe Werthe in die 
vorhergehende Formel und bleibt bei ben beiden erften Gliedern 
‚ftehen, fo tommt: 


2 22 
zn 2 
| Atem, a _ 2m + m = 2m — ım=0. 
Yı D, 9 — in 
Yı 


Es ift folglih A, —=0, wie ed auch ber Fall fein muß, weil bie 
gegebene Gleichung Fein zweites Glied hat... .. ..  . 
Durch ein ähnliches Berfahren könnte man alle Goefficienten 
As, Ayı -.--. ‚ An ald Sunctionen der particulären Integrale y,, 
Yar -., Yu erhalten. f Fe Ä 
. Allgemein, wenn n Sunctionen F, (&), Fa (), .-.., Fn(&) 
von. z gegeben find, fo fann man die Goefficienten ber linearen 
Differenzialgleihung der nten Ordnung beftimmen, welche dieſe 
n Sunctionen zu particulären Integralen hat, und es giebt nur 
eine einzige lineare Differenzialgleidfung der nten Ordnung, welche 
diefer Bedingung genügt, fowie ed nur eine algebraifche Gleichung 
von einem beflimmten Grade giebt, welche n gegebene Wurzeln hat. 
Man kann die Werthe von A,, As, .... An leichter auf fol- 
ende Weife beflimmen: Wenn man .diefe an — 1 Größen fuccef- 
ve.zwifchen den n Gleichungen: | 


» n—1 . 


a vr 8 8 re Tr 5 Tr Tb —0o 60 n Tr 5 oe 


” si 
D,ytA,D, . F.. + Ayn=0 


eliminirt, indem man bie Ableitungen Dyy,, Di" y,,.... ald bes 
kannte Coefficienten betrachtet; fo erhalt man ben bereitd oben 
angegebenen Werth von A,. Um nun daraus den Werth von A, 
abzuleiten, braucht man offenbar in bem Ausbrude von A, nur Dy'yı 
in D’?yı, Di 'y, in Di ya... zu verwandeln, und umgekehrt, 
ohne eind der Glieder zu ändern, welche andere Ableitungen ent- 
halten, unb durch ähnliche Vertaufchungen erhielte man die Werthe 
von 41°. j 0 
gibri bemerkt, daß die Größen yı, Y2, ---- Yn eine befon= 
dere Art fometrifher Functionen bilden, welche man nicht blos 
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beliebig vertaufchen Tann, wie bie Wurzeln der algebraiſchen Glei⸗ 
chungen bei der Bildung ber Eoefficienten Aı, As,....; ſondern 
dag man aud für irgend eine diefer Größen, z. B. für y, die 
Summe, oder Differenz einer beliebigen Anzahl berjetben ſetzen 
kann, ohne daß der Werth der Coefficienten dadurch geaͤndert wird. 
Wenn man z. B. für die Differenzialgleichung Diy—m!y ſtatt 
Y, =Cze®*, ya =C,e" fehte: 


yı = Che t—e*, ler, 


fo fände man doch wieder AR —=0, und diefe neue Art von Fun⸗ 
ctionen fcheint die Aufmerkſamkeit der Geometer zu verdienen. 

Libri bat in Beziehung auf die linearen Differen- 
zialgleihungen noch folgenden Zehrfag angeführt: Wenn eine line- 
are Differenzialgleichung der nten Orbnung mit zwei Veraͤnderli⸗ 
chen gegeben ift, und man kennt die Goefficienten einer andern 
linearen Differenzialgleihung der nten Ordnung zwifchen benfelben 
Beränderlichen, Beide mit der erften gleichzeitig ftattfinden muß; 
fo kann man vermittelft der Coefficienten der beiden Gleichungen 
ohne alle Integration eine dritte lineare Differenzialgleihung von, 
der (n— myten Ordnung und von folder Befchaffenheit bilden, 
daß die Gleichung der nten Ordnung in zwei andere zerlegt wird, 
welche refp. von der mten und von der (n— m)ten Ordnung find, 
und vermittelft welder man bie gegebene Differenzialgleihung 
integriren kann, fo daß ed alfo hinreichend ift, zwei gleichzeitige 
Gleichungen zu haben, um die Gleichung von ber höchften Orb: 
nung auf zwei andere einfachere Gleichungen zurüdführen zu koͤn⸗ 
nen. Diele Reduction entfpricht der Zerlegbarfeit einer algebrai⸗ 
ſchen Gleichung in zwei andere, wenn man weiß, daß fie ein Po⸗ 
Iynom von. einer gegebenen Form zum Factor bat. 

Liouville hat zuerft den Beweis diefed Fundamentallehr- 
ſatzes befannt gemacht, und wir wollen denfelben hier fo mitthei⸗ 
len, wie er in den Comptes rendus des s&ances de P’Academie 
des Sciences ſteht. Es fei: 


mtr mtrn—1 rn? 
D; ytA,D y+AD, y+.-=0 
eine lineare Differenzialgleihung der (m-+n)ten Ordnung und: 
m m—| m— 3 
D,z+B,D; z+B:D, z+..=0 


eine andere lineare Differenzialgleihung von ber mten Drbnung, 
deren Integrale fammtlid auch Integrale der erften Differenzials 
gleihung find; fo enthält der allgemeine Werth von z offenbar 
m Gonflanten und der von y muß beren m-+n enthalten. Der 
Werth von y ift alfo von der Form: 


y=ıTtC, + Cy:+..r O.V., 


wo C,, Oꝛ, ...., Ch willkuͤhrliche Conſtanten ſind. Set man 
nun: 





— 4309 
— m—; 
uU D,y+B, D, y+ B.D; Y+ 000 
und fubſtituirt für y feinen Werth in den zweiten Theil dieſer 
Steihung, fo verſchwindet z wegen der Gleichung: 
- —i n— 
D,2+B,D. z+BıD, z+..—=0; 


dad Refultat der Subftitution ift folglich eine lineare Function. 
der Conftanten C,, C,, .... Cn und u genügt einer gewiflen line: 
arm Differenzialgleichung der nten Ordnung, worin die Conſtan⸗ 
ten nicht vortommen. Stellt man diefe Differenzialgleihung ber 
aten Ordnung durch : 


” n—l n—2 
D,u+a,D. uta,D, wt+t..=0 


dar, fo Tann man die Goefficienten a,, Qa,, .... leicht beflimmen. 
Denn bifferenzirt man den Werth von u mehrere. Male hinter; 
einander, fo erhält man fucceffive die Werthe von: 


D,u, Diu,.., Dr-!u, Deu, 
welche von der Form find: 
m+1 m 
D,u =D, y+rb,D,y+.., 


Du =D, y +ID, y+.. 
Sest man alle diefe Werthe in die Gleichung: .. 
D,u+ G, D. u+ „0, 
fo verwandelt fie fich in folgende: 


+n m+n—1 m+n—2 | 
D, y+tI|D, yt bh, |D: +.=0, 
ta, +taıh, 
ta, 


und wenn man biefe legte Gleichung mit der gegebenen: 
—ı 


m+n nt 
D, y+A,D: 4+.._0 
vergleicht; fo erhalt man: 
I, ta, =ÄA,, b+ta,h, ta,=A,... 


Man bat alfo n + m Sleichungen, wovon die n erften fucceflive 
und ohne alle Integration die Merthe von a,, a, -... an geben. 
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Die folgenden führen auf WBebingungsgleihungen, welche erfüllt 
werben müffen, damit die Sleihung mit y von ber (at m)ten 
Ordnung erfüllt wird, wenn man y=z feht, oder damit die In⸗ 
tegrale der Differenzialgleihung von ber nten Ordnung zugleid 
Integrale der Differenztalgleihung von der (a m)ten Ordnun 

find. Wenn diefe Bebingungsgleichungen erfüllt werden, fo i 

die Integration der Differenzialgleihung von der (a + m)ten Orb: 
nung auf die der beiden Differenzialgleijungen: 


[ m—i ” ns 
—D,y+B,D, y-+.., D,u-+a, D, “+..=0 


urüdgeführt, welche refp. von der mten und von ber aten Ordnung 
Kind Berner ift nach der Bildungsart der Werthe der Größen 
&,, Ga, ...., Qu einleuchtend, daß fie nur von ben n erften Coef⸗ 
ficienten der beiden gegebenen Gleichungen abhängen können, wo⸗ 
durch der Beweis des Libri’fchen Lehrſatzes vervollſtaͤndigt wird. 
Dieraus ergiebt fih eine bemerkenswerthe Wereinfachung ; denn 
wenn in ben beiden gleichzeitig flattfindenden Differenzialgleihun- 
gen die » erften Coefficienten conftant find, fo hat die Differen- 
zialgleihung Deu + .... = 0 auch lauter conftante Eoefficienten 
und kann, wie wir fpäter fehen werden, unmitelbar integrirt wer- 
den, woburd die Differenzialgleichung ber (m+n)ten Orbnung 
auf, eine Differenzialgleihung der mten Ordnung zurüdgeführt 
wird. 

6. 235. Um noch ein Beifpiel von ber Erniedrigung ber 
Drdnung der linearen Differenzialgleihungen zu geben, wollen 
wir annehmen, daß die beiden gleichzeitig flattfindenben linearen 
Differenzialgleichungen : 


D’y+A,D,y+A,y=Asz, 
D;z+A,D.z+ A, 2 =A,y 


gegeben feien; fo ift Plar, daB man, wenn man z zwifchen biefen 
tiven Gleichungen eliminirt, eine lineare Differenzialgleihung ber 
vierten Orbnung von ber Zorm: 


Diyt+a,Dy+a,Diy+a,D.y+a=0 


erhält, und wenn man y zwifchen bdenfelben Gleichungen elimis 
nirte; fo erhielte man auch genau diefelbe Sleihung mit 2: 


DIz + a, Diz+mD?z + ,D,z +, =0, 


woran folgt, daß die vier particulären Integrale, deren Summe 

den vollſtaͤndigen Werth von y bildet, biefelben find, ald bie, 

woraus der Werth von z befteht. Aber wenn man in ben beiden 

—5 Gleichungen z=y ſetzt, fo erhält man die beiden Glei⸗ 
ungen: | ' 


m. 2. 7 Zn Wu Eu > 
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Diy+A:D,y+(A—A)y=P0, 
DIS +A,D,z + (Ar —A,)z=0,. 


welche zwei der vier gefuchten particulären Integrale geben, und 
wenn man bie beiden particulären Integrale der erften diefer Glei⸗ 
Hungen gefunden hat; fo kann man ſich derfelben bedienen, um 
bie Differenzialgleihung mit y von der vierten Drbnung auf eine 
Differenzial iung ber zweiten ng zurüdzuführen, deren 
particuläre Sntegra e in einem durch die Bleichung: 


D2z + A D,2t Az A;z . 
auögedrüdten Verhaͤltniſſe ji" einander ſtehen, fo daß man biefe 


beiden Integrale vermittelft einer linearen Differenzialgleihung 
der erſten Ordnung birect finden kann. 


“ 


Sieben und dreißigfte Vorleſung. | 


Integration der linearen Differenzialgleihung der nten Ordnung mit conflan: 
ten Goefficienten und mit,.ober ohne ein lehtes veränberliches Slied. 


4 $. 236. Wir wollen annehmen , daß in der Differenzialglei- 
ung: . 


D’y+A,D. y+A,D, y+..+A,1D,y+A,9=X 


die Goefficienten A,, Ay, Ay,.... An. conflante Zahlen find, wäh: 
rend X eine beliebige Function der unabhängigen Weränderlichen 
z bleibt, und unter diefer Vorausſetzung das allgemeine Integral 
diefer Differenzialgleichung fuchen. Dielen Zweck kann man durch 
beriipiebene ethoden erreichen, welche wir fucceflive angeben 
wollen. 

Erfte Methode. — Reduction ber linearen Dif- 
ferenztialgleihung der aten Ordnung auf ein Syflem 
von » linearen Differenzialgleihungen der erflen 
Drdnung. 

Wenn man fekt: 


Dy=y, Dy=y',.., 
D,yr- 93 —yr 9, D,yrd =yed, 
fo verwandelt fich die gegebene Differenzialgleihung in folgende: 
D.y» + A, D,y® A, D,y9 + ... 
| +A_.y+Ay=X, 
und man bat rn gleichzeitige lineare Differenzialgleichungen ber 
erften Ordnung zu integriren. Multiplicirt man nun bie m — 
erften diefer Gleichungen mit unbeflimmten Goefficienten SP, 
Sem, ...., 9%, I und abbirt die Probucte zu ber letzten Glei= 
dung; fo erhält man: 
D, ⸗-i +Iyed +39 4.432 y ) 
+ AND HAN +. 
A132 y+Ay=X, 
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oder wenn man ſetzt: 
t= yon +% yi-n 43% y-9 +..+30-29 y +3R-) y, 
A—!=8, 1-39, A" =8%,., 
A, ID = 396-2) ‚A,=IHu—) , 
ſo iſt: Dt+3=X, de+9dr=Xadr. 
Aus dieſer legten Gleichung ergiebt fi durch Integration: 
t= /[ Xe9*dr) 
oder: | 
ya-dD LIyed LI yo y 
=e-#(C+/ Xe9*dr). 
Set ı man n ferner 9=—r, fo geben die Gleichungen, welche %,; 
1, I)... HARD, Sa) geben, durch flicceffive ubflirutionens 
y_-A,+r, M"’=A,+A,r-+r3..., 
I—1 =A,3 + A„-3 r + A, 4 r! + .. A," + m, 
0=A,+A.ır+tA,.r?+. .+ A mit". 
Diefe lebte Gleichung, welde fi aus ber gegebenen Differenzials 
gleidhung ergiebt, wenn man für die Ableitungen; 
Diy, D;' Yı-- ‚Diy, D,y 


refp. nr, nr, ...., 73, r, dann =Dy, r=1ımwX=0 
fest, „gest n Wertbe fuͤr nn. und folglich > Spyfteme von Werthen 
für 9,9%, ...., SD. Aus diefen a Werthfuftemen ergeben 
nö . Integrale der Differenzialgieichung: 


dt Stdx = Xdr. 


Beeicnet man die m Werthe von r mit r,, Ta, Yar --- und 
ee minechenben Werthſyſteme der Co cienten %, N da-ı) 
mit * 


S 1/7 3" irn Si nD, Sg, 3 FIRE) N N, Sr nA . ser; 
fo find die n Integrale folgende: 


(n—2) (v1) 
DH. +, v4 y 


— eher +/Xe 718 1r dx), 
yEDLIYEDL. + 48. y% 
=e"(C" + [Xe ""d), 
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(—) 


yrd+ RA yir-2) +..+ , y ta» 3 | 
= ein) + [ Xe"""dz). 


Der aus diefen » Gleichungen abgeleitete Werth von y enthält 
nr willführliche Gonftanten und ift folglich dad allgemeine Integral 
ber gegebenen Differenzialgleichung. 

Die bereits mehrere Male in Erinnerung gebrachte Formel: 


Fr Ztkıb, CH... na Mn-ı 
—Ztab,C;... n-ahn-ı’ 


welche den Werth irgend einer der durch ein Syſtem von * Gleis 
hungen bed ,erften Grades beftimmten m Unbekannten giebt, zeigt 
unmittelbar, daß der Werth von y oder das gefuchte Integral 
aus n Gliedern beftebt, welche den zweiten Theilen ber Gleichun⸗ 
gen —* erhen Grades proportional find, und folglich von folgen⸗ 
er Form ift: 


yzı,et?(C + [Kettde) + dell” [Kerr dr)-+... 
Lie (CN +[Xe dr), 
wo Aı, Ars ...., An, Conſtanten bezeichnen, welche Functionen der 
Goefficienten 9,, 9,, .... SA"? fin. Ä 
Da die Gleichungen, welche y, y, ...., y-! geben, vom 
erften Grade find, fo müffen bie Werthe vor y’, y“,..... ylD 
anz von bderfelben Form. fein, wie der von y, und fchon biefe 
eine Bemerkung giebt ein leichtes Mittel zur Berechnung ber 
Goefficienten A, Az, .... du an bie Hand. 


Srößerer Einfachheit wegen wollen wir bemerken, daß ſich der 
Werth von y auf folgende Weife ausbrüden läßt: | 


y=Eier (C+[Xe-"da), 


wo das Zeichen Z anbeutet, daß man die Summe der den m 
Wurzeln der Gleichung mit r entfprechenden » Glieder bilden fol. 
Differenzirt man nun dieſe legte Gleichung, fo findet man: 


y=Zire(C+[Xerdi) +IIX, 


und da y’ von derfelben Form fein muß als 4; fo hat man noth⸗ 
wendig: | 


y=Zire"(C+ [Re tdr), 
ZIX—=0, und folglih A—0. 
Differenzirt man ein zweites Mal, fo erhält man: 
= rer: (C+/Xe de) +2IrX=0 
und folglich: | 
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y'= Dirker:(C+ [Xe-"dr), 
ZrÄ=0, Art. 


Fährt man auf dieſe Weife fort, fo findet man fucceffive: 

y — Zir3er: (C+ [ \e-":dx) , 2452 0 

yr)— Zirr-ler(C+ [Xetzdz), Zir= =(, 

y) =Tirre (C+ /[Xetzde)+ Di X. 
Subftituirt man nım für y und feine Ableitungen ihre Werthe in 
die gegebene Gleichung, fo erhält man: 

Der(CH ⸗ XerrdrAu+ A,-ı r+A,or!+.+A, r!+r") 
+Eim-1IX—=X 


Das erſte Glied des erſten Theiles dieſer Gleichung iſt identiſch 
Fr weil fi die Summe & blod auf die Wurzeln der Gleis 
ung: 
A. Aır + Ansır!+ ... + A,r! +r=0 


erſtreckt, woraus folgt: , 
Zir'X—=X 2 oder Mr1=1. 
Man bat alfo zur Beſtimmung der Eoefficienten A,, Ars .... Au 


bie » Sleihungen des erfien Grades: 
A=0, Ar=0,., PAr=0, Zimi-1, 
oder vielmehr: | 
MO + 4 +4 =, 
darı hats hrs +. =0, 
% tt ’+.4+ 2, an —=0, 
HH Hr 1. 


Die fymbolifche Formel: 
_ GMIe-b..(h—k) (eb). a). in 
(b—-a)(c—a)...(k—a)(c—b)..(h—d)..(h— 8)” 


welche den allgemeinen Werth irgend einer der durch » Gleichun⸗ 
gen bed erfien Grades beftimmten Unbefannten ba sebucist fi 6 
in jr befondern Sale, wo =) „‚Kk=0,. = 0 | 
ifl, auf: 


1 


** (a )a- c)..(a -n) 


und giebt folglich: 
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— — — 

— (n—rrı re). (Nı Ta) ’ 
1 

2* (nr) Inn” 


Wenn man den erflen Xheil der Stleichung: 
m+ Ar! Ar +. +Anır +0 
mit f(r) bezeichnet, fo bat man: 


{N =(r—r,) (r— r,....(r—r), 


17 


A 


— — — zn 
(r— rn) r—r)..(r—r) Sr) 


q 
und wenn man r=r, fest, fo findet man, indem man bemerkt, 
daß der wahre Werth bes für r = rı unter ber unbeflimmten 


. rn __ 4. 
Form 8 erfcheinenden Bruches 75 I) iſt: 
| u Ten 
Ebenfg fände man: 

1 1 
A, fr.) ers u= f (ra) 
1 
und der allgemeine Werth von y ift folglich, wenn man 75 
mit in der Conſtante C begreift: 
1 
gm: 4, ec" (C+ [Le da)=ZCe” +2 
=C,e? + Ce” +... + Ce” 


+, eri (Ketı® dr +. +7 er [ Ket# de. 


1 
f (n° 





rz Sf Xet:dr 


Wenn X=0 ift, d. h. wenn die gegebene Diferengieigleihung 
feinen zweiten Theil hat, fo ift ihr allgemeines Integral: 


y=C0,eı7 + O,et? + Ge +..+0,e” = ZCer:. 


Man fieht leicht ein, daß diefer Werth von y, welcher » willkuͤhr⸗ 
liche Conftanten enthält, wirklich der Differenzialgleichung : 


D,y+A,D. y+A,D, y+..+A,D,y+Ay=0 
genügt. Denn ber Auddrud y=Cer* giebt: 
D,y=£Cre”, Di y=ZCrte”,.., Diy=LCre'*, 
und wenn man fubftituirt; fo erhält mean: 
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zeu (m +A, rn LA, +. + A nr + A)=0, 
- welcher Sleihung offenbar genügt wird, weil fi) die Summe im 
erften Theil derfelben blos auf die Wurzeln der Huͤlfsgleichung: 
fn=r+A,r!+A, +. + A-ırA,=0 


erfiredt. 


6. 237. Zweite Methode. — Succeffive Eruiedris 
Bund der Ordnung ber gegebenen Differenzialgleis- 
ung. 
Wir wollen in der gegebenen Differenzialgleichung : 


nn. n—1 n-2 
B;y+A,D, y-+A,D, y+.-+A-ıD.yrA,y=X 


y=e*:/u,dr fegen, wo a, eine unbeflimmte Gonftante und w, 
eine unbeflimmte Function von x bezeichnet; fo findet man, wenn 
man » mal hintereinander bifferenzirt, oder fich einer befannten 
Formel erinnert: 


D,y= et: (a, Sudr+ %), 
Diy—e“2(a} [wdr+ 2a +D;u, 
Diy=e%ı2(a} (a,dr+3ati, + 3a, D,w, +D3w,) 


. [hr Tr Tr Tr Tr Tr LT Tr Tr Tr Tr Tr LT LE 8 0 oe 


i R fu,det au tu, + Dar Die, ] | 
D:y = e*ı? . 


man D’u, +..Dr'u, 


Subftiturt man diefe Werthe in die gegebene Glelchung und divi⸗ 
Dirt durch. e“ı*, fo findet man: 
A. Ania, +Ansat + Ansat +. +A,at ta) Su.dz, 
+(A,_1 + 24,-2 0, + 3A,-30f +. 4a} )w, 
+ [Ar+34:0, 4.4 5P u Due, 


+ a ar? Du, +. 


+ p"! %, — Xen, 
Da nun a, eine unbeftimmte Conftante iſt, ſo kann man dieſelbe 
ſo annehmen, daß der Coefficient von /u, dæ verſchwindet, zu wel⸗ 


gem Zwede es ſchon genügt, wenn a, eine Wurzel der Gleis 
ung: 


fer) = r® + A,ı! +A,r?- „tr A, 7 + A,= 0 


448 


if. Zur Beſtimmung von =, hat man aldbaun bie lineare Bit 
Terengialgleihung ver (n — 1)ten Ordnung: 


— . + B,D, u +... + B,.-ı Du, + Bau, =Xe%#, 
worin: | 
B.=A,_ı+2A, 0, +3A,_sa?+.. +rai , 
Bo =A,us + 3A,30, +..+ —* an-2, 


Seht man nun u=e*# [u,dr und verfährt wieder auf die: 
felbe Weife, fo findet man, wenn man für a, eine der Wurzeln 
der Gleichung : 

r1+-B,r2+.. ‚+Buur-t B,—0 


nimmt, daß die Beflimmung von =, von ber linearen Differen- 
zialsleichung der ae Ordnung : 


DD =. +00, "u +..+ Co D,u, + Cu, = Xe {arta)r 
abhängt, worin ber Kürze wegen: ' 





C=B.1+2B,03+3B.303+..+@-1)a7”, 
Go =B.--+3B.-30, +. 
geſetzt if. Seht man ferner: 
| a, eca [ ud... j 
und fährt auf diefe Weife fort, fo fann man die Glieder der ge 
ebenen Differenzialgleihung fucceffive verfhwinden madhen, wo⸗ 
ur ihre Ordnung bei jeder Operation um eine Einheit ernie= 


drigt wird, fo daß man zulegt, wenn man u... = e** /u,.dr feßt, 
auf die Gleichung: 


u, — Xe-(aı tastas+ u 4)— 
tommt. Ehe wir zu dem Werthe von y zurüdgeben, wollen wir 


bemerken, daß die Wurzeln a,, ag, ar, .... a, reſp. den Diffe⸗ 
renzen: 


rt, TITTA IT Va Ta 
der ” Wurzeln ber Hülfsgleihung : 
I n+ArtAr2+.tAnır+A,—=0 
gleich find. Denn multiplicirt man den Ausdrud: 


TB’ +.+BorutB 
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mit-as, abbirt das Product zu der Gleichung: 
+ +Ac +. +A 10 +A=0 


und fur tituirt für die Coefficienten B,, By... Bn-ı ihre Werthe; 
fo erhält man: 


[tra +? I tal +. “|+- 
+ 4A.-3(@?-+ 3a?o,-+ 3a,a? -+«a$) 
+ A. (af + 20,0, +a3)+A.-ı (sy +) trA,=0 
oder: 
(+) +A (+)... 
+A.-,(a +%)?+A.-ı(a to) tr A,=0. 





Dieſe letzte Gleichun aa daß a,-+a,, ſowohl ald a, eine Wur⸗ 


el der Gleichung 0 iſt. Bezeichnet alfo r, eine zweite 
Wurzel dieſer weh Gleichung, fo hat man: 


urn tor, ,=rn—r. 
Allgemein, wenn man bie * Wurzeln ber Gleihung fr)=0 


mer, Ta, .... 1, und mit a,, @,, .... ar?) die n— 1 Wur⸗ 


zeln ber Gleichung 


a! Bai+..+B.ı0,+B.=0 
bezeichnet; fo bat man: 
wen—r, hen—tı, 
ag =z=rı 7 Tre a) = . — Ti. 


Ebenſo beweiſt man, daß die an — 2 Werthe von a, durch die Glei⸗ 
Hungen: 
(3) 02) 


=a, m, mag —u.., 4 = —0g 
egeben werben, oder wenn man für a,. ag ge... ihre vor- 
din gefundenen Werthe fubftituirt : 
(«-8) 
Hr, GN Nr, 5 ron. 


Wenn man auf biefe Beife fortfährt, — findet man ſucceſſive die 
Werthe von ay,@'g, ....5 @g, ag, ...., An WE Ice durch die Slei- 
ungen: 


my, . 
er, Te PS Et ER a=r,.— N 


gegeben werben. Es ift alſo bewiefen, daß Rgr Agy Apr... Up 
Moigao, Jntegralrechnung. 29 
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die Differennen r, —r, .—ı ber 
der Gleichung f N=0 fi no an bat folglie "leben: 
y= erı® Su dr, “u = elta)? (wdz, o.., 
u Zelfer--ı)r Sud, Un — Xe Tr 
und wenn man Ur, Uns... % eliminirt umd endlich zu jedem Ins 
tegrale eine willführliche Gonftante binzufügt; fo fin et man: 
ye Tr— fett @gzfetstDtgzf.. fett V8drf[Kottdz 
(A) +0 Sets near Jfelts Tg... [et Msar 
+0" rear... er drdr+. — — — 
Wenn man mit C,,Cz,.... Cn die Verbindungen der Conſtanten 
‚C,.., CP in ihrem urfprünglichen Zuflande vor der Ent: 
widelung der zugehörigen vielfachen Integrale mit den Wurzeln 
Yır Par. In der Büffögleihung nad biefer Entwidelung bezeich- 
net; fo findet man, wenn alle Wurzeln ungleich find: 
(B) je S erst )2&dr S e(rs-r: de... S e(r.-r )zdzf Xe’tdı 
+ GC" +Ge’+Ger+.. +0," 
Die Subftitution der vielfachen Integrale für die einfachen bietet 


feine Schwierigkeit dar; denn man braudt zu dem Zwede nur 
zu bemerken: 1) daß bie für fich Mare Gleichung: 


| I S Ke-raz «| Zeira rein) Ke-Tnrde 


YnaTa—ı 1 
x⸗ —— 


giebt, wenn man beide Theile derſelben integrirt: 
Sem Te-Drdr S Xe we dx 
(rm — Tm-)rdr 

-— * SKetrde — — 


!m—Ta-ı Ta — 


und 2) daß man hat: 








SKerta-tsar 


W ⸗ 
era —— S elr,—To)% d= LA 
(ry-ra)(ry Tr) 
Wenn man diefe Gleichungen mehrere Male anwendet, und ſetzt: 
1 
A fe rn Tr). (Fi —) 
1 
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fo findet man den befannten Werth von y wieber: 
y=2ier:(C+ [ Ne-r:dr). 
$. 238. Dritte Methode. Durch den Uebergang 
von der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil 
zu ber mit einem zweiten Theile. 
Bir wollen die beiden Differenzialgleihungen : 
Di y+A,Dr '"y+... + An Dy+ Ay=X, 
DS 3+A,Di"z+..+A,_, D.z+Anz—=0 
betrachten, und annehmen, daß der zweiten durch die a Werthe: 





2=2ı, z= 2%, 2 a yıny zZ = Zu 
genügt wird; fo gefchieht derfelben auch durch die Werthe: 
=0Uz, 2=032,, 202% ,., =, 


wo ©, G., .... C, willkuͤhrliche Conftanten find, und durch bie 
Summe: ' 
= 0. +02» rG2+..+ Cum, 


weiche das allgemeine Integral derfelben ift, Genüge. 
Nun kann man aber die Functionen %, Ay ... % von x im⸗ 
mer fo beflimmen, daß die Summe: 


y zU,2 +2 + Us23 + ... + Unzn = Zuz 


der obigen Differenzialgleihung mit einem zweiten Theile genügt 
Denn wenn man ein erfted Mal differenzirt, fo hat man: 


D,y= 2zD,u + ZuD,z 
oder: 
D,y=:uD;z, 
wenn man febf: 
ZzD,u = (0. 


Differenzirt man ein zweites Mal, fo erhält man: 


Di y=ZuD; z+ZD,:D,u, 


ober blos: 
Di y=ZuD:z, 
wenn man febt: 
ZD,.zD.u =0. 
Seht man alfo fucceflive: . 
ZD’:D,u—=0, ZDI2Du=0,.., ZDY De 0, 
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fo behalten die durch. Die Gleichungen: 
Dy =ZuDz =uDz +uD2n +.t+%;D.z, 
Diy —24D!z —=wDiz, +4,D}2, +..+.D?z, 


. oo 8 ee 98 0 8 8 8 8 8 8 8 Tr Tr Tr Tr Tr re 8 5 oe 


s—1 n—1 n—1 n—1 1 
D, y=2uD, z=uD, z+%D, 2»r..+wmD, z 


z 
gegebenen Ableitungen von y bis zu der von der. (m — Ijten Ord⸗ 
nung inclufive diefelbe Form, ald in dem Falle, wo u,, Ua, .... Un 
Conſtanten waren. Differenzirt man endlich ein letztes Mal, fo 
bat man: , 
D,y=ZuD,z2+ZD,uD, z, 
und wenn man nun alle diefe Werthe in bie Differenzialgleichung 
mit einem zweiten Theile fubftituirt; fo erhält man: 
” n—1 n—3 
Zu(D,z+AD, ztAD, z+... 
+A,Dz+A)+ZDsD, .z=X. 
Nun verfchwindet aber das erfte Glied im erſten Theile diefer Glei⸗ 
hung; denn die mit & bezeichnete Summe erftredt fich blos auf 
bie Werthe z,, 23, ..., Zu, welche nach ber Vorausſetzung alle der 
Differenzialgleichung ohne zweiten Theil genuͤgen. Die Summe: 
yauz tut... +2 
verificirt alfo die Differenzialgleihung mit einem zweiten heile, 
wenn man außer den Gleichungen: | 
| Z:Du—=0, ZDzDu—=0, 
ZD:Du—0,..., : 2ZDY°?zD u—0 
auch hat: " 
ZD, Du=X. 
Wenn man ber Kürze wegen feßt: 
Du=vuX, D,=uX,.., D.MA. .X, 
fe ‚laffen fi die vorhergehenden Gleichungen auf folgende Form 
ringen: 
2, dı +2» +.t2z% =(, 
z,d% +7.9 +.t zu =(, 


(1-3) (2) (3) 
ı, dt tr2 at. + v0, 
(1) (r—1) (1) 


z ds t2 ur. tn v1 





—ß⸗· 
und geben die geſuchten Werthe von vi, v,, ...., On, welche in 
die Sleihungen: 

Du, =vX, Duy=uX,.., \ 
fubftituirt, durch eine leichte Integration die folgenden Werthe 
von %&ı, Un, .o... 

u=0,+ /[vXdr, w=0G+/wmXde,.., 
= On+ fonXdr 
geben, und das allgemeine Integral der Differenzialgleihung mit 
einem zweiten Theile ift folglich : 
y= 32 (O. SvXde)t+..+zu (0. Sf vuXdr) 
= Zz(C+/[vXde). 

Das vorhin Sefagte ift fogar auf den Fall anwendbar, wo 
die Eoefficienten A, A, ...., An Functionen von x find, weil 
wir bis dahin durchaus feine Befchräntung gemacht haben. Kom⸗ 
men wir wieder auf den Fall zurüd, wo diefe Coefficienten Con⸗ 


ftanten find; fo ift einleuchtend, daß der Differenzialgleichung 
ohne zweiten Theil durch die folgenden Werthe: 


y=mGe?, .=0Ger,.., me 


enuͤgt wird, wo 7,4, 72, ...., 7, die n Wurzeln der Hülfögleis 
ung | 
te EA. tar + AO 


find, unb der allgemeine. Werth von z oder das allgemeine Inte: 
gral der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil if 


z=02 +62+..+ Om. 
Wenn man in derfelden Vorausſetzung ſetzt: 


R 2 
s 


vs. =ı, Walker ..., Un, 


fo verwandeln ſich die Gleichungen, welche v,, ©, ...., U» geben, 
in folgende: 


A +% +. An =(, 
hırı TAarz. tt hut —=(, 


un + +.+ urt—0 


und das allgemeine Integral ber Differenzialgleihung mit einem 
zweiten Theile ift: | 


y=er(C, +2, SKoteda) ters (CO, 4m SXetsdc+..., 


S 
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welches genau der burch die frühern Methoben gefundene Werth 
von % ifl. 

\ 239. Wenn man blos a — 1 yartieuläre Integrale z , 
Zyr +2: Zu der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil kaͤnnte, 
fo wäre der Ausdrud: 


Ciz, +G2+..+ G-ı2-ı 


nicht mehr dad volftändige Integral dieſer Differenzialgleichung ; 
aber gleihwohl Tann man nody annehmen, daß dad allgemeine 
Integral der Differenziafgleihung mit einem zweiten Theile durch 
diefen Ausdruck dargeftellt wird, unter der Bedingung, daß die 
na—1 Groͤßen Cı, Cꝛ, .... nicht mehr Conftanten, fondern ſchick⸗ 
lich gewählte Functionen si, U, %-ı von z find. Um die Bes 
griffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß die gegebene Diffes 
tenzialgleichung blos von der vierten Ordnung fei, nämlid: 


Dy+ADy+mDyt+ADytAy=X, 
fo muß bewiefen werben, daß der Ausdruck: 
y-{un. 9%, +92% 


dad allgemeine Integral derfelben werben kann. Da die Bedin⸗ 
gung, daß diefe Function der gegebenen Differengialgleitung ge: 
nügt, nur eine einzige Gleichung zwifchen den drei Größen w, 
Un, %n giebt, fo kann man diefe Größen noch zwei andern will» 
fuhrlihen Bedingungen unterwerfen, und fie 3. B. fo annehmen, 
daß die erſte und zweite Ableitung von y, nämlih D.y, Diy die⸗ 
felbe Korm behalten, als die, welche fie haben, wenn %,, %;, Us 
Gonftanten find. Auf diefe Weife erhält man drei Gleichungen, 
weldhe man der Kürze wegen, wie folgt ausbrüden kann: . . 


ZD,u=0, ZDzDu—=0, UzD?z-+-A,D!z)D,u=0, 


wo fi dad Zeichen Z auf bie drei particulären Werthe z,,22,2; 
und auf die drei Größen u,, %,, U, erftredt. 


Aus den beiden erften Gleichungen kann man 5.3. die Werthe 
von D.a,, Dsu, ald Functionen von D,x, ableiten, um fie in 
die dritte zu fubflituiren; fo erhält man auf diefe Weile, wenn 
man D.u, =t feßt, eine lineare Differenzialgleichung der erften 
Ordnung D,t-+pt=g, wo p, g Yunctionen von x find, und 
wenn man integrirt, jo erhält man den Werth von t, und folg⸗ 
li den von u, durch die Gleichung u, = C’+-Stdx, welde, wie 
man fieht, zwei willführliche Eonftanten enthält. Subflitwirr man 
den Werth von u, in die beiden Gleichungen : 


ZzD,u ==( v ZD,zD,.u =( ⸗ 


fo erhält man die Werthe von u, und us, welche durch einfache 
Quadraturen mit zwei neuen Gonflanten gegeben werben, und 
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man bat folglich dad Integral der gegebenen Gleichung mit vier 
willkuͤhrlichen Conftanten. 

Man fieht leicht ein, daß diefelben Schlüffe auch auf eine 
lineare Differenzialgleichung der nten Ordnung angewandt werben 
tinnen, und daß man in allen Faͤllen auf eine lineare Differen- 
zialgleichung der erften Ordnung kommt, weldhe den Werth der 
erften Function u, mit zwei willtührlichen Eonftanten giebt, wor⸗ 
auf man bie übrigen Functionen. %,, Us,..... durch einfache Quas 
draturen berechnet. 

Wenn man blod a— 2 particuläre Integrale der Differen- 
zialgleihung ohne zweiten Theil gekannt hätte, fo würde die Intes 

ation ber Differenzialgleichung mit einem zweiten Theile auf 
fe einer, Imearen Difterenzialgleichung der zweiten Drdnung 
urücdgeführt. Betrachten wir der Einfachheit wegen wieder bie 
ineare Differenzialgleihung der vierten Ordnung: 


 Diy+ADiy+A,Diy+A,Dsy+A,y=X 
und nehmen an, daß der Ausdruck: 
| y=02+Gz 


der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil genügt; fo kommt 
ed darauf an, zu zeigen, daß diefer Auöbrud, indem C,, C, als 
Functionen u, , U, von x betrachtet werden, der Differenzialglei= 
hung mit einem zweiten Theile genügen Tann. Außer ber Gleis 
hung, welche ausdrüdt, daß der Wertb y=u,2zı -Fuzz, der ge: 
ebenen Differenzialgleichung genügt, Fan man zwifchen den Grö- 
ben &, , a, nur noch eine neue Relation feilfegen, weldye darin 
efteben mag, daß die erſte Abtheilung D.y diefelbe Form wieder 
behält, ald wenn u, , u, Conftanten wären; fo werden die Fun⸗ 
ctionen %,, %, durch die beiden Gleichungen : 


2,D,u, + 2:.D.u =0, 
. AD, +A,D; ur A,D; u +rA,Dw+ A',D;u, + A,D2u, —xX 


beſtimmt. Wenn man den aus der erſten dieſer Gleichungen ab⸗ 
eleiteten Werth von D,u, in die zweite ſubſtituirt und D,u, =t 
est; fo ift einleuchtend, daß t durch eine Differenzialgleichung 
der zweiten Ordnung: 


Dit +pD.t+gt=r 


beftimmt wird, we p, g, r Functionen von x find. Integrirt 
man bdiefe Gleichung und geht von dem Werthe von t zu dem von 
u, zuruͤck; fo findet man: 


u=UÜ+/S td. 


Diefer Werth von w,, welcher offenbar drei willtührliche Conſtan⸗ 
ten enthält, dient in Verbindung mit ber Gleichung : 


I... JE 
z, Ds + 2.0, =0 


zur Berechnung bed Werthes von w,, welcher noch eine vierte 
willtührliche Conſtante enthält, und man hat folgli das allges 
meine Integral der gegebenen Differenzialgleichung, welches vier 
willtührliche Gonftanten enthält. 

Wenn man dad Vorhergehende verallgemeinert, fo fann man 
leicht beweifen, daß, wenn man m particuläre Integrale der Dif⸗ 
ferengialgleihung der nten Drbnung ohne zweiten Theil Tennt, bie 
Beftimmung bed Integraled der Differenzialgleihung der aten Ord⸗ 
nung mit einem zweiten Theile ſich auf bie Integration einer Difs 
ferenzialgleichung von der (a — m)ten Ordnung zurüdführen läßt, 
fo daß man auf diefe Weiſe wieder auf einen bereits: bewieferien 
Lehrfat kommt. . Bu 

-$. 240. Wir wollen noch bemerken: 1) daß in dem erhaltes 
nen Werthe die nr Conſtanten ©,, ©, -...:, Cu blos in dem Theile 
vorkommen, welcher dad allgemeine Integral der Differenzialgleis 
hung ohne zweiten Theil bildet, und 2) daß man in allen Fällen 
die n Conftanten durch die Bedingung beflimmen kann, daß für 
z=a, wo 2 ein beliebiger Werth von z ift, die Function y 
und ihre a— 1 erften Ableitungen gegebenen Werthe ya, Yyı,---, 
Yu-ı annehmen. Denn zu dem Zwecke braucht man die Integrale: 


[Re ""dr, [ Ke "dr... u - 
nur von 27, an zunehmen und ben Werth von:  .. Non 
y-Ce’+ Ge +.. 


den auß efprochenen Bedingungen genügen | zu laſſen. Diefer 
Werth läßt ſich zunächft auf folgende Form bringens: ° ° : 


y= Oel =@0 + Oyer(2o) + + Qer⸗æ- 2.) . 


denn dieſe Zrandformation befleht bloß darin, daß man in jeber 
Eonftante einen: conflanten Factor erı%o, len”, ... abfonbert, 
und wenn man alsdann, nachdem man a—1 mal hintereinander 
differenzirt hat, auödrudt, daß y und deſſen a—1 erfte Ableitun= 
en die gegebenen Werthe Ya, Yır -... yn-ı annehmen; fo hat man 


ie n folgenden Gleichungen : J 
C, +60, +..+0 = yı 
er +Oor +-.+C.om =yı 
Gr} +Cr3 +..+0078 =y, 


on" +Gr"+.+00" =yoi. 


Da nun die aus diefen a Gleichungen ded erften Grades abgelei- 
teten Werthe, welche man vermittelft der mehrfach erwähnten For- 
mel berechnet, im Allgemeinen endlich und beflimmt find ; fo folgt, 
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daß man der gegebenen Differenzialgleic immer genügen kann. 
Man fieht leicht ein, daß eine beliebige O. diefer Eonftanten durch 
bie Gleichung : 


= yartkayııtksyst.. + kyıtkoye 
f (rm) 
gegeben wird, worin /(r) wieder das Polynom: 
rr+Art IFA t..+A-ı rt Ann, | 
aber k._,, Ks, ...., kı, ka die Goefficienten von 2, 2, J 
r, rg in der Entwickelung von bezeichnen. 
8.241. Vierte Methode. Durd Vertauſchung der 


unabhängigen Beränderlidhen.. 
Wir wollen wieder vie beiden Differenzialgleichungen : 


D’ytA,D, y+A,D, yt..tAn Dytay=X=F(), 
Die +AD, zt AD, 24. tAnsDestAue0 00 


betradten und annehmen, daß man einen Werth von z, nämlich 
P(x,a) gefunden habe, welcher ber * dieſer Differen⸗ 





—— und für a=xr den folgenden Bebingungsgleis 
dungen: 
ı=0, D,2=50, D’z=0,..., =0, Driis=f (0) 


genügt, und außerdem wollen wir Pr : 


y ft 
® 


wo z=6(z, &) eine Function der Veraͤnderlichen z und ber uns 

beflimmten Größe « iſt. Differenzirt: man diefen Werth | 

in n Begichung auf x, welche eine ‚ber Deenzen des Integrale 2 
in z vorkommt; fo hat man, G. 53): 


— —ERE (2,2); I 


Rum iſt aber der Werth von 29(x, 2) für a=z, d.h. $(z,a) 
nach ber Vorausſetzung Null, und man hat folglich bloß: 


D, y = je D. ædo. 


Di erenzirt man nun ein zwäte, ein drittes, .... mal und bis 
t, daß bie — bleitungen: 


‚ Diz,. „, DE°z 


für ame z ebenfalls. u ber Vorausſetzung verſchwinden, hrend J 
die (a — I)te Ableitung alsdann gleich F(z) wird; fa Bat man:.. 





— ⸗— 
Diy= / "D zda ,..., D1y— / "Di zde, 
Diy= / Di zda-+F (2), | 


Subftituirt man dieſe Wertbe In die Differenzialgleihung mit 
einem zweiten Theile, fo findet man: 


Sr (p: z+A,D2"2+..+A,-ıDse+ Arz )de=0, 


oder O=0, weil z nach der Vorausſetzung der Differenzialgleis 
hung ohne zweiten Theil genügt. Der Werth: | 


yftzia 
, ‚0 j u 


verificirt alfo bie Differengialgleihung mit einem ‚jreiten Theile, 
oder. wird ein particuläred, Integral derfelben. Um daraus das 
eusemeine Integral abzuleiten, braucht man offenbar nur zu 
eben: . . . 


ymftdatomut, 


wo © das allgemeine Integral der Differenzialgleichung ohne zwei⸗ 
ten heil bezeichnet; denn das Refultat der Subfliturion Diefes 
Werthes in die’ Differenzialgleihüung mit einem zweiten: Theile 
befteht aus zwei verfchiebenen Theilen, wovon der eine ibentifch 
Null ift, weil v der Differenzialgleichung ohne zweiten Theil ge- 


nügt, und ber andere ift identiſch =F(z), weil u* . 2do der 


Differenzialgleichung mit einem zweiten Theile Genuͤge leiſtet, 
woraus folgt, daß der Werthey —uMy, welcher uͤbrigens a will⸗ 
kuͤhrliche Conſtanten enthält, derſelben Differenzialgleichung mit 
einem zweiten Theile Genuͤge leiſtet und das allgemeine Integral 
derſelben iſt. 4 

In dem beſondern Falle, wo die Coeffitienten A,, Az, au, 
A, Sonftanten find, fann man, wie wir gefehen haben, fegen: 


Ge Ba) Qerte—e) +.+ Ger @—a). 


N 
Kerner muß man einen Werth von z beflimmen, welcher für a —=z 
den Bedingungsgleichungen: 


—=0, Dz=0, Diz:=0,.., D?z=0, D’Tz=F(a) 


t, zu welchen Bwede die Genftanten ©, Or .... a den 
ei ulergieinungen: ER En a . 
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©. +0 +.+6%  =o, 
Cr, +Gr;, + ..+Cr =, 
Gri +Gr3 +-+073 =0, 


Oi GBM +..+0r" =F(a) 
genügen müffen, welche, wie wir. bereitö gefehen haben, geben: 
_t@ „_t@ 
Ar) f (r)) 
wo f(r) wieber daß Polynom: 
u | mtArih th Ar tan 
bezeichnet. Hieraus ergiebt ſich: | \ 


C. 


vos GG) 


f’(r») 


‚G= 





_F(o) _ F (a) _ F («) 
ασ, 


y„= Gyete—e) + u. + Ge” (2 — oe) , 
+ TOD da 4.4 f ET E ad 
I er Tr 
oder: 


y= ECer (=) + 


æ er(s-«) | ' A __ i . 
zf. Fr "ea=zeor[C tar af. Xe du) N 
wo fi die Summe im zweiten Theile diefer Gleichung auf alle 
Wurzeln der Gleichung: 


f)=rtAr'tAr2+.+ArtA,=0 


erfiredt. 


$. 242. In allem Vorhergehenden haben wir wenigflens ftill- 
fhweigend vorausgefeßt, daß die a Wurzeln der Gleichung 
fer)=0 reell und ungleich find; denn wenn zwei diefer Wur⸗ 
jeln einander gleih wären, z. B. 7, =rz, fo gäben bie beis 
en particulären Integrale Cjer:*, Cyer*, weil fie fih zuſam⸗ 
menaddiren: | 


G+O)e=(le: 


und man erbielte, flatt der beiden Conſtanten C,, G nur eine 
C, +0: , welde ihre Summe ifl. Dad allgemeine Integral ent⸗ 
bielte alfo nur n— 1 Conſtanten; allein feine Allgemeinheit läßt 
fich leicht wieder berftellen, zu welchem Zwecke man werfchichume 
Kunftgriffe anwendet, welche wir in aller Kürze angeben wollen 
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Zumächft wollen wir bemerken, daß wir nur bad Integral 
der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil. zu betrachten brau⸗ 
den, weil dur daffelbe die % willführlichen Sonftanten in das 
Integral der Differenzialgleihung mit einem zweiten Theile über= 
tragen werden. 


Erfles Berfabren. Jedes der particulären Integrale: 
yes, y erx,.., der y-et 0, y-ertl0,.. 
kann auf die Form: 
PCD)O, Hlr)=0,.. 


ebracht werden, und wie bei den gleichzeitigen Differenzialglei⸗ 
ungen ergiebt ſi ſich, daß, wenn eine zweite Wurzel r, ber erften 

+ glei wird, zwei Integrale zufammenfallen und eine neue 
eihung: 


PEAD)SO, oder y=re“ 
entſteht, ſo daß die Differenzialgleichung ohne weiten Theil durch 
die beiden Werthe y= er, y= zer” und durch die Summe 
y=(le"+Ü'e*, welche zwei verfhiebene Conftanten. enthält, 
verificirt wird. Wenn auch eine dritte Burzel r3 71 würde, fo 
haͤtte man nicht blod: 

(. -0, Plrn)=0, 
ſondern nd: — 

p—9 *0 


und die Differenzial leichung wuͤrde ſowohl durch die drei werthe 
we, zer, zIerıs, ais durch die Summe: 


Cer.: + O'zers +eWztet 
verificirt, welche drei verfchiedene Gonflanten enthält. Allgemein, 


wenn m —1 Wurzeln Ya,yıTıı ---- Ta gleich r werben, e wird 
die Summe: J 


, Ges Cem +Gest. Ha Does 
welche einem einzigen Gliede Cerı="gleih zu a ten ift, du | 
andere Sumie:- r 8 ‘ ten IR, durch die | 

Ce + "zes + "Je + Oper, 
welche m willtührliche Gonftanten enthält unb dem Inte Ie feine 
Allgemeinheit wieder ertheilt, erfeht. » er ' 


Zweites Berfahren Wir wouen er, te feten, fo 
ri wen nn werden. toll nothwendig * 0 Nm, und ‚man 


Ma 
Ger + OGer—= (ler + Oot?) 
= Ges + Ges (+7 + =; + 7 
*G + C.)e* + Cuzer (Hi 13. +33 +-) 
oder wenn man feet: | 
G+G=6, G=0" 
und dann «=0 nimmt: | | 
Cer=+ Ger= les .+ —* +... 
Wenn drei en Kinander gleich wuͤrden, fo hätte man, inbem 


man 7, =r, te febt 
Ger +Ger+Ger=le*+ — ———*& 


= er (0402404 Ge+0 72 13 tat +.) 


oder wenn man: 
C+G=0, +G:=C", C —* .. 


ſetzt: 
0 er + Ger+ Ger= Ger: +C'ze#+0"zte+.. 
Drittes Verfahren. Wenn man in der —— lglei⸗ 
dns ohne. zweiten Theil y = we'* feht und die befannte Gleis 
ung: 


D: (w)=rvD; «+ an,oD7 tu + D!vD} ?u-+. +uD,v 
berüdfichtigt, fo ift dad Refultat der. Subftitution offenbar: 


uf +Dafd+Daf NH... . 
HD fern + Dia=0, 


wo fr) wieder. das Polynom: N 
m+ArmiH Art. HämırtA, 


ausdrüdt. Wenn nun die Gleichung F (r) —=0 keine gleichen 
Wurzeln hat, fo- wird die vorhergehende Gleichung erfüllt, wenn 
manr=r, fest, wenn r, irgend eine Wurzel der Gleichung 
z (r) =0 und D,s=0 oder u=C, ift, und folglich ift der ae tert 
= Ce. ein. particuläret Integral, Wenn bie . sun 
26 gleiche Wurzeln, jede = r, hat, 6 fo richt biefe 
oppelte auch die Gleichung f —* 0, und der Gleichung 
mit w wirb genügt, wenn man feht: 


KR. 
Du=0, = & +0. 
An diefem Kalle verificirt alfo der Werth: 
y= (Ce +C"zer* 


die gegebene Differengialgleichung, und wenn man auf diefe Weife 
weiter fcbließt, fo e giebt ſich Teiht, daß, wenn. die Gleichung 
fr) =0, m gleihe Wurzeln, jede gleih r, bat, der Ausdrud: 


y=Cer:+C”zer+..+CWzr-1enz 
welcher m verfhiebene Gonftanten enthält, ber gegebenen Differen- 
zialgleihung genügt. 
$. 243. Viertes Verfahren. Wir wollen direct unter 
fachen was der Ausdruck: 
y=2Ze *( 4 A S Xezdr) = ers (C, +2, S Xe- r2dx) 
+ er(C, +9, [ Xerredz)+... 


in. dem Falle gleicher Wurzeln wird. Bekanntlich if: 


= — — (rs—rı)(ra Tu). .(F3—Ta) ’ 


welche Werthe für r,=r, unendlid werden, und es ift a priori 
nicht einzufehen, was die beiden erſten Glieder des allgemeinen 
Integrales werden. Um dieſes zu erfahren, wollen wir —* 


1 
nn Fremen) 
und: | 
n=r, re ‘, 
fo ergiebt "“ 





) 
erız fx wrude = e () — pA_\rı) (r AT 


f z nr „mt 
% (rs) Mr) 
Fan J rem =, 


armen 5 a ae 


_ Pi (r, Me) u, , E 4 —9* 


Gem man nun 73 =r, ober «== 0 fest, fo rebucirt ſich dieſe 
Summe, welche bis auf die Gonftanten C,, C, die Summe der 
beiden erften Glieder des allgemeinen Integrales if, auf ge, 67), 
und man bat folglich: 


s 


.y=Hle) Her Sf Ketwdct... 
Wenn noch eine dritte Wurzel r, = r, wird, fo wirb auch Ne 
—3 — und um zu erfahren, was das Integral wird, wollen 
wir jeßen: N. 


ı [Serien 


(r—r,) (r—t;) ... (r—ra) e 











und: 
. 73 — 71 4 € N \ 
fo kommt: | 
⸗ — 220 (r) op; Pr) 
Pi 6) = = — , (er I BP — au, 
_ — (73) Yılr)) _ Yalrıta) 
nr) ee! 
Pa ( g' Ar 
—E [Rear — ur — en 42 ) 
ee alt) 


es 


Wenn man alfo rz=r, oder e=0 fekt, fo wird das ‚“llgemeine 
Integral bid auf die Conflanten C,, C,, C, folgendes 


y=r 5 — D——— 


Wenn vier Wurzeln einander gleich wuͤrden, ſo fände man, wenn 
man feht: 


AN=rZT).. 5 ers | Le "’dz 
und wie vorbin fchließti | 

y =133 9” (m) -+iers® Xewlic... 
Allgemein, wenn m Wurzeln ori r, find, fo feßt man: 


= ſcvxC- 
und alsbann vo man: \. | 
(eye Be gEzD He (Xetra... 


Um diefe letzte Formel (a) fireng zu erweiſen, braucht man offen» 
bar nur zu zeigen, Daß fie, wenn fie in dem alle ın gleicher 


Bureln richtig if, auch tod in dem Falle m-+1 geicer Bur- 
yeln flatt findet, was ſich leicht auf folgende Weife darthun läßt. 
ie wollen fegen: 
1 
(Tui) -- Fr) 


N (r) = 
fo ift: 


er? fie dr ‚ Ta r,+ & 


P=(r) 
0 =r 


pet f Xe-teht de— ehl= nr, 
Betrachtet man ferner die Größe: 
206 — 1 
r— 1-2 
als ein Product wo, fo hat man: 
(m--1) 1.23...m—3) 


(a 1.2.3... (m— 1) 


Der N=— (rt — r)” Pat) — I (« —n —AX— — — 
Zur ud 9E 





x Pu(r) 


_Ppm(r) 1 p'a(r) 1 p'(r) 
23. — Ir) +73 — | 
und hieraus ergiebt fih: Ä 1 


1 | 
Irene 
en) get) _ 1 greln) SEHR uk 
.- 


I ei 13 = "  1493.(m-1) € 


Palrı +8) v⸗ (r,) — 1 pm () _ I p"(r)) 
— 7 — — 13 1 
ER WER u 2? 
133. al) « 


—XE f Xethtdzt..— 
Pe, +3) Himpechı f Xe'hrds+.... 
Setzt man ndlid run =rı, oder e=0, fo findet man: 
— + mern [Krane 
ehrtte ormel () I} Shen ao —— 


Durzeln richtig iſt, i | fuͤ 1 gleiche Bu , 
e glic Re allgemein. Burzenn, 
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Es bleibt nun noch der Werth von gez (*,) zu beftimmen 
übrig, um darzuthun, daß dad Integral wieder n ver chiedene Eon: 
ffanten enthalt. Nun ift aber: 


Im-ı (= rar) (ta)... (rt X ef Xe: dr 
= fa (r)x Er), 
wenn man ſetzt: 


U 


en) = Fr) ra +2). (PTR) ’ 
f(r)= er: [Xe":dr; ’ 


folglich: _ | | 27 
Den) +" — Ip 6) fe) " +. 
+. 


Ä Henn man in biefer Gleihung r, für r fest, fo ift die Function 

a-ı(r), fowie jede ihrer Ableitungen, eine Zahl und es bleibt 

folglich blos noch übrig, die Werthe der fucceffive Ableitungen von: 
f(r)= er [Xe "dr 

zu finden. Nun iſt aber: 

f(r)=er (ze [Xetde— [Xxer de)=ers ff Xeiredas, 

f” (r)=ert(et f Ketde— 2rfXxe "de+ [ Xrte- de) 

=12.e”[ffXe-":dr?, 


‘ > ‘ 
. 209 7 ev 8 8 BB B 8 L r CV CD Tr DL CT TD CS CF CT Cr Tr CD TB DL TC L CL CB DD CC CB CC BD 


und endlich: 
PU) = 1.23... (m—1)er Sfff..Xe: dar. 


Subftituirt ‚man dieſe verfchiedenen Werthe in die Gleichung, 
weldhe ẽ?c55 "(ri) giebt, nachdem man r=rı geſetzt hat; fo findet 
man: 


— — (m—1) 
123..(m - 1 Pu (rn) 
Zerslfarln YSS-SRerdr HfmilSISS-S Kenia.) 


Wenn man bemerkt, daß vermöge ber in der zehnten MWorlefung 
abgeleiteten $ormeln ein vielfached Integral der mien Debnung 


SIS- SF oda“ 


einer um die Summe: 
Moignaso, Jutegralrechnung. 30 
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C +62 +6G2+.+ a 


vermehrten Function von x gleich ift, fo ergiebt fi, daß ber Werth 
von HE (ri) und folglich das gefuchte Integral m verichiebene 
Gonftanten enthält. Um das vielfahe Integral in einfache zu ver⸗ 
wandeln, müßte man fich der Formel: j 


... SF (&) da* | 
SISS z-ı [F ()dr— (n—1) x (zF(z) dx 
a 4 ae a3 ( zıF (2)dx 
1.23... (n-1) J (n-1{n-2)(n-3) 


153 DEE a)de.. 1/2" Flz)de 
+C+C0”r+60”r+..4 097) 


bedienen, welche fich leicht aus den verfchiedenen im $. 65 abgelei= 
teten Formeln ergiebt, und welche man unmittelbar durch mehrere 
theilweife Integrationen verificiren Tann. 

$. 244. Dad eben befolgte Verfahren hat mit einer der 
Methoden, weldhe wir zur Integration der linearen Differen ial⸗ 
gleichung angewandt haben, viel Aehnlichkeit, und die gehoͤrig 
entwickelte Gleichung: 


Selts—t)8 da f. jertela de [Ke"rdr 
(Ayyzens +0’ Jets )rdr S.. Jet rar 
+0” fer Dr ar f... [et TR de... 
+ ce) ferne dc C 
oder ihre transformirte Gleichung (B) in $. 237 geben in allen 


Fällen den Werth des allgemeinen Integraled mit m verfchiebenen 
willtührlichen‘ Conftanten. 


Wenn alle Wurzeln rı, "2, -..., 7" der Hülfsgleihung 
fer)=0 einander gleich wären, d.h wenn man die Differenzial- 
gleihung: —* 

n n— n— —- 

D;y-tarı Di 'y—n = r}D, ’y+.. 


(n—1) n— 2 ” 
rn 13 rı 'Diytarı 'D,yFr=0 





zu integriren hätte, deren Hülfögleichung: 
(r—r,)"=0 
ift; fo erfchienen alle die Coefficienten A, , An, Agy .... m unter 
ber Form des Unendlihen; aber wenn man bie vorhergehende 
Sormel berudfichtigt, jo findet man: 
y=e[ [drfdxfdr..[XerdirtO /[[f. [ar +OS[[f..Sde"... 
+Ce-9 far +09]. 


ir 
Der zweite Theil dieſer Gleichung iſt offenbar die Entwidelung 
von: 


er fff..[ Xedır, 
und man bat folglich: 


y=er# (ff... [Xerda*, 
oder wenn man entwidelt: 


ar! [Ketwde— (n—1)2?[ Xre-# dr... 
ES Krtemrdı 
+-U2r11.07272+ 4609) 24 0% 


$.245. Betrachten wir endlich den Fall, wo einige der Wur⸗ 
jein der Hülfsgleihung imaginär find. Da die imaginären 

urzeln immer paarweife vorkommen, fo braucht man nur bie 
beiden Glieder der vorhergehenden Formel zu betrachten, welche 
zwei conjugirten imaginären Wurzeln entfprehen. Wir wollen 
alfo annehmen, daß man habe: 


Tj —=a-+-ß Vi, n=a—ß V-i 


und mit R die Summe der ben reellen Wurzeln entſprechenden 
Glieder bezeichnen. Die beiden Goefficienten &, , A, konnen ima⸗ 
gindr fein, und man hat im Allgemeinen: 


A| —A+B VI, M A—B VA, 


woͤhrend die uͤbrigen Coefficienten immer reell ſind; denn ſie ent⸗ 
halten gleichzeitig die beiden Factoren: 


G r)=ta—a—BV T, r. - .. VD, 


deren Product = (r, — 4)282 if. Demnach hat man: 


_ Er PN TÜC, + [Ken er Tan) 


en 
I 1823..(a—]) [ 


y A+BY-i 
erg PEY TI(C, + fXeretrher-i) 
+ AÄ-Bya | +R, 


oder wenn man auf beufelben Menner redneirt, bemerkt, daß: 
er VA cospe+Y —Tsinßr 


ift, und mir 200, 2C” die unbeflimmten Conftanten C, + ©, 
(O. — CO) VI bezeichnet: 


yarten- (Aeos dr + Bein ET ar 


4 Qeus (A sin 4 - Bcos 2 Xe “sin B:.dr) +R 


4 





EB 


Die Integrationen im zweiten Theile dieſer Gleichung laſſen ſich 
in jedem efondern Sale leicht verrichten; denn nad) $. 29 hat 
man: 





/e sinbrde = = (a sinbr — r cosbz), 


f: arcosbrdr = Fre (la cos br— b sin bz), 
aber: 
dXfas sin beda—=dK / 0° sin bada + Karin — * | 


folglich : 
J Ka’ sin bedix—X / a’sin brde— [dX Sa: sin bædæ, 


und wenn man fuͤr Je a sin brdz feinen Berth. fubftituirt ; ſe 
kommt: 


H Xuf sin brd«— — (la sin br—cos bx)X 


a, un SDR as sin brdr 4 —— a S® X conbadz, 
und ebenfo fände man: 


/ Xa: cos bed —= ar (la cos + bsin br) 


a fi D.X.a* oos brdx — 121: 77 wuft D,X.a*’sin badr. 


Subftituirt man in diefe Formeln fucceffive: 
D’XundD; X, D;XundD; X, D; Xund DZ X,. 


für X und D,X, fo erhält man eine Reihe von —* wel⸗ 
che die Werthe von: 


SD.X.a: sinbede, f D.X.ar cosbrdx; 
SD:X.a:sinbrdx, DX. as cos bad, ... 


geben, und folglich auch durch fucceffive Subftitutionen die Werthe 
de ſuchten En ntegrale. Auf biefe Weiſe findet man, wenn man 
l.a?—=m, lLa=n febt: 


Se sin br de — 


an 


« 


ee 


AZ 








——— 


8 








+ —(n cosbt + bsin bz)\: 
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H Xa® cos badæ — 


— m Qeosbe eine) [x*p; x+ = —— “2 x— e —— DX- .] 


In? * DIX+. J. 





— (n sin bx —bcos —X D.x— 2 —p x 


Wenn man a=e*, b=B, folglid : 
 la=—o, lat=ol, m=a!+ßl, n—=—a 
fest; fo kommt: 


u 


— 


SRe« sin ßrdr— 7 


ad. 
X+.D ee zX 
a(a?- 
A — D: :X+.. 





— rm (a sin Bc-+-B cosßr 


Be-** . ü 2 22 n3 
Trap sinß.x-a cosßr) [D.X + zD3X + (a2+ a) DiX+..), 


fı Xe-*2c0s Brdr— | 

ar? 2 

— Aepp (acos fr ns er | 
ra Bü t- 

1x 2 da? — 6°. 

+ cosßr-+a sioßa)]| D-X Dx Ho. | 


welche Formeln fich leicht anwenden laffen. 

Unterfuchen wir endlih noch den Fall, wo eine imaginäre 
Wurzel rı zwei- oder dreifach vorkommt. Es ſei z. B. r, = 
a-4-8 V-T eine dreifache Wurzel und 2 6VA die conju= 
irte Wurzel derfelben; fo ift der Theil des Werthes von y, wel- 
cher diefen beiden Wurzeln entfpricht, wenn die Differenzialglei- 
hung feinen zweiten heil hat: 


y= eh? (C+-UÜT+ED+ ET (C++ cr” 
— HYDE HC" +0” ed+ el PV Die + e'rte”r2) 
er CeaV IL ceFrt H+x(CreßeV 1 + re PeV -ı) 
+3” 1 + cre Pr) 
—e= (O cos Br -+- c' sin Br) + x (U cos ßr+- c” sin Br) 
+ 22(C” cosßx + c” sin Br) 
=e"[(C, + C,2+ 679). cos Br + (ı +2 + rd sing x). 
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6. 246. Anwendungen — I Die Differenzial 
gleihung hat feinen zweiten Theil. 


Beiſpiel 1. Es fe: 
D y— 120% y+62D3y — 172D! y 4266D. y — 160y=0 
die gegebene Differenzialgleihung , fo ift die Hülfsgleichung: 
rb - 12rt-+ 6278 — 17273 + 266r— 1600, 
ihre Wurzeln find: 
n=2+2/7{1, n=2—2Y7T1, 
n=3+ VA, n=I3—Y-T, tr? 
und man findet: 
y=e=[(C, cos?z + C,sin2z) + & (C, cosz+C; sinz)+ G;] 
Beifpiel 2. Es fe: 
Dsy—11D;y+64D,y—Hy=0 
die gegebene Differenzialgleichung, fo ift die Huͤlfsgleichung: 
’ r3— 1472 64 -—W = 0 
und ihre Wurzeln find: 
6b, n=4, nf. 


‚ Wenn man in der Formel (A) nur die Glieder mit den wil- 
kuͤhrlichen Conflanten nimmt, weil X=0 ift; fo hat man: 


y=e#(C, Se®dz/de+C, Se »®de-+C,). 
Nun ift aber: | 
Gera [k=— esch), 


2 
G,/[ e#rdr=— Ser; 
folglich: 
yzel(Cr+C"+C”e2). 


Beifpiel 3. Die gegebene Differenzialgleihung felz 
D;y— 807 y+26D} y—48D.y+45y=0, 
fo ift die Hülfsgleihung : 
rt 83 + 20r!-— 48, +40 
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und deren Wurzeln find: 
n=3,n=3,n =1+2Yi, „1-27. 
Diefelbe Bormel (A) giebt: 
BR [er UN Hafea Ag ] 
| + fdzfe HT YTedr +0, fdr+C, 
und werm man entwidelt, fo findet man: 
y=e*[C, cos?r+ Cꝛ sin 27 +e* (Gr-+C,)] 


Beifpiel4 Es fe: 
Diy— andy 4 02 


+ mp2 yFnm! Dytr’—0 


die gegebene Differenzialgleichung, fo ift die Hülfsgleichung : 


ma 92 4 FrAIt Ar 0, 


weiche lauter gleihe Wurzeln hat,, und das allgemeine Inte⸗ 
gral i 


=en3(C, 214 0,207? + Cr 3+-..+C,,2+C,). 


8. 247. - U. Die Difftrenzialgleichung hat einen 
zweiten conſtanten Theil: 


DVADIVAA. DSACD.VVA. ySA. 


An ber Formel (B) kann man die Conſtante X = A ſucceſſive 
aus allen Integrationdzeichen heraußtreten laffen, fo daß man hat: 


yAenı? feltsTDedr fets Tr dr... [er Tr-Ndz fe —re0 dy 
+Ge Ge #7-+..+ 0, _ 
Nun ift aber: 
Se T"dı= 7 = et, 





Je ir -1)8 dr Se rede — — fe 11-18 de = Fr e7-ı2, 


und wenn man biefe fucceffiven Integrationen bis zu dem erften 
Integralzeichen. fortießt, Die Multiplication des legten Integraled 
mit er verrichtet und bemerkt, daß dad Product aller Wurzeln 
Yı, Far +...r Tai, Tu der Hülfögleihung dem leuten Gliebe A, 
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berfelben gleich iſt; fo erhält man für bad vollftaͤndige Integral 
der a Differenzialgleihung : 


+ Ger + Ge. +07 + Gert: 


Wenn zwei Wurzeln ber Hülfegleihung imaginaͤr und gleich 
— waͤren, ſo haͤtte m 


y=7 + e**(C, cos ßr-+ C, sinßz) + Czers’ + ..+ ner, 


und wenn alle Wurzeln der Hülfsgleichung einander gleich wien, 
fo giebt die Gleichung (B), wenn man wieder die Eonflante X=A 
aus fämmtlichen Integrationszeihen heraudfegt: 


=er(Afdefdr.. Set:dc+C,/[/J..f der-! 
+OGSSJ.de + ..C). 
Es iſt aber: 


ı AfSdaı[de.. ſectæ dxc 3 e 
und außerdem 7 == A,; folglich: 

A 
y-,,terGr+ Ge. Oz +0. 


' 


6. 248. - II. Die Differenzialgleihung bat einen 
veränderlichen zweiten Zheil. 


Beifpiel 1. Es fei die Differenzialgleichung: 

| Diy—7a!D: y+baly=z? 

gegeben, fo ift die Hülfsgleichung: 
r® — Tatr -+-6a°—=0 
und ihre drei. Wurzeln find: 
Y,=—93a, YTr=?2a, 7 =uü. 
Wenn man wieder die Formel (B) anwendet, fo findet man: 
yes (ea dr [e-=dı Saends +0, 8a - Ge +-C,e=. 
Nun ift aber: 
—az 2r , 2 

Szte- “dr -— aa +3). 
folglich: Ä 


— DE 
Je dæſære- a de= 6 
Jede [fe "dx See wdı= 2 + 2 + =) 


und wenn man fubflituirt; fo erhalt man für das allgemeine In⸗ 
tegral ber gegebenen Differenzialgleichung : 


= (at + S)+ tet leuten, 


Beifpiel 2. Es fei die Differenzialgleichung : 
D;y+aD.y—6a’y=b* 
gegeben, fo ift die Hülfsgleichung : 
r!--ar— ba? —=V0 


und ihre beiden Wurzeln find n—=2a, rr — 3a. Die Formel 
(B) giebt: 
yo fe-sede [breissda + C,es +6, eds; 


ed ift aber: 
be’* 
Sberdı— J (beie)dr = en 
folglich : 


sa u (be- 20)⸗ 
Si € dt S b’ drdr = (15-4 3a)(16—20) ⸗ 


und wenn man fubftituirt ; fo erhält man als das gefuchte In⸗ 
tegral: 


— be _ 
9 — FIR 20) +0 e# + 0,e%e. 


Beifpiel 3. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 
Diy —3D} y+7D.y-y=i, 


fo ift die Huͤlfsgleichung: 
— I+7r—5=0 


und ihre drei Wurzeln find: 
n—=1+2Y- I, n=1-21-1, s—i. 


Zerner iſt: 
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ein-n) n—r)=-8, 
* = (nr)(r—r) =—8, 


Den-n)a-n)= 4 
und die Formel (B) giebt: 
y--— = [cos2r (C, + Sz°e”* cos 2xdr) + 
sin 22 (C, + /z’e* sin 2zdr)) + 7 (O. + /zte dr). 


Um das gefuchte allgemeine Integral unter endlicher Form zu er 
halten, braucht man nur die aus den oben erwähnten Formeln 
abgeleiteten Werthe der beiden Integrale: 


S ze’ cos?xdr, [ z’e* sin2rdr 
zu fubflituiren. 
Beifpiel 4. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 
Dy+AD,y+Ay=X, 
fo ift die Hülfsgleichung : 
rı+-Ar+A,=0, 


und wenn man annimmt, baß ihre beiden Wurzeln imagindr find 
nämlich: | 


| 
| n=a+BY I, n=a—B 71; 
fo hat man: . 
n—n=Y A, nn =—BY 71, 
y=% [sinßz(C, + [Xe-" coszdz) 
| + 00582 ꝛ [Xe-= sin Brdz)). 
& ſei z. B.: 
Di y+2D.y+3y=z, 
fo ift: 
4, =2, A,=?2, X=rz, a=—1, B=1, 
y — Cı sinz +6, BF Li). 


Beifpiel 5. Die gegebene Differenzialgleihung fei 


#75 ’ 
Dy+Ay=X, 


welches die Gleichung des berühmten aftronomifhen Proble⸗ 
Bevor den ee Körpern if; ſo ik r + A 0 die 
Hülfsgleihung ; ferner: 


n=VAV-I n=—VÄAV-T e=0, B=VAa, 
und man har: 


yVi=sin(zY A)[C, + /X cos(@V A)dz 
+cos(eV A[OG,— /Xsin(zV Ajdr. 


Beifpiel 6. Es fe: 
D!y—8D! y+23D!y — 28D,y+12y=r 
die gegebene Differenzialgleihung, fo ift die Hülfsgleichung: 
rt — 8r!-+ 23r3— 28r + 12 = 0 
und ihre Wurzeln find: 
=, n=r, nl, n=3. 
Die Gleichung (A) giebt ferner: 


_ drfe-defe®drfze®de+ C, Sdrfe-"dxfe”dr 
, el Karel —— Ey c,) 


und wenn man entwidelt: 
7 
vantztGze+ier+Ger+ Ce 


Beifpiel 7. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 


” n— n(n—1) n— 
D;y—ar,D; Iy-+ F 7De ’y+.. 


—arı Dıy+triy=X, 


fo ift die Hülfsgleihung (r— rn)" —=0 und alle Wurzeln derſel⸗ 
ben find einander gleih. Bedient man ſich in diefem Falle wies 
Der der Formel (a, fo findet man: 


re] 





en? 


y-733.) * J Xrrie Tırdr 


+02. + 02 +.+0_12+0C 
Beiſpiel 8 Es fei: 
Diyta'y=X 
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bie gegebene Differenzialgleichung,, fo iſt + a*—=0 die Hülfe- 
gleihung, und wenn n eine ungerade Zahl iftz fo iftr-ta 
einer der Factoren des erfien Grades oder r= — a eine der 
Wurzeln und alle übrigen Factoren werden bucch den Ausorud: 


r3—2ar cosS-- a? 


. +1 m: ’ 
gegeben, worin 3 = —— iſt. Der der reellen Wurzel ent: 
fprechende Theil des Integrales ift: 

e-as /Xeædu, 

wahrend jedes Paar imaginaͤrer Wurzeln ein particulaͤres Inte 
gral: 
eas cos® [X cos (+ ax sinS) [ Xer= 0% cos(arsinS) dr 

nar-! L+-C,sin(S+arsin$) [ Xe 09 sin(arsin$) an | 
giebt, und um dad gefuchte Integral Bu befommen,, braucht man 
nur die Summe aller der Glieder zu bilden, welche man erhalt, 
wenn man für S fucceffive alle Bielfache von =, welche kleiner 
find als m, ſetzt. Wenn n eine ungerade Zahl iſt, fo ift eins 
diefer Bielfachen = — — nr, welchem einerfeitö die reelle Wurzel 
r=—.a und andererfeitd das Glied: 





e—az 
% narı) Ke=dx 
entfpricht, welches man auf die Hälfte rebuciren muß, weil nidt 
a?-+-2ar +r?, fondern a+r ein Factor des erften Theiles ver 
Gleichung = +ar—0 ift. 
Wenn X=0 ift, fo wird jedes einem Factor des zweiten 
Grades entfprechende Glied: 


__9pax coS 9 
e— [C,cos($+ arsinS)+Gsin (Star sin 9)], 
welches man auf folgende Form bringen kann: 
Cesz°08% cos(c-axsin®), 


wo c einen beliebigen conflanten Winkel bezeichnet. 
Beifpiel 9. Es fei: 


D;y-a'y=X 


bie gegebene Differenzialgleihung, fo ift r —a"—=0 die Hülfe 
feihung, einer ber Factoren des erfien Grabeö=r— a oder eine ba 
st serfeiben r=a, und dad entfprechende Glied des Inte 
grales ift: u 


⸗ 
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5* ea S Ke-.z dr. 


Wenn n eine ungerade Zahl ift, fo ift a+r aud ein Factor, 
r=—a eine Wurzel und der entſprechende Theil des Inte⸗ 
grales: 


ı 
Zar = [Xe= de. 
Jedes as imaginären Wurzeln wird durch den Factor des zwei- 
ten 
— 2ar cos$ ta} 


gegeben, worin. = — — ;ft, und der entfprechende Theit des In⸗ 
tegrales iſt: 


Jeaz con 9 E cos(I-+ arsin I) f Xe-%s ? cos(ax sin$) 
na? |4-CO,sin(S+azsin$) [ Xe- «0% sin(arsinS)dr] ’ 


und um endlich das gefuchte Integral zu erhalten, braucht man 
nur die Summe aller der Glieder zu bilden, welde man erhält, 


wenn man für 3 fucceffive alle geraden Bielfachen von > =, welche 
Feiner fi Ir ald n, febt. Wenn n eine gerade Zahl ift, fo find 


0 und —— = 2n zwei diefer Vielfachen, welchen die reellen Wur⸗ 
zen ‚a, r=— a und die Glieder des gefuchten Integrales: 


ae [Ken de, ar ef Xe dz 


entfprechen,, welche man wieder aus dem bereits angegebenen 
Grunde auf die Haͤlfte reduciren muß. 


Beiſpiel 10. Die gegebene Differenzialgleichung ſei: 
D DR... DIDIVSD.VSIX, 
ſo iſt die Huͤlfsgleichung: 


++. +ri+tr3-ri+r—=0 
oder: \ ' 


Henn a1 eine gerade Zahl if, fo ft r=—1 eine der Wur⸗ 
zein diefer Gleichung, wicher das Glied: 


er e-* [ Xerdx 
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entfpricht. Jedes Paar imaginärer Wurzeln wird durch den Fac⸗ 
tor ded zweiten Grades: 
r3— 2r cosS+1 


Ir 
rin s— —** iſt. Der entſprechende Theil des Inte⸗ 
grales iſt: 


4 es cosꝰ sin 48 C,sia4 (3394-27 sin S)fXe* cos Icos(xsin Se 
“pi -C,000}33-42z:n3) [ Xe-* 0° sin (rein S)dr 


und um dad gefuchte Integral IR erhalten, braucht mar nur die 
Summe aller ber Glieder zu bilden, welche man erhält, wenn 


man für © fucceffive die geraden Vielfachen von Hi fest. 


Wenn X—=0 wäre, fo würde der einem Paare imaginärer 
Wurzeln entfprechende Theil des Integrales: 


e* oo⸗ꝰ (C, sin}(33 +2rsin S)+C, cos 4 (30 +2rsin$), 
oder einfacher: 





Ce cosꝰ ons (c+zsin$), 


wo c ein beliebiger Winkel und C eine willtührlihe Conftante if. 
Beifpiel 11. Es fei: 


D’y ADS 'y+ AD ’y-- AD ®y+.. 
+-A.,D,y+Ay=ar a2 +a0r+.+an1cto 


die gegebene Differenzialgleihung, fo wollen wir bderfelben durd 
einen Werth von der Form: 


| yaber+bent ber. + ber ct bu 


e genügen ſuchen. Subftituirt men für y diefen Werth, fo fir 
et man: 


Anbz® + Anb, or martatt. Au TH On 
+A,_ dar 


und zur Beflimmung der m+1 Goefficienten b, bi, .... & ba 
men bie r+1 Sleihungen bes erſten Grades: 


A,b=a, A,b, +As-ı mb=a, ,... 


Kennt man yı, fo wird dad allgemeine Integral vollfiändig g 
macht, wenn man zu diefem Werthe yı dad Äntegral z ber Di 
ferenzialgleichung ohne zweiten Theil: 

»z+ AD" z+.+4_,D:z+Az=0 
addirt. 


479 
Beiſpiel 12. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 
—A 
—=Acosmc-+Bsinmz, 
wo A, B, m gegebene Conftanten find. Set man: 
| yı =acosmzi -+-bsin mr 
und fubftituirt, fo erhält man eine Gleichung von der Form: 


o(Geoser+Hsinsr)+b(Kcosmr-+L sin mz) 
—=Acosmr+Bsinmz, 


wo G, H, K, L von m abhängige Eonftanten find. Diefer letzten 
Gleichung wird daher genügt, wenn man hat: 


_AL-— BE p— Pe —AH 
@ = SD-IBE’ — SEHE’ 


und diefe Werthe von a, b find fo lange zuläfjig, als der Nenner 
GL—HK nidt =0 ift, und wir werden ſogleich fehen, wie man 
verfahren muß, wenn dieſer Nenner verſchwindet. 
Wenn der aus zwei oder mehreren Gliedern von derſelben 
Form beſtehende zweite Theil X folgende Form haͤtte: 
XVÇ òS A cos mæ Bieain m A cos mo- B'cos mæ .., 


ſo koͤnnte man das particulaͤre Integral y, mit der größten Leich⸗ 
tigkeit erhalten, und wenn man y=u--v fest, wo u, v mei - 

I neue Veranderliche find, und in die gegebene Gleichung fubftituirt; 
fo kann man diefelbe.in zwei oder mehrere neue Gleichungen: 


D;u+ADY'"u-+..+A,u=Acosmz +Bsinmz, 
) D; v ADI v+... +Asp=A'’cosm’r 4B sin m’z 


erlegen. Werfährt man auf die bereitö angegebene Weife, fo 
r dann man zwei particuläre Integrale: 


u=aoosmiT+bsinmr, v, =a cosmx-+b'sinm'r 
diefer Gleihungen beflimmen, und die Summe y=u, +vı diefer 
beiden Integrale verificirt offenbar die gegebene Differenzialgleis 


chung, deren allgemeined Integral durd den auf die weiter oben 
_ angegebene Weile beſtimmten Werth von z vervollftändigt wird. 


” Beifpiel 13. Die gegebene Differenzialgleichung fei: 
Diy+y=cosz, Ä 


fo findet man durch Anwendung der vorhergehenden Methode, daß 
Der Nenner der Ausdruͤcke von a,b Null wird, und um in dieſem 
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Falle den wahren Werth des Integrales zu erhalten, wollen wir 
von der Differenzialgleichung: 


D’y+y=cosar 
suchen; fo findet man für ein particuläreö Integral diefer Eli, 


cos nz 
—_— nn’ 


1 
a — 1— 1—_n3/ b= =0, yı=7 


und wenn man das Integral ber Differenzialgleichung Diz+z=0, 
welches offenbar gleich ’cosz+C C’ sinz ıft, wo ©’, C” zwei 
willkuͤhrliche Conflanten find, mit z bezeichnet; fo ift das allge- 


weine Integral der Differenzialgleihung Di y-+ y = cosaz fol: 
gendes: 


y = +Ccosr+C’ sinz, 


oder wenn man = C- ſetzt: 


cos 02 - cos ꝙ 


—— — +C coss+ C’ sinz. 


CO8 0.7 — COS 


Nun erfcheint aber der Ausbrud — 75 ” unterder unbefimur 
ten Form $ für a=1, und der * Beth beffelben ift — 
folglich iſt das allgemeine Integral der Differenzialgleichung: 
| D’iy+y= cosz 
folgendes: 
wu 





+C eosz+C’ sinz. 


Zu demfelben Reiltte gelangt man, ‚wenn man ben v Allem 
bert’fchen Kunftgriff anwendet; denn fegt man n= 1-4, I 
verwandelt fich das allgemeine Integral der Differenzialgleichung: 


Diy+y=cosaz 
in folgendes: 


_c08(2+ er) 


y= Zara) rlcosz +C'sinz. 
Run ift aber: u 


cos ce eos æ cos eæ —- ain æ Sinaæ 


he —:2(d+°) 


481 


und wenn man cosez, sineæ entwidelt und C’ +-45= C 
ſetzt: 
cos æ (C +Ad)-+sinz (c' +37; +Be), 


wo A, B zwei Goefficienten find, welche für e=0, n=1 nicht. 
unendlich werden. Man hat affo endlich: 


-’7 x 





+C’ cosxz+Csinz, 


was bereits befannt war. 


Moigno, Jntegralrechnung. 31 
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Acht und dreißigfte Borlefung. 


Integration einiger linearer Differenzialgleihungen der „ten Ordnung mit 
veränberlidhen Coefficienten. 


$. 249. Wir wollen zunächft die Differenzialgleichung: 


” A, 2] A, * 
D,y+ 2 iz D> y+ (+23 Ds» ’y+. 


An 
tapap = 
betrachten. Wenn man fekt: 
y= (a +ba)r, 
fo fommt: 
rr—1) (r—2).. (r—r-41) 
+ Ar (r—1)..r—r+9)+.-+A4-ır ra=f(r)=0 

und hieraus folgt, daß der Ausdrud y=(a+ bz)" der gegebenn 


Bleichung genügt, wenn man für r irgend eine der m Wurzeln 
ri, P21...., 7% der Bülfdgleihung fr)—0 fegt. Die n Groͤßen: 


(a+br)"ı, (a+be)", nu (a+ br)" 


find folglid eben fo viele particuläre Integrale ber gegebene 
Differenzialgleihung, und das allgemeine Integral derfelben if: 


y=C (at) +C,(a+b)"+.. + (+ bz)". 


Vermittelſt einer ganz ähnlichen Methode, wie bie in Worlefung % 
befolgte, kann man leicht von biefem Integrale zu dem ber Diffe 
renzialgleichung : 


” Aı 1 A n— Any 
D,y+ 2. aD: traum: Yy.t+ om X 
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übergehen, und wenn einige ber Wurzeln 77, ?2,...., 7, einander 
leich, oder imagindr würden; fo müßte man ganz diefelbe Trans 
Fnemationsmethobe anwenden, wie die, welche wir bei einer line- 
en Differenzialgleihung mit conftanten Coefficienten angewandt 
aben. 
Wir wollen z. B. die Differenzialgleichung ; 


2 A, Ay 
Day +72, P: y+ (fd 0 
nehmen, fo ift die Hülfögleichung : 
r(r—1)+Aır+ A0 


und wenn r,, 72 bie beiden als ungleidy voraudgefesten Wurzeln 
derfelben find; fo ift das gefuchte Integral: 


y=C,(a+ 52)" +C,(a+ br)" 


Um zu erfahren, was ftattfindet, wenn diefe Wurzeln einander 
leich werden, wollen wir das gefundene Integral auf folgende 
Form bringen: 


y=C$lrn)+GHAr:). 
und feßen: 
72 -r, te; 
fo ergiebt fi: 
. lr)= Her + )—=Elr)+ ep (rn +39, 
y=(0, +0) )+C2eH C "Hr +3) 


und wenn man zu der Grenze übergeht und bemerkt, daß: 
%(r)=D,(a+be) = (a +brVl(a-+bx) 


ift; fo fieht man, daß das Integral, wenn die beiden Wurzeln 
einander gleich find, fich in folgendes verwandelt: 


y=(atbr)"ı[O+C"\(at+be)). 


Ebenfo ergiebt ſich, daß, wenn drei Wurzeln 71, 72, rs einander 
gleich find, das allgemeine Integral folgendes ift: 


y=(a+br)n[C + C" l(a-br) + C"l(a-+ 5x)? 
+ C, (a + ba)r⸗ + ... 


$. 250. Als zweite Anwendung wollen wir die Differen- 
zialgleihung: j 


D2y-HX,D.y+Xy=X 
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betrachten, fo brauchen wir bekanntlich nur ein particuläred Inte⸗ 

gral der Differenzialgleihung ohne zweiten Theil: 
D!z+X,D,z+X%,2=0 

zu kennen, um die Differenzialgleihung mit einem zweiten Theile 

auf eine Differenzialgleihung der erften Ordnung zurüdzuführen. 

Es fei z, bieje® particuläre Integral, und wir wollen y=uz, 

feßen, fo ergiebt fich dur Differenzirung: 


D, y= uD;z, + 21 D.u, 
D?’y=uD?z, WDi D.u 2 Diu. 


Subſtituirt man in die gegebene Gleichung und reducirt, ſo fin⸗ 
det man: 


(2D ,.z, + X, 21) D.u + zı Dꝛu — X, 
und wenn man D,u=v fest: 
z,D.v-+ (2D.zı + X,2)0=X. 


Aus diefer legten Gleichung ergiebt fi der Werth von v, und 
man erhält: 


u=C+/[vdr, y=z (C+[odax). 
Beifpiel. € fei: 
D:y+X, y=X, 

fo ift die Gleichung mit z: 

| D2 z+X,3=0 
und die Gleichung mit v wird: 

z,D,vo-+2wD.z, =X, oder z,do+ 2odz, = Xdr. 

Multiplicirt man mit z, und integrirt, fo erhält man: 


e=0+f. Xzıdr, 
X 
u=C,+ tue 


y= Orte [tl Fade de. 


Dad allgemeine Integral der Gleihung mit z if: 
d 
= Ca+0m f. 3 


20 


⸗ 


— 
Um die Ordnung der Differenzialgleichung ohne zweiten Theil zu 
erniedrigen, braucht man bekanntlich keinen particulaͤren Werth 


von z zu kennen; aber die neue Differenzialgleihung der erften 
Ordnung ift nicht mehr linear, und man braucht nur zu feßen: 


"de, 
ze“ *0 


PH 
id 
D,z = te Sa —=tz, 
Di z=tD,2+2Dt=Dit-+19z,... 


Subflituirt man diefe Werthe in Die gegebene Differengialgleigun , 
fo wird z ein gemeinfchaftliher Factor und es bleibt eine Di 


woraus folgt: 


iffe⸗ 
renzialgleichung mit t von der erſten Ordnung, welche aber nicht 
linear ift, weil fie Potenzen von € enthält. 

Beifpiel. Es fei: 


D? z +X2=0, 
fo ift die Sleihung mit t: 
Dt +1? + %,=0. 


Da ferner Dz—=7’—=tz ift, fo hat man: 


t = 2 
2 
und es fcheint, daß ber Werth von L, wie der von z, zwei Con⸗ 
ftanten enthält, was nicht der Fall fein kann, weil die Gleichung 
mit t von der erften Ordnung iſt; allein die beiden Conſtanten 
des Wertked von £ rebuciren fich wirklich auf eine einzige. Denn 
der Werth von z wird durch die Gleichung : 


.x ds 
=04+G4f, 29 


= 02 +02 
gegeben, wenn man feßt: 


x ds 
u 


und man bat folglich: 


oder: 
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$. 2351. Wir wollen XZ,—=— ar” fehen, wo a ein conflans 
ter Coefficient ift, und das Inteyral der Differenzielgleihung: 


D: z— an = 0 N) 
fuchen ; fo wird die Gleichung mit t: 
D.t+t!=ar*, oder dt + Ydr= ar"dz, 


welche die Riccati’fche Differenzialgleichung ift, die man folgs 
lich integriren kann, wenn man die Differenzialgleichung: 


D? z— arz = 0 
integriren Tann. 
Zu diefem Zwede wollen wir feben: 


=” e-:"«. (u) du 


und feben, ob wir die Zahl « und die Zunction & (u) fo beftim- 
men können, daß der Gleihung mit z genügt wird. Es ift: 


D,z= — ar“! Sf ” up (u)e-""«du, 
Diz= atra- S. ” ug (ue-x"* du 
— a (a— 1)r%? S. ” up (u) e*"«du 


und wenn man in die Differenzialgleichung : 
D! z— aa —0 
fubftituirt und ausdruͤckt, daß fie verificirt wird; fo findet man 


unaͤchſt, daß a— 2—=m oder a—=m-+-2 fein und E(w) durch Die 
leihung : 


& 
S. [adstu2 — a (a — 1)u—a]$ (u) e"*du=0 
beflimmt werden muß. Nun kann man aber H(w) fo annehmen, 
daß das vorhergehende Integral, zwifchen beliebigen Grenzen ge- 


nommen, — Y(u)e*"* iſt; denn wenn man die beiden Theile 
der Sleichung: 


Near a (o — 1)u—a] $ (u) e%* du=y(u)e:"« 


bifferenzirt, fo findet man: 
[etz — o(a—1)u— old )=— 2" y(w) + Y (m), 
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und diefe legte Gleichung wirb bei jedem Werthe von = erfüllt, 
wenn man bat: 


vVW)=— oattrlu),, Yıa)=—[e(a —1)u+a]$(u), 


y'(u)__a—l a _ a—l a 
so at NW —hu-tr6 





. YvaW)=0Ou * e am, 
Man bat folglich: 


Ser uI—a(a— 1)u— a] $ (u)e""du=Ou ® tt 


und dad zwifchen den Grenzen 0, o genommene beftimmte Intes 
gral verfhwindet nothwendig, weil ber zweite Theil der vorbers 
gehenden Gleihung an diefen beiden Grenzen verfchwindet. Aus 
ben Gleichungen: 


a1 


— _E 
va=Cu*e ", yw)=— atuls(u) 
ergiebt fih ferner: 


PW=— Zu 


und wenn man für 29 ‚feinen Werth fubftituirt ; fo findet man 
endlich, daß der Ausdrud 


ı « 
2* a / J Fa 77 
.,7 0 
die gegebene Differenzialgleichung: 
D? z = art 
veriftcitt, wenn a—=m-+ 2 ifl. Wenn man der Kürze wegen 


— — ka fest und H- in a verwandelt, fo findet man, Daß ber 
Werth von z die einfachere Form: 


ta”. 7 — huge 


annimmt, und wenn man endlich in diefem lebten Ausbrude u in 


= umſetzt, woburd die Grenzen ebenfalls nicht geändert werben, 


fo erhält man: 
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C 8 & heut 
= * + Bar 7 du N) 
$. 252. Es laͤßt fich leicht zeigen, daß biefer Werth von z 
wirklich der gegebenen Differenzialgleihung genügt. . Denn ſetzt 
man zunaͤchſt: 


2% 


PEN — 
1 


ober wenn man u in u® verwandelt: 
0 zu% 


Ä 1 — 
| fa=ı fie: du; 


fo ergeben fich leicht einige Eigenfchaften der Function f(x). Dif: 
ferenzirt man die beiden Xheile der vorhergehenden Gleichung in 
Beziehung auf z, fo findet man: 

gi 


1 | 
— — 3 — — — ⸗ 
e “ du, 


08 
@a=-.mı/ u“ 
. 0 
und wenn man mit = multiplieirt: 
1 ze 
m — — 7 du 
af “erzie “Zn. 
0 


Wir wollen num theilweife integriren, und bemerten: 1) daß, wenn 
man febt: Ä 


‘ 


man bat: 


und 2) wenn man ferner fekt: 


1 
uẽ — p ‚ 


fo iſt: on 
T d=—f, pig=—pe+f“ qdp = /” gap; 


1 —* 
denn gp=u°e u verfchwindet für u—=0 und no. 


Berner bat man: 
ı 7 ı 
dp= Zu” e "du — wre "du, 
1 — 1 za 


gdp = e "du u® ee “de, 
und folglich: 


— orw-fw ET 


Differenzirt man nochmald in Beziehung auf z, fo erhält man: 


1 æc 
241 


far J. Te T zarre-if(a) 
und f(z) genügt der Gleichung: 
f! J=ualrt”f(z), 


welche mit der gegebenen Differenzialgleihung fchon große * 
lichkeit hat, aber nicht ſo allgemein ift, weil fie a=a 9 (mt? 
voraudfegt. Um ihr die erforderliche Algemeinheit zu geben, * 
len wir ſetzen: 


:=f(kr); 
fo ift: 
D?z = k!f" (kx), 
D? z . _ u 
5 = al(kr)""?z, Diz=kralı®"2z, 


und wenn man k@= 5 fest: 
D?z= art"?z = ar. 
Es ift alfo gewiß, daß ber — 


00 _ a ea? 
=f=0f, e ur "af" — 
die gegebene Differenzialgleichung: 


D?z ure-22. 


verifitirt 
Beifpiel. Es fei «==, fo rebucirt fich dieſe fe Differemgiap 


gleichung auf Diz—=az, und man hat: 








— 
= nr, SEE = 
z=C A e iu? du. 
0 
Run ift aber: 
33 . 

J. ® ’ ul- w_ 4nte-, 
7 0 


und folglich: 


Mithin iſt der Werth: 
z = C, Yr oe Va 


ein particulaͤres Integral der Differenzialgleihung Diz—az; aber 
wie wir gefehen haben, ift daB allgemeine Integral derfelben: 


=0n402/ 2 = Genf tape mu ud 
= Gert? — —— Ve 
und folglich ift endlich das allgemeine Integral der Differenzial 
gleihung Diz = az folgendes: 
= le VL Otte 
$. 253. Betrachten wir nun die Differenzialgleichung: 
Diz=ar-*-3z, 


fo ift ein particuläred Integral berfelben offenbar: 
1=0C | Au 


— 
Verwandelt man u in »⸗ * .u, wodurch die Grenzen nicht ge 
ändert werben, und rebucirt; fo findet man: 





z,—=Cz S ” en aua du. 
0 


Denn alfo ꝙ (x) das particuläre Integral der Differenzialgleis 
ung: 


Diz == ax*"?z 
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iſt, it 2 Iꝙ (-) das particuläre Integral der Differenzials 


gleihung. welche aus ber vorhergehenden abgeleitet wird, wenn 
man a in — « umfeßt. Daffelbe gilt von dem allgemeinen In⸗ 
tegrale; denn wenn 9 (2) dad allgemeine Integral der Differen- 
zialgleichung : 


D z= ar" z 
auödrüdt, fo bat man: 
H arIole), 


„fi a l 
*(G)=rC) 
1 
Wenn man aber den Ausdruck z=rH (:) zweimal hintereinan= 
ber bifferenzirt, fo findet man: 


er). nir=ärl) 
und wenn man für 9” (=). p’ (-) ihre Merthe fubftituirt: 


a 1 az _ 
D?’z: = zafı ® (-) = Zap = ar" 27, 


und folglich: 


Wenn alfo $ (x) der Differenzialgleichung : 
| D, z= art?z | 
e Er: IN... 
genügt, fo verificirt auh x (-) die Differenzialgleichung : 
Ä D’z=art, 


welche aus derfelben abgeleitet wird, wenn man «a in — a ver: 
wandelt. 

Beifpiel. Wenn « pofitiv und = 2 ift, fo rebucirt ſich, 
wie wir gefehen haben, die Differenzialgleichung auf Diz = az 
und bat zum allgemeinen Integrale: 


z=le Ver One Ve—sle). 
Wenn. man alfo « in — a verwandelt, d.h. a =— 2 febt, fo 


verwandelt fich die Differenzialgleihung in Diz = ax%z, und das 
allgemeine Integral derfelben ift: 
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Ueberbaupt kann man, wenn man dad einem gewiffen pofitiven 
Berthe von a entfprechende allgemeine Integral kennt, daraus 
unmittelbar dad bemfelben negativen Werthe von = entfprechende 
Integral ableiten. 

. 254. In gewiffen befondern Fällen kann man bad allge 
meine Integral der Differenzialgleichung : 


D? z=artz 


j 1 1 2 
unter enblicher Form erhalten, 5. B. wenn =a43, oT 


if, wo # eine ganze Zahl bezeichnet. Denn alddann verwandelt 
fih das gefundene Integral: 
as% 


u — 
:=0/'e u Mi, 
0 
1 


wenn man ſucceſſive u in u“ und % in au verwandelt und 


= =s, = C ſetzt, in: 


1 
:=0 f' TE u 
0 


Wir wollen nun für den Augenblid annehmen, daß a—2 
fei, fo wird die Differenzialgleihung Diz= az, und ihr allgemei: 
ned Integral iſt, wie wir gefehen haben: | 


o _a_ = ü _ 
:=0/ e "d=ifner:V®, 
o 
oder wenn man 7246 febt: 
as 
Zr Aue “du=4Vre?V:VE 
0 


Da der vorhergehende Werth von z nur eine Trandformation bie 
fes leßtern if, fo hat man nothwendig, wenn man für « und C 
a 


ihre Werthe 2 und 3 ſetzt: 
[’ u_ 40 nr du= FE e-2Va Ve, 


und wenn man n mal in Beziehung auf a differenzirt; fo finbet 
man: Ä 





el run ey aDilate 


x 
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Der Werth diefer Ableitung der nten Ordnung, welde man auf 
die Form fix, Va) bringen kann, und welche bis auf die Conſtante 
C, ein particuläre® Integral 2, der Differenzialgleichung : 


D!z= ar"?z 


ifl, wenn - — Pt if, kann man leicht in allen Fällen berech⸗ 


nen. Uebrigens fieht man leicht ein, daß derſelben Differenzials 
gleihung auch durch den Ausdrud z,=f(r, — Va) genügt wird; 
enn der Werth des Integrales: 


— — Fa “au 


bleibt offenbar ungeändert, wenn man Va in — Va umfebt. Das 
allgemeine Integral der Differenzialgleihung Diz = ar“? iſt 


alſo, wenn Zz—n+} ift: 


z=Cf@Vs)+ Gf&—-Ve) 
und läßt fich folglich unter endlicher Form ausbrüden. 
$. 255. Wir wollen nun die Differenzialgleichung: 
D;e — ıy=0 
S integriren fuchen, und zu dem Zwede zunächft die allgemeinere 
ifferenzialgleichung : 
D.y—-y=C, 


betrachten, worin C, eine willftührliche Conſtante begeichnet. Ser: 
ner wollen wir y=fe’*Zdz fetzen, wo Z eine beliebige Zune 
ction der neuen unabhängigen Beränderlichen z ift und dad Inte 
a ven noch zu beflimmenden Grenzen genommen werben 
muß; fo ift: 


D; y=fe* Zz*dz, 
und wenn man in die Differenzialgleihung:: 
D;y— 2y=C, 

fubftituirt: 

Se" Xrde— fe=r2d=C,. 
Integrirt man theilweife, fo erhält man: 

Ser xbd=e=Z— fe*dZ 
und folglid: 


— 
Se* (Zar de-+-dZ)— e=2=C.. 


Da die Function Z und die Grenzen bed Integrales völlig will: 
kuͤhrlich ſind, fo können wir fie fo annehmen, daß der mit dem 
Integralgeihen behaftete Theil verfchwindet, und daß die Diffe 
ten; zwiſchen ben beiden Werthen des integrirten Theiles e*"Z 
an den Grenzen =—C, if. Die erſte Bedingung giebt unmit⸗ 
telbar die Differenzialgleichung: 

dZ 

zZ — — 2" dz N 


woraus folgt: 
zu+l Zeh 
Z=Ce *t!, e=Z=Ce *tle=, 


und bie zweite wirb erfüllt, wenn man z=0, z= w@ zu da 
Grenzen nimmt; und wenn man C=C;, ſetzt, fo hat man folglid: 


„at 
=G/”e "Tee dr. 


Diefer Werth von y ift jedoch nur ein particuläred Integral yı 
der gegebenen Differenzialgleihung. Um ein zweites particuläres 
Integral zu erhalten, braudht man nur zu bemerken, Daß die 
Größe Z Ka nicht ändert, wenn man a, z für z febt, wo a, eine 
der —— der Gleichung art! —1=0 ift, und daß daſſelbe 
von den beiden Integrationdgrenzen gilt, fo daß man ein zweite 
particulaͤres Integral erhält, wenn man für y den Ausdruck: 


zu+ 
—X e “Tr eecus dꝛ 


nimmt. Ueberdies bildet die Differenz dieſer beiden particulaͤren 
Integrale nothwendig ein particulaͤres Integral yı der Differen⸗ 
zialgleichung: 
D;y—ıy=0, 
und man bat folglid: 
ze+i 


= f, "a "lem er)dz, 
0 . . 


wo C, eine beliebige Conſtante bezeichnet. 


Die a—1 übrigen particulären Integrale werden offenbar 
erhalten, wenn man die a— 1 übrigen Wurzeln @,, as,...., @n 
der Sleihung a*t!—1=0 anwendet, und folglich ift dad all: 
gemeine Integral der gegebenen Differenzialgleihung, wenn man: 
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G+%+6+-.+67=c 
und: 
G=-—-c, G=—8,.., 0. * - c. 
ſetzt: 


set 
—7 —A 
=/, e dæ(cerPei a, e*"* + c302e"%° 4... +ona„e".**). 


Wenn man diefen Wertb von y, a mal bintereinander nach x 
differenzirt, fo ergiebt fich leicht, daß fich der Differenzialquotient 
Dyy für z=0 auf die Summe c + cı +6, + .... +cn rebucitt, 
woraus folgt, daB das allgemeine oder vollftäandige Integral der 
Differenzialgleithung : 
:y7-2y=C, | 
durch denfelben Werth von y auögebrädt wird, wofern die a+1 
Conſtanten der Bedingung: 
e+e.+%+-.+a=C;, 
genügen. 
$. 256. Betrachten wir ferner die Differenzialgleichung: 
D; y + abı* y =0, 
welche man auf die Form: 
D; 
—Imcy 
bringen fann, wenn man ab=c! fest. Wenn man die dur 
die Sleihung: 
dz = zidı 
beftimmte Weränderliche z zur unabhängigen Veränverlichen nimmt, 
fo bat man: ' 


3 tr _ 1 
z =.” = — 1", 
wenn man febt: | 
n=5+ 1, 


und folglich: 
D,y=D,y am, 
D’y—(m -1)2r2D,y4 ten D? v, 


1 X 
„Di y= a D,y+ Dir. 


4% 


Subftituirt man dieſe Werthe in die gegebene Differenzialglei- 
hung, fo verwandelt fie fich in folgende: 


Diy+-D,y=cty 

Seht man, um biefe legte Gleichung zu integriren: 
y=/fe#Tdt, 
fo erhält man fucceffive: 
zy=fe-#Tzd =—e-#"T+fedT, 
D,y=— Se*Tidt, 
zD; y= fe" Tixd =— e= Ti! fet#d.Tts, 

und wenn man biefe Werthe in die Gleichung: 

Diy+ 2 D,y=cy, 


nachdem fie auf die Form: 


— 1 
2 Diy—ch) + Diy=0. 
gebracht ift, fubftituirt ; fo kommt: 
7 
u Tor) + jet (AI — 0200 " Tedt)= 0. 
Wenn man den unter dem Integralgeichen ftehenden Theil gleich 
Nul fest, fo erhält man zur Beflimmung von T die Differ, 
zialgleichung : 
AT Tid=0, 
woraus folgt: 


dT a+i tdi 
Tr a ne’ 


und wenn man integrirt: 
| _.t! 
T=(?—1) M, 
Es find nun noch die Grenzen durch die Bedingung zu Beftim: 


men, daß die Differenz zwifchen den beiden Grenzwerthen des 
Ausdruckes: 


I m—1 . 
ei: T (e?— €?) — et: (c?—1?) Im 
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—1 
gleih Null wird. So lange aber der Erponent — pofitiv ift, 


wirb diefe Bedingung erfüllt, wenn man {= 0, t= w für die 
Grenzen von £ nimmt, und folglich ift eind der particulären In⸗ 
tegrale der gegebenen Differenzialgleihnng folgendes: 


m—l 


v=0,/ "eier, ”* ar 
. 0 f 


fe 2 „+ _ ri 
= cf. en*2 * (ce? — {?) u 73 
0 


Aber die Bedingung in Beziehung auf die Grenzen würde auch 
noch erfüllt, wenn man t= — c, t=+ ec nähme, und man erhält 
auf diefe Weife, wenn man fuccefiive E in ct und tin — ct 
verwandelt, die beiden neuen Werthe von y: 


| _aH+l | Hl 
y=C, JS. ee) "a=c,f Teste) a, 
. _ m+-1 j m+1 
y=0,/,e (c?-t1?) 2m —2 eret⸗(1-·tꝰ) 2m di, 
woraus fich leicht ergiebt: 
a1 


mE — um 


y=C J. (es ey) 3" dt. 
0 
Um einen zweiten-particulären Werth von y zu erhalten, wol: 
len wir y=zy, feßen, fo verwandelt ſich die gegebene Differen- 
zialgleichung in: | 
xD; y, + 2D.y, = e!art'y,, 
oder: 
i+m 1 
Diyı + +m z D.y,=e*’yı, 


wenn man dz= x?dr für das Differenzial der unabhängigen 
Veränderlichen nimmt. Vergleicht man dieje letzte Gleichung mit 
ber weiter oben erhaltenen : 


-211 
D? y+ —, D;y=c2y, 
oder: 
.. 1-MI 
Diy+ = ,P:.3= c’y, 
Moigno, Jntegralrechnung. | 32 


fo gelangt man zu der wichtigen Folgerung: Wenn die gegebene 
Differensialgleichung durch einen gewiffen Werth y=y, verificirt 
wird, fo wird fie ed auch durch dad Product zy,, wofern man in 
dem Werthe von y, die Zahl m in — m verwandelt, und die 
Summe der beiden auf diefe Weife erhaltenen particulären Inte 
grale, ift dad gefuchte allgemeine Integral. 

Lobatto, von welchem wir dieſe Transformation ent- 
lehnt haben, bemerft am Schluffe feiner Abhandlung noch, daß 
die vorhin für die allgemeinen oder vollftändigen Integrale ber 
beiden Differenzialgleihungen: 


” 2 
D,y =ıy, D,y=c2r"y 


gefundenen Werthe unmittelbar auf bie vollfiimbigen Integrale 
er beiden partiellen Differenzialgleihungen: 


” n+1 3 2 
D,y=sD, y, D.y=:r"D, y 

führen. 

$. 257. Um die vorhin auseinander gefegten Theorien noch 
‚mehr zu erläutern, mit den Rechnungskunſtgriffen vertraut zu 
machen, welche man bei der Unvolllommenheit der allgemeinen 
Theorien in der Integralrechnung beftändig anwenden muß, und 
endlih, um den gegenwärtigen Zuftand der Wiſſenſchaft beffer 
kennen zu lehren, haben wir es für nothwendig gehalten, die ver- 
ſchiedenen Elaffen der Differenzialgleihungen in ber Kürze durch⸗ 
zugeben, welche die Geometer entweder direct, oder mit Huͤlfe 
mehr oder weniger indirecter Methoden bis jetzt integrirt haben. 
Die beiden Differenzialgleichungen:: 


D.y—ıy=0, D.y— ab —0, 
welche Lobatto fo elegant integrirt hat, find fchon zwei merk: 


würdige Beifpiele, wie man durch ſchickliche Transformationen 
die Integration bewerkftelligen Tann. 


I. Differenzialgleihungen, worin eine Ablei: 
tung einer beliebigen Ordnung ald Function der 
um eine oder zwei Einheiten niedrigern Ableitung 
ausgedrüdt ih 

ir wollen feßen: 


dy=pdx, dp=gdr, dg==rdt.,..., 


dann reip. mit Y, P,@Q,R, ..... Zunctionen von y, p, g, Tr... 
von folcher Beichaffenheit bezeichnen, daß man hat: 


Y=fQ, P=f$p, Q=$#(),.-., 
und die Differenzialgleihungen: 


P= Y=f(y)), gy=P=f(p), r =Q=9#(g),... 
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j | 
zu integriren ſuchen. Dap= = ift, fo wirb die erfte diefer Glei⸗ 
ungen: 


und giebt unmittelbar: 
= -/# 3. 


1 
Wegen q =Z giebt die zweite Gleichung: 


pdp 
d=$,y-#,2-/% y fe 


Die dritte Steihung = = lg) giebt, wenn man für r ſei— 
nen Werth r= 7* 7 „hör 


de= 4 2, gqde=dp= 
woraus folgt: 


Ebenfo findet man, daß die Gleichungen s=R, sun geben: 
dr rdr | 
= / R’I= IE R/R’ 
d d d d 
[1 SS SS e 
Zuſatz. Wenn man in den Gleihungen: 


pdp 
fm 


—P fest, fo erhält man: 


2=dP, y= /pap=Pp — fan 


wie ed fein muß. Sept man dagegen z—=Q, fo hat man: 
—fgdQ, y-SdQASMQ—=QSgEQR— [aRdQ, 
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oder wenn man trandformirt: 
y=4+9Q?+4/Q?dg—Q /Qdg, 
2y=Q?4 —2Q /Qdg -+/Q?dg. 
Benn man z—=R, 2=S,... feste, fo fände man ebenfo: 
6y = R!r— 3R? / Radar +3R / R?dr — [Rtar, 
Ay Sts—4S® / Sds +68? [ Stds —4S [Stds+ [Stds, ... 


Mir wollen unter Beibehaltung der frühern Bezeichnungen bie 
Integrale: 


q=Y, r=P, s=Q, t=R,.. 
fuhen. Für die erfte Gleihung g—=Y hat man: . 
_. 9» 
1—-P dy’ 
und folglich: 
pdp=Yay, PP=2/Ydy, p=V i7Va=2, 
— ⸗ — 
u E/Vy 
Für die zweite Gleihung r =P hat man wegen r= * : 
pdp __ dp 
| gag=Pap, g=V2/Pp= =.’ 
folglich: 





— — y= Dep _ 

= SP’ V2JPap' 

Für die dritte, vierte, ..... Gleichung erhält man durch baffelbe 
Verfahren: 


gdq 


= — — — v2/Qdg’ 


\ dr dr dr rdr 
— VafRar IT Sr V2/RarJ V2 [Rar' 


Die vorhergehenden Gleichungen ſind ſaͤmmtlich in den beiden 
Gleichungen: 


—2 ” 
FD Dy=0, F(D, y,‚D.y)—=0 
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enthalten, welche fi) auf folgende Weife integriren laſſen: Sekt 
man fucceffive: ee 
n—I1 n—? 


D, y=z, De y=z, 
fo verwandeln fich diefe beiden Gleichungen in folgende: 


d . 
F 2; =0,F )=0 


woraus fich ergiebt: 
de=f(z)d, z=/f@)d+C=H(z), 
= =f(z), 2 z d z —=f(z)dz, (z * 2/f(z)dz+ C, 
dı=Ple)dz, z=x(2). 


Wenn man die Sleihung x — $ (z) für z auflöfen Tann, fo 
fennt man DY'y, und man erhält den Werth von y durch eine 
Reihe von QDuadraturen. Wenn man diefe Gleihung nicht in 
Beziehung auf z auflöfen Tann, fo erhält man y auf folgende 
Weife: Die Gleihung Di" y=z giebt: 


D. yefzde=ff(e)de+C, 


und wenn man wieder in Beziehung auf y integrirt und in dem 
zweiten Theile / (2) dz für dx fubflituirtz fo kommt man durch 
eine Reihe von QDuadraturen auf einen Werth von ber Form 
y=f(z), und man braucht alddann blos z zwifchen den Gleichun⸗ 
gen 7 (2), y=f(z) zu eliminiren, um bad allgemeine Inte- 
ral der gegebenen Differenzialgleihung mit  willtubrlichen Con⸗ 

anten zu erhalten. 
Desgleichen, wenn man die Gleihung &=x(z) für z aufld- 
fen Tann, fo Fennt man DE”?y, und folglih y durh n—2 Qua: 
draturen, wodurch a — 2 willtührliche Conſtanten eingeführt wer- 
den. Wenn man diefe Gleihung nicht für z auflöfen kann, fo 
erhält man y ald Function von z, wenn man die Differenzialglei= 
hung Di *y=z, (a—2) mal hintereinander integrirt, indem 
man jedeömal den erften Theil mit dr und den zweiten mit 
f(z) dx = dx multiplicirt. 

Allgemeiner, wenn man bat: 
m „+1 ” 
F(z,D.y,D: Yı-ı D, =D, 


fo wird die Ordnung diefer Gleichung um m Einheiten erniedrigt, 


wenn man D’y =z fest, und wenn man bie Differenzialgleis 
hung: 


nm’ 


F (z, z, Dız,..., Dr 2)=0 
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integriren und dann in Beziehung auf x oder z auflöfen Tann; 
fo erhält man die Gleihung mit x und mit y auf biefelbe Weiſe, 
wie in den vorhergehenden Fallen. 

Wenn die gegebene Differenzialgleichung folgende wäre: 


2 ” 
F (y, D,y, D;y,..., D,yJ) = 0, 


fo könnte man diefetbe durch eine Vertauſchung der unabhängigen 
Beränderlichen auf die Form: 
F (y, D,z, Dyz,..., D,D)=0 | 


bringen und fie erniebrigen, wenn man feßte: 


D,z —=P. 


Beifpiele von Differenzialgleichungen, welche bei der An- 
wendung der Integralrechnung am häufigſten vorkommen. 





Beifpielil. Es fe: 


A 
a9 _% 


_? 
da? da’ 


oder 9*7, 
ſo iſt: 
dp 
dr=a PL z=C,-+alp, 
dy=adp, y=C,+ap, z=0, tal @. 
Beifpiel 2. Es fei: 


2 /HE, oder q= VTTA, 
fo ift: 
= 0,14 tr 
Beiſpiel 3. Es fei: 
— adzd?y= (de? + dy2)?, fo iſt :=0,- YIR- 


— YES @-0%4+Q-O)=ar 
Beifpiel 4. Es ſei: 
dsdy dz 


= 0—, 


d?r dy 


fo bat man, wenn ds=Vdz?Tay: für das Differenzial der un: 
abhängigen Veränderlichen genommen wird: 
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0 di Het —— 


folglich : 
_pdadp 
1+p? ’ 





d’ı= 


und wenn man in die gegebene Differenzialgleihung fubfituirt: 





pda(1-+p?)% a adp ap 
—, dy=— =0,— iv. 
Ta Vie 





Sept man ferner P=,, fo ift: 
audu cdu adu 
a —— 
— Frprtalaut fire) 


oder: 





s=C, FE Hal IE Ihe +P", 


Beifpield. Es fe: 
dedy dy 
A — earclang 7,’ 


fo hat man, wenn ds wieder dad Differenzial ber unabhängigen 
Beränderlichen ift: 





— da(1-Hp?)? _ 
— = aarctangp, 
dp apdp 
dı=--— arctan duy= — — 
(14798 gP, ay 14933 / 


d 
und da das Differenzial von arc. tang P =i4= ift; fo bat 
man: 





ap Ä pdp 
ı=- m aeiangptaf ri 
— arctangp—a / — — 
— ‚ar — 
„Ev + 
et _P_. { 
70 Va Vi retang P, 


G a 
y=0- Vi ID: +yV jpmare tang P. 
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Beifpiel 6. & fe: 
a = 2 VTRA, oder aqdq = dr V IFg%, 
fo ift: 
ara 
a fe —— RR, 
y=- T_: Srielg+ra+t 39 tra YıIF@+C, 


und die Elimination von g zwifchen biefen beiden Gleichungen 
giebt das gefuchte Integral. 


Beiſpiel 7. Es fe: 


ſo iſt: 
a?C, 
z=alr+C,, y=a’r+ a Ir!-+-al, Ir+C,. 
Beifpiel 8 Es fe: 


u av, wits=2i + c, 


or? = ar 
=; 5.03 + +7 








—— +C, 
eeii 9. Es fei: 
d? ad 
nz bed, 


fo ift: 
p=alr+C,, y=arlr+C,r+C.. 
Beifpiel 10. Es fei: 


fo bat man, wenn ds= Vaa’Fays conftant, und folglich : 
dadis —drdir + dydy—0, du ar 
geſetzt wird: | 
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ds? 
dp= (1+P?) 2 nr == | 
b? x 
y=—--cs-+rC + 0. . 
Beifpiel 11. Es fe: 


—  _ady___dp_ 
Yartı u Yıitm' 


fo bat man, wenn y ald unabhängige Weränberliche betrachtet 


wird: \ a C 
— _f[fI\ 0% at. 1 
PIV HR= (8) rn nt 


Beifpiel 12. Es fe: 





at 
da* dx? ‘ 
oder: 
a _ dA dA od Pr 
tet 
fo ift: | 





— ad _ _ 17+V PHC 
St 


d — 
= * gdxr—a YEF+, 4 C. , y= ua?g+ ac; (g+YV 2FC)rC, ‚ 
z x & # . 
3 
8. 258. — 1. Differenzialgleihungen der zwei— 
ten Ordnung, worin eine der Beränderliden y 
fehlt, oder von der Form Fia,P,)=0, F(, pP, ) * 0. 


Wenn y in der Gleichung fehlt, fo fubftituirt man für q 


feinen Werth 2, und man hat alddann blo8 noch eine Differen- 


ialgleihung der erfien Ordnung zu integriren, woraus man den 

erth von p ald Function von x oder den von x ald Function 
von ? ableitet. Wenn diefes nicht möglich ift, fo fucht man x 
und P als Functionen- einer neuen Veränderlichen z auszudruͤcken 
Man hat alfo entweder p=X, x=P, oder a=Z,, P=Z,, und 
* geſuchte Integral wird alsdann durch eine der drei Glei⸗ 
ungen: 


y=/Xdz, y=/pdP, y=S Z.d2, 
gesehen. Im zweiten Falle, d. b. wenn = fehlt, ergiebt fich aus 
en Gleichungen: 


* 


der Werth: 

. 9 = p dy 
weichen man in die gegebene Sleihung fubftituirt, die alsdann 
von der erflen Orbnung ift und nur noch g und P enthält. Aus 

! 


diefer Gleihung ergiebt fid entweder P=Y, y=P, ober p=4, 
y=7Z,, und x wird durch eine ber folgenden Gleichungen ge: 














geben: 
— -SEHfe SE 
Zahlenbeifpiele. 
Beifpiel 1. Es fei: 
Ya" Ft 





ee = Jen 
p V ⏑ ATEHaO” 
Beiſpiel 2. Es ſei: 


(de? + 49} __ m? ſ — Cx -& 
dad a’ o ii p= V =’—(6,2-0)?’ 
1* — — * n 
a Ze aa 


= VRR, 


Beifpiel 3. Es fei: 
di(d> + dy’) + zdyd’y = ad’y Y dar Fey 
oder: 
da(1 4 p’) + zpdp= adp YIFr®, 
fo ift: 
| — — c. I 
Yan Ve Te 
-V FR, 1ark HoE= 


L\ 


de 


— 


\ 
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Beifpiel4 Es fi: 
a’d’y Varta! atdrdy = rd”, 
oder: U 
a:dp V a’Fa? + a’pdr= ı’dr, 
fo hat man bie lineare Oiterngitgiefhun ber erften Ordnung: 


d + —— __ dx 
p = * —D 


welche giebt: 
ap — Fre erete, ., Yatr—C,x, 

y=— jr jurtt@ +} 4Cn 
+4 Vare +7 1 st eFE 





— 


Beiſpiel 5. Es ſei die in Beziehung auf x und p homo⸗ 
gene Differenzialgleichung des vierten Grades: 


(a’dy? + 2dr?) day = nrde’dy oder (a?p? + z)dp = nprdz 


gegeben, fo erhält man, wenn man z=Ppu feht: 
p=C, [e®+(1—R) wann, 2=Cyular + nen, 


y=pr— [dp = Qula’ (I-5) uaſi-⸗ 
an—t 


— 20? [urdula + in) a) 1, 
Wenn n=1 ift, fo findet man: 


=gap alz- y= ap:i. 12 —e/paVaz. 


Beifpiel 6. Es fei die in Beziehung auf P und z homo⸗ 
gene Differenzialgleihung : 


adıdy’ + x2:drd’y —nrdy VRR ey 


apdı + dp =npx VdFerdi, 
ap? + qær =npz Virag 
gegeben, fo hat man, wenn man P—=zr fekt: 


azıtnz V 1—n?a222+-atzt 
na272— 1 ! 


oder: 


oder: 


dp 
de 93 = 
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dz dz dz n?a2z?—1 


7 = g-z zT 1-fas—n?a?z?+n V 1—n?a2z?+atzt 
— dz |-az—n2a33?—n V 


z 
wo p und q durch die Gleichungen: 
p=ır, y=/Spdı= | zdı 
gegeben werben. Es fei n—2 oder a—=V2, fo findet man: 
de _ de(l—Y3) | ade 213), 
x 2 l—az 
12=1—VI)l12- 8-2 YIU—ad)+C,, 
zz/ ?-1—a) HIi=C,. 
Beiſpiel 7. Es fe: 
dædy - zdd’y=adıdsV Pr tay, 
fo hat man, wenn ds= Var? Fay? ald conflant betrachtet wird: 


pgda” 


| da? 
sd, dıe=— I,7' d’y = um p-ag=ag, 


und wenn man bifferenzirt, fo erhält man: 
1 2 -2a 
= 2 ,7= [ode="H ,y- fpe= "He rc, 


Beifpiel 8 Es fei: 





, bdatds?d?y 
drödy — zds’d’y =VIrredRan! 


fo erhält man, wenn s wieder zur unabhängigen Weränderlichen 
genommen wird, die Differenzialgleichung : 


—_ —22— 
P-PR— V Trarg: ’ 


und wenn man bifferenzirt: 


— dg= , 
. Var+eg% 
folglich: | 
1 
dq=0, = ü 


oder: 
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BR 
x zu —— 
Vu+a? 


und: 
ba» 


x b a? 
P ut vose 
Der Werth: 

b 
(1+e9)% 
gabe: _ Ä 

__ Fe 0, We _ 
—..Xltetg})? SU-paig?)  161-Fa?Y?) 
und wenn man q zwifchen den beiden Gleichungen eltminirt, fo 
erhält man ein neues Integral, welched nur ein particuläres ift. 
Beifpiel 9. Es fei die Differenzialgleichung: 





+ = arctang ag+C’ 


abd’y—= dx V YdaFatdy oder abq = V ya — 


egeben, welche in Beziehung auf y und p homogen iſt, fo er⸗ 

* man, wenn man y=Ppz ſetzt: | 
dy abdz 

y ıb-V at 

und wenn man feßt: 








— a? dz tdi 
Verst, far: 7a 

fo ift: 

dy bi tdi 

OT er Bm’ 
wo r — 2n gefest ift; folglich: 
2dyV #1 _ dia V@HN) |, Mn—V vH 
y 0 ton Vap "tat 





ran Clan ap" 7 


(ne en I a a 


Bon dem Werthe y—= f(t) =T geht man vermittelft der Glei⸗ 
dungen: 











— @ TVTI dr — adT — — ad 
V —— — 


zu dem Werthe von x über. 
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Beifpien 10. Es fe: 
a 
Nyrdæ + y’dr? — yd’ydz 
fo iſt: | \ 
dyp’49) I =2mpıydy + aydy—ayıpdp 


eine in Beziehung auf p und y homogene Differenzialgleichung. 
Scht man P=zy, fo erhält.man: 


ae al 


m N 


yldy +13 2nz’y®dy + nytdy — nz’y?dy — nzy?dz, 
dy — n2dz 2. nzdz 
vH Ten (Harz) 
Benn n=1 ift, fo hat man: 
—— _ datt FR) 
y @+H/ FF) z@+1) 
und: 


dr— dstt4+V 1432) 
2%z°+1) 
Nun iſt aber: 


SE dı _ 1 
sz’+1) VATi SEE — — 7 — arec tang zZ, 


dad __,V#roz [_&, __VeH, 
Saar — EZ —; 
folglich: 





VEAAIAI | 
y=C vap 0 (- ven) 
— Vet _ IA _4 90 
=0, - —— — are tangz, aa =1- 7 
z _ VER, ‚20, — VI _ arccos °E, 
a y a 
oder wenn man feßt: 
a 
ar 005 — = ®, 


fo ift: 
y=a(ll— cos), =E—$— cot}P. 
Beifpiel 11. Es fei: 
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+ 
fr 
fo ifl, wenn man pꝛ4 y’= 22 febt: 
pdp +ydy=gdy+ ydy=zdz, 


=Q0, 


und: 
q + =. z’dy = 2azdy— aydz, ya, 
und wenn man y?=!t feßt, fo ift: 


(GH) 
= UV 4at—(C +? ° 


Setzt man ferner: 
t=2a—C, +2acos$Y @-C,, 


fo fommt: 





ala+cos$V a—-C,)dP 


de = — 5 C,+?2acospY @—-C, 


_ — —⏑—— 
2dz =— dp — 20°—C,+2?a cospV a-C, ' 


und wenn man Integeirt und febt: 


—2 VTT — 2 — 1l- m — —— — 


ſo erhaͤlt man: 





m +cosyp 2„__ 2e(l+mcosp) 
Ifmcanp’ IT HUT 





27 = 5 — P— arc cos 
Hieraus folgt: 
| COS B = Yu Im) 20t 
mt c08p _ 9214 V I—m)—2a? (1—m?) 
—  — Ve) 
und wenn man febt: 
b= uU Im) , P=a’+b'+2ab cos , 


Yab _e— 
a?-+-52 ’ vr — 


ſo erhaͤlt man: 
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_ 2ab-+(a?-}-52) cos p 
22 = E—$— arc cos SL +ob cos 
| rg rin 


Beifpiel 12. Es fei: 
d’y(ydy-+ adz) = dy (da dy), 
oder : " 
— adp 
dp @y+a)=dy(i+P), dy— — = 
fo erhält man, wenn man integrirt: 
VRB=VImt0. y=p+CVıHr 
und: 
⸗ / —E—— 


Denn man C, = 0 ſetzte, fo erhielte man dad particuläre In- 
tegral : 


y=ap, und z=alp-+C', y=(le. 
Wenn man dagegen C,=a ſetzte, fo hätte man, weil: 


2 a? 


| y y 
P+VIm=, mp= 





iſt: 
x 


a? +C, oder y’ — a? + Ve. 





P = al? 
Beifpiel 13. Es fei: 
dy — ydy=n) rdyteiny oder: P— qy=nV Prraig 
die gegebene Differenzialgleihung. Sest man: 
g=pz oder p = =Ppr, dp=zdy, 
fo kommt: 
p—py=apV Ira, pP y=n) item 


und wenn man bifferenzirt und bemerft, daß dp = zdy ift; fo 
findet man: 
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|  -yd= ur nn 
folglich: W | 
dı=0 Be en 


Die aſte Gleichung giebt: 


z=ÜC,, p= Cy+0,, Pa ⸗ Ge=1(Cy+ GC); 
die zweite giebt: 





p=2y+3 YIRw= 


-— Firas' 
d a?dz 
d=)=- um 2 ==— a arctangaz-+C, 
und da man hat: 
io 
Ä are 

fo ift: 
—— tang: y —— N | I, — 1 —* 

are ya arc sin —; y=na sin —. 


8. 259. — II. Homogene Differenzialgleihungen. 
Eine Differenzialgleihung ift homogen, wenn, indem man 
die Beränderlichen z, y und ihre Differenziale dx, dy, d?y, 
als Factoren des erften Grades betrachtet, alle Sieber diefer Wwiei 


ung don bemfelben Grade find. So ift 8.9. bie. Differen⸗ 
zialg ichung: | 


zdy+ ade tyap—0 


homogen, weil alle Glieder vom dritten Grade find. Aber wenn 
y, d’y ,.... als Factoren des erſten Grades betrachtet wer⸗ 


den, f it — = m vom Oten Grade, g= „,, vom — ten Grade, 


u.f. fe Wenn man alfo die Gleichung auf eine folche Form zu: 
eüdführt, daß fie nur noch die Größen x, y, P, g, .... enthält, 
fo muß man, wenn fie homogen fein foll, Diefe Größen refp. als 
von dem Grade 1,0, —1, .... betrachten, und alddann haben 
alle Glieder der Gleichung wieder denfelben Grad. Hieraus folgt, 


daß, wenn man y=zr, g=.... . fest, alle Glieder die Veraͤnder⸗ 


lichen z auf derſelben Potenz enthalten. Dieſe Veraͤnderliche ver⸗ 

ſchwindet folglich aus der Gleichung, und hierin beſteht eben der 

unterſcheidende Character der homogenen Gleichungen. Die In⸗ 

tegration homogener Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung 
Moigno, Integralrechnung. 33 


514 


läßt fi immer auf die Integration einer Differenzialgleihung 
der erſten Ordnung zurüdführen. Denn wenn man y—zr und 
g= - fest, fo verfchwindet z aus der Gleichung, welche blos noch 
die drei Größen z,t und p enthält, und man kann folglich immer 
eine diefer drei Größen vermittelft der beiden andern ausbrüden. 
Aber aus den beiden Gleichungen: 

| dy=pdr, zde+ x2dz =dy 
folgt: FR 
zdr--xd = pdr, 7 = u. 
Berner bat man: 


dp= gdz = dz, 
li: 
folglich 4 
—77 


ds 
und wenn man biefe beiden Werthe von — einander glei fekt; 
fo erhält man die Differenzialgleihung der erften Orbnung: 


ds dp . _ 
77 oder tdz=pdp — zdp, 


welche fi) vermittelft ber bekannten Methoden, wenigftens nähe- 
rungsweiſe integriren laßt. Dieſe Gleichung laͤßt ſich wirklich 
vermittelſt einfacher Quadraturen integriren: 1) wenn t eine ho⸗ 
mogene Function von P und z iſt; denn alsdann iſt die Differen⸗ 
gie gleihung homogen und vom eriten Grade; 2) wenn t eine be 
iebige Function von ? ift, weil alddann die Sleihung in Bezie 
bung auf z von der erften Ordnung und vom erſten Grabe ift, 
und wenn man fie auf die Form: 


= 


de +: 28 


bringt, fo ift ihr Integral 
u 
e! "= fe pe 
- " t 
3) wenn t irgend eine Function der Differenz P—z iſt; denn 
fest man p — z=u, fo wird t eine Function von u, und die Glei⸗ 
hung tde=pdp —zdp verwandelt fich wegen p=:-+u in: 
| tdı =udu-Hudt, 
folglich ift: 


fo daß die Integration auf eine einfache Quadratur zurüdgeführt 
if. 4) Wenn, indem man wieder P—z—u feht und mit P, 


Q, R beliebige Zunctionen von u bezeichnet, = u + mn 
ift; denn alddann verwandelt ſich die Gleihung in: 


Pdz = Qzdu + Rz"du 


und läßt ſich integriren. 5) Wenn man, indem M, N beliebige 
Sunctionen von z bezeichnen, hat: 


t=u4-Mu?-+ Nu”; 
denn alsdann wird bie Gleichung : 
Mudz + Nur! dz = du. 
Allgemein, da die Gleichung: | 
| tdz = pdp — zdp 
auf die Form: ’ 
| udu=(t—w)dz 
gebracht werben kann, ſo hat man: 
t=u+Su, | 


wenn S eine Function der beiden Veränderlichen u, z bezeichnet 
und die Gleihung du =Sdz integrabel ift. 


Beifpiel 1. Es fei: 
UP y=adıdy + 3ydar, oder e; y 
die gegebene Differenzialgleihung. Setzt man: 


t 
“ y=zı, — 7 


fo iſt: | 
dx _ dp _ dp _ ds 

= 1 pa p—’ 

432) dꝛ ⸗ pdp - zdPp, P=z+V 140, , - 


u [ E-pitres —— — 
2 2 


az z+ a rl, y= a. 
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Beifpiel 2. 86 fe: 


EU Tr, 


fo geben dieſelben Subflitutionen: 
di) pw = P—2)dp,. 
und wenn man P==zs feht: 
X (de | 
s Ya + 
Beifpiel 3. Es fei: 
nztdy= (ydr— zdy), 
fo geben diefelben Transformationen: 
ndp= (pP — z)dz, 
und wenn man P— zu feht, fo findet man: 


ndu nn 
dz — =), io 


ur IR nCc,z 
a Zeuln 


Beifpiel 4. Es fei: 


(de+ a)? nV ehr ‚ 
fo findet man: 
 d4P a=np—D)dp YIrs. 

Um dieſe Gleichung zu integriren, wollen wir feßen : ' 

p=tanga, z=tangß, 
fo erhalten wir: . 
da 
denen 
wenn y=a—B iſt, und: 
da nd _ dßcosa _ (c08ß (cosf cosy— sin Aainy)dß 
= 9P-z cosPsiny ‚ coaß siny 


wydß_ anfdR_ mcoiyde ah Ba 
siuy cß "Tasar ur TT ⸗ 





weil: 
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= nsin ydy 


| ion siny 
iſt; folglich : 
C cos Creinß = ndy 
* ar I Tny ' — I—nsiny' 

8. 260. — IV. Differenzialgleihung, welde bo: 
mogen wird, wenn man darin y ald vom nt und 
folglih 9, q refp. ald Größen vom (a — ſ)ten, (a — Dten 
Grade betrachtet. 

Eine folche Sleihung kann man auf eine Differenzialglei- 
hung der erften Orbnung zurüdführen; denn wenn man feßt: 


yz2z2,p=ıt, gq=x"?u, 
f6 bat man wegen dy=pdr, dp=gd:: 


zdz +nzdr=tdr, zdt+(n— 1) tdr=udı, 


‚2- © —-_ 2 _, dee (a-Nt]=(t—n)dt. 


Wenn man aber bie Werthe von y, pP, g ald Zunctionen von z, 
t, u in die gegebene Gleichung ſubſtituirt, verſchwindet z nach der 
Vorausſetzung aus der refultirenden Gleichung, welche folglich nur z, 
t, # enthält, und aus diefer Gleichung leitet man den Werth von 
uw ab, um benfelben in die Differenzialgleichung der erflen Ord- 
nung mit z und et zu fubflituiren, welde alödann durch die be- 
fannten Methoden integrirt wird, und endlich kann man leicht 
von dem Werrhe von t ald Function von z zu den Werthen von 
z und y übergehen. 
Beifpieli. Es fei: 


zdy=aydır+ brdxdy, oder gr —=ay--bpr, 
fo it n=0, und wenn man fegt: 
pP = =, = * 
ſo kommt: 
u aybit 
und die Differenzialgleichung: 
dz [u — (n- 1) q æ (t - neↄ)dt 
verwandelt ſich in folgende: | 
aydy-+(b+1)tdy=tdt. 
Sept man nun !=yz, fo fommt: 
ady+(b-+1)zdy=yzdz-+ zd’y, 
dy __ zdz 
» e+o+r— 


518 


und wenn man febt: 
s+(b+N)z— =(a+zXß— 2); 
fo erhält man: 
ma, B-a=b+1, 

— 2 
dy ars" + Fri 
vw ab BA ' 
y=0 — zle+2) 5! 622) 





oder: 


bee. BEE. 
2 9 (af) (fs) ’ 


1 ds 


a 1 d 
— 


e 2 


| . z 
6, steyetB, <4 «+: -(2 — ale Er 


und wenn man fubftituirt: 


y=C’ (+3). 


c 
w — * 0 gefeht iſt. 
Beiſpiel 2. Es ſei: 
Ady= zidzdy + 2xydıdy — 45dæꝰ, 
oder: 
ztg=ap +izp—4y, 
fo iſt n=2, und wenn man ſetzt: 
yız,p=ı,g=u; 
fo erhält man: 
u—=t+2zt — Az 
und bie Differenzialgleichung mit z, t ift: 


zedz (t— 22) = dt(t— 22), 
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folglich: 
ti=%, oder t=z’+Cı. 


dx ds 
Menn t = 2z ift, fo muß man wegen 78 haben: 
d=0, 2C, C. 
Wenn *220 iſt, fo iſt: 
. W— . da. dz 
= — 22 20 

und jenachdem die Conſtante C,, — 1— O,, oder =1+C, if, 
findet man: 


— — — — (1 
rt, en 
oder: 
| ı 
__t1,c+:-1 " — 
= glatt, nr 
oder: 
do dz 
= 6-9 +0’ 
U: _t z—l z-I1 _ y-A_ | & 
1,>; re tang FF/ u ma untclz: 


$. 261.— V. Die Beränderlihe yund ihre Diffe: 
renziale dy, dy,..... baben in der gegebenen Diffe 
renzialgleihung überall einerlei Dimenfionen. 

Eine ſolche Differenzialgleichung der zreiten Ordnung kann 
in diefem Falle wieder auf eine von der erſten Ordnung zurüd- 
geführt werben; benn febt man wie gewöhnlich: 


fo haben die Größen y, p, g in der trandformirten Gleichung 
einerlei Dimenfionen, und wenn man p=uy, g=vy fest; fo 
kommt y in allen Gliedern auf derfelben Potenz vor und ver- 
fhwindet aus der Gleichung, fo daß die refultirende Gleichung 
nur noch die Größen z, u, H-enthält und man daraus z. B. den 
Werth von v ald Function von z und uw ableiten fann. Aus den 
beiden Gleichungen: Ä 


ray, y=gak 
ergiebt fi) ferner: 
u dy=uydı, udy+ydu=vydı 
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und folglich: 





Y_ ud, 1, 
y y ” 
du +wWdr = vdr. 


In diefe Differenzialgleihung der erſten Ordnung braucht man 
alfo nur für o feinen Werth ald Function von # und = zu fub: 

ftituiren, um integriren zu können und den Werth von = alö 

on von z zu erhalten, worauf man y und vermittelft ber 
eichung : 


ly=/udr, y=e Jwda 
das gefuchte Integral beftimmt. 
Wenn man v—=u?-+-V fest, fo verwanbelt fid die Differen: 
zialgleihung : 
da + uldr = odr 
in folgende: 
| du = Vdr 
und ift integrabel: 1) wenn V— z ifl, wo X eine Function von 
z und U eine Function von u bezeichnet; 2) wenn V eine homo 
gene Function ded Grades Nul von z und u iſt; 3) wen 
— X,u + Xu, ift, wo X,, X, Functionen von x find, und 
4) wenn man hat: | 


1 
= U,s+ U, d 


wo U,, U, Sunctionen von % find. 
Beifpiel. Es fa: nn 
ayd’y + Bay’ a oder ag + = 
fo erhält man, wenn man p—=uy, guy ſetzt: 
| + = arzt yVaa-— 
re 


4XX J 1 
oder wenn man u = — ſetzt: 


de + Sy a = (4 +E) ar. 


1 
Multiplicirt man mit (ce-+V FT)" und integrirt, fo findet 
man: 0, Zn 


ge - 
4 
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errarae=(1 +9) Janet vw . 


Sept man ‚ferner: 


| + Vrs=te, 








folglich: 
alt= 12° — Ar, 
fo if: | | 
PIE * a? heart, de=z dt (te +art-e-1), 
ar I— 
st =(14°) /: (ee + at dt, = 0,4 ir —— =). 
aber wegen Hut > bat man: 
| da E\__ ds da 
-(+2)=Ht va 
folglich: M 
& 
(142) Welt ZH = Gy, 
und wenn man CO, — HH c ſeet: 
to-41 4 ut IR 
y„=C (+ pt Ta ) ’ 


und endlich wegen t ra hat man: 
a+B c+1 1-a 


tet + eV 
Wenn man diefe Gleichung auf bie Form: 





og + p= Fr 


dx FT 
braͤchte und fie mit — multiplicirte, fo ließe fie ſich leichter inte 
® yp 
griren: denn wegen gde—dp, pdr—dy findet man: 


adp == — 
p — 
folglich wenn man itegirt: 


rat, Fayatde+VareR | 





und eine zweite Integration führt auf die bereitd gefundene Blei: 
hung. Die allgemeine Form der Differenzialgleihungen, wel 
fih auf diefe Weiſe integriren laſſen, tft: 
Pap + Ydy-+ Xdz=0 oder Po-+ Yp+ X==0, 
wo P, Y, X refp. $unctionen von p, von y, von z find. 
Beifpiel. Es fei: 
bæ dy? 
zyay=ydzdy +zdy + m, 
oder: 
dx 
gen tet Va = \ 
fo hat man, wenn man p=uy, q=vy feht: | 


ds ide ade udz - bade 
du+ wdr=u tree Fe nn = — 


a _ —— — y___ ——— 
—⏑ y„OHIVH 


und wenn man Ve-si=t, folgih zdr= — tdt feßt: 


y GH’ y 5b + b(C, +58)’. 


y=—2 +4 10, +5)+10° 
und endlich, wenn man C,—=C’bt ft: 
 w__YR Cb+Y a? 
1l9=77t012 7, . 





. 262. — VI. Integration vermittelfi eines ur 
beffiimmten Factor. J 

‚Es wird nicht uͤberfluͤſſig ſein, dieſes Integrationsverfahren 
wenigfiens an einem Beiſpiele zu zeigen, und wir wollen zu dem 
Zwede mit Euler bie Differenzialgleichung : 


aydı? 


FH Feen: — 0 
betrachten, indem wir den erſten Theil berfelben durch Multipli- 
cation mit: 
2X,dy + 2X, ydı,; 


wo X,, Bunctionen von 2 find, integrabel zu machen fuchen, 
und durch: 
Kady" 4 2X ya dy-+ Ude’ Cdr?,. 


m wo U eine Function von y und — ift, dad Integsal des Aus⸗ 


"> drudes: 
Yayda? (X,dy+ X.ydz) 


„. barftellen; fo müffen wir haben: 


4.0 T- 


vn 


dy*dX, +2X,dr)+2ydrdX,dy+dr’dU — — — =. 


Diefe Gleichung kann durch Integration den Werth von U nm 
Damm geben, wenn man hat: | ' 9 . 


ae ul 
und alsdann hat man bie Gleichung: 
en 
Deren zweiter Theil das Differenzial des Ausdrudes: 
— —, 
I da 
in Beziehung auf y if. Man bat alfo: 


U —aX, . 92 dX, 
— KbyFet2dtee 7 de’ 


mwofern das Differenzial des. zweiten Theiles, indem y als con⸗ 
ſtant betrachtet wird, SO iſt, oder: 


-—adXılby2+c+2drter?)+2aX,do(d+er) _ y ax, 


b(by°+c+ädeter”? da 
| | —— — — 
 (b+c+ds-tes”)? 
Diefer Gleihung wird aber genügt, wenn man febt: 
X, 


7 = 0, —AXı(cH2drter)+2Xıdetdte)—=0, ° 


und es ift num noch zu :unterfuchen, ob diefe beiden Bebingungen 
mit der bereitö gefundenen: 9— 


augleid ftattfinden können. Die zweite Bedingungsgleihung giebt 
aber: | | nn 

. X, =C + 2dz + er? N 
folglih: -. .: 


_ mM 
xL=— pn — d-er, und Z=0, | 
daß die beiden Bedi über D 
—— Roh He ebingungen einſtimmen. er wein 
2dy(c +2dr-+ er”) — Add rem) 
und führt auf bad Integral: 


Sic +H2dr-ter) 2 ten) ten 


ober wen man > zu beiden Theilen abbirt: 


Shot 2dte) 2 Kate aa + =l 
Benn man febte: | | 
00 0#2de+er—br’, 
folglich : 
b2dz 


dte=. 


fo verwandelte ſich die vorhergehende Gleichung in folgende: 


bz? dy? nat 
— — u tep + gr 3-5. 


und wenn man y—uz 9 in: 











bat du? € 
mr tet ef. 
Es if aber: 
z2id? (d-+er)? 
7 a u, 
folglich: | 
* der + = 2 C+(C—a)u? 
.. de’ 
oder: 
Bistdu _ CHE are 
da’ fe 
und wenn man für z feinen Werth feht: 


TEE. 1 A 2 DE 
Fi Her = VOR 
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worin. bie Meränberlichen getvennt find und u durch eine drottu⸗ 
von 2 ausgedruͤckt iſt. Ferner iſt: 


ya ——— 
Wenn man in ber gegebenen Gleichung ſetzt: 


c+2dr +er’==hz”, 
fo verwendelt He fih in: - - 


—* . 
y+ —XS ST Ks 0, 


und wenn man y=uz fekt, in: 
audz? 
zd’u2dzdu +ud’s+ == 0, . 
Der Factor, welcher fie integrabel macht, if: 
u 2b(2?dy — yzılz) oder 2bzödu oder blos zIdu. 
Da aber: j | | 
de _ ter) 


bz 


ift, fo bat man: 


ed? deds(d+ez) ed? dx*dtes)? _ (ce—d*) dr? 

bz b5? — 7 u b%z3 ’ 
" - 2 a ' oe 

ı. “ . Pr — ° -g- . . 4 . 


Die mit 22du multipficirte Gleichung wird alsdann co. 





ce — audud 
zidud’u- 2er’ und en Ban = =(; 

ihr unmittelbares Sn iſt —* 
—— 


woraus folgt: 





ad | 
wid — Ja HC 


2du—= dr ar 





CH wre 


und. die zweite Integration läßt ſich leicht verrichten, ſobald bet 
Werth von 2 als Function von z- gegeben if, weil ſich alsdauu 


bie Murinbuslichen ummittelbar trennen Laffen. Auch IM zu bemer' 
ten, daß der Werth von z ber Bedingungsgleichung: | 


zid’z— ra 





genügt, welche mit ber Gleichung: 
c+2dr ten = br* 


übereinflimmen muß. In der Xhat, aus der Mebin 
z3dh fi adı? folgt“ ’ | er 
Yadz!dı - . ade? _2dz 
ler eier eek "7 = = 
Be+7=V BT, matt + rt Pet. 
Beifpiel. Es fei die Differenzialgleihung: 
aydı 
dy+ + 29)? - 0 


gegeben, fo wirb diefelbe integrabel, wenn man fie mit dem Zac 
tor 22°dy — 2yrdz multiplicirt, und ihr Integral ift: 


a — 2y tt = 


Geht man y=ur, fo erhält man die trandformirte Gleichung: 











de - Vi 
2. Ye 
8. 263. — VI. Wir wollen nah Liouville zwei Bei: 
ſpiele merfwürdiger Integrationen hier noch anführen, wovon die 
eine durch ein oft anwendbares Berfahren, aber die andere auf 
einem ganz indirecten Wege beiverkftelligt ift. 
1) Wir wollen die Gleichung : 


Diy+/@D.y+ FQD.y=0 
betrachten und einflweilen annehmen, daß das dritte Glied im 
erften Theile derfelben fehlt, fo daß die zu integrirende Gleichung 
folgende ift: 
D:y+f)D,y=0, 
fo ergiebt ſich daraus © ' 
D,y=Ce—/f (ade. 


Wetrachten wir die gegebene Gleihung wieder, und unterfuchen, 
us man durch Verwandlung ber Conſtante C in eine Function von 
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y, wenn F(y) nicht Null ift, ‚nicht bewerkſtelligen kann, daß bie 
erfte Ableitung diefelbe Form : 


D,y=Ce/f@d 
behält. Wenn man differenzirt, fo findet man: 
Di y=e-/fi@dern,c D,y—C/@)], 
oder wenn man für e/f)de feinen aus der Gleichung: 
D,y=Ce-/ (dx 
abgeleiteten Werth ſetzt: 
Dy=—f@)D,y+ inong. 


Subſtituirt man dieſen Werth von Diy in bie gegebene Gleichmg, 
ſo erhaͤlt man: 


1 
und wenn man integrirt: 
C=(Ce/S F(y)dy, 


Man bat folglich die Sleichung: 
D,y=Ve/SFWoiwerstftade, 


worin bie Veränderlichen getrennt fi find, und welche das gefuchte 
Integrat: l: 


— dy=C' fe Stada ar 


giebt. Daffelbe Integral hätte man erhalten, wenn man fuͤr einen 
ugenblick f(z)= 0 gefebt und: | 


D; y-+F (y)D,y=0 


zur Hülfsgleihung genommen hätte. Seht man D. = "sy und 
bemerft, daß Dy=y D,y’ ift, fo het man: 


D,y+yE® =, 
und wenn man integrirt: ' 
y=D,y=Ce/F a, 
Betrachtet man nun C ald eine Function von x, fo hat man: 
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Dy——Fi)D,y + 2 D.C,D,y, 
und wenn man in bie gegebene Gleichung fubftituirt : 
DC+F@=0, O=Ce/t@k, 
D,y=Ce/FWyerSfdde, eie. 


2) Wir wollen annehmen, daß man dad Integral y — 6, c 
Ca ... En) einer beliebigen Differenzialgleihung der ten Drbnung: 


f@,y D,y‚D y⸗ .., Dꝛy) =, yyıYy", ..,y9]==0 


kenne, fo ift das Integral y und deffen » Ableitungen 4’, y”, ..., 
yi) nicht blos von z, fondern auch von a Gonftanten C,, Ca ... 
c» abhängig, wogegen die Veränderliche x von diefen Conſtanten 
völlig unabhängig r fo daß man hat, wenn man die Function 
f in Beziehung auf eine biefer Conſtanten, 3. B. auf c, diffe 
renzirt: 


D,/fD.y+ D.fD.y+DafD.y’ +... D. FD. ym=0 
Seht man aber D. y — 2, wo z eine neue Veränderliche ift; fo 
bat man: 
D.y=Dı, Da y'=D3z,.., D., y9= D: 2; 
denn es ift: 
D.. y = D. D. y = D. D. y—=D;z 4 
D. De DCC-D, D.. DI2z, 


Subſtituirt man fuͤr D. y, D. Yı.... ihre Werthe fo. erhält man 
die Gleichung: \, * 


—EE— 


worin y, V, %%, ...., 9) Functionen von x find, welche durch 
die Gleichung: j 


Yy= PL, 56,9. Ca) 


beflimmt werden, und folglich müffen D,/, Dyf, ... D, "fat 
befannte Functionen von 2, C,, Cy, .... Cu betrachtet werden. 
Nun ift aber diefe Gleichung eine lineare und homogene Diffe 
renzialgleihung mit z und deflen » Ableitungen, welder bekannt: 
lich durch den Werth z=D,, y genügt wird, weil wir diefe Glei⸗ 
hung dadurch erhalten haben, daß wir D.,y = z gelebt haben, 
und dad von c, Geſagte gilt auch von ca, Cy,...., Ca. Folglich 
wird der Differenzialgleichung:: | 
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zD,f+D,2Dyf+D,zDu,f+..4+D.zD, m f—0 
Durch die m particulären Werthe: 
z=D.y, 2=D.Y,-.., z=D.,y 
genügt, und ihr allgemeines Integral ift mithin: 
y=CD,y+C"D,y+0”D,y+..+ C®D.y. 


$ 264. — VIM. Integration einiger gleiczeiti- 
gen Differenzialgleihungen. 1) Binet ift durch hoͤchſt 
finnreihe Transformationen zur Integration ded folgenden Sy— 
ſtemes von Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung: 
2 2 2 
D,=D,;R, Dy=D,R, Di =DAR ,... 


gelangt, wo £ die unabhängige Veranderliche ift und x, J, z,..... 
die abhängigen Weränderfichen find, und R ift eine beftimmte Fun— 
ction der Größe Vr+t Ft H+...., [0 daß man hat: 


D,R=-D,R, D,R=TD,R, ete. 


und die gegebenen Differenzialgleichungen verwandeln fich als: 
dann in: zZ 


.auo.;, 


D’z=- DR, Dy= DR, B}:— -D;R, 
Verbindet man fie paarweife, um D,R 3u eliminiren, fo findet 
man: 


zD?y—yD}?x=0, z2D}ir — zD}z=0, yD’z— zDiy==0,.., 
‚n(a—)) 
woraus fich die — erſten Integrale: 


zDy—yDı=C,, Di -AD.S C., yDze—Dy=C;,.. 
ergeben. Die Summe der Quadrate dieſer Gleichungen giebt: 
(«D,y— yD,x)’ + (zD,c— xD,;z)° 4 (yD;z — zD, y.3 + u... 


—(#4y’+24..(Dar+Ddıy’+Die+...)-(@DirtyDy-+zDet..) 
| me, . 


Multiplicirt man die gegebenen Differenzialgleichungen refp. mit 
dx, dy, dz, ...., addirt und integrirt, fo findet man: 


Daa2+Da?+D,22+..=2ıR+B), 


und folglich, wenn man fubflituirt: 
Moigno, Integralrehnung. 34 


AN 
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(zD,x+yD,y+zD,z +.) =22(R+B)— A® 
Es ift aber: 
zD,z+yD,y+2D,r+..=rDir, 
folglich: 


rd . 
Dr’ =2r’ (Rk+ B)— A”, d= VasatBm’ 
A? A? 
De=2R+2B— ;, Dr=DR+7- 


Vermittelft diefer Sleihung Tann man D,R aus der erften ber 
gegebenen Gleichungen, nämlich: 


Diz=- DR 


eliminiren, wodurch man erhält: 


x A! = 
rD? z—aD?r =D: (rDz—Dır)=D,rD, ı 7 7 


2 
und wenn man mit * multiplicirt: 

r? rn, 8 
ae legte Gleichung nimmt eine einfachere Korm an, wenn man 
etzt: 


di Adr 
A; =dp= rV WAR+B)- A? ' 


denn fie verwandelt fich alddann in: 





und man hat ebenfo: 
3 
Du. +:=0, Du. +- =. 


r 
Diefe Gleichungen laffen fi) einzeln integriren, und wenn mar bie 


2 willkuͤhrlichen Conftanten mit a,, b,, Gy dar --.- @n, ba be: 
. zeichnet; fo hat man: 


== 0,005 6-+ b, sind, "= a,0086-+b,8in$, 


4 cos$—+b, sin ,.... 
Die Gleichung: 
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di rdr 
—YV WAR+B) 4° 
giebt ferner: 


' rdr 
(tem) Vomp | 
und da R bloß von r abhängt, fo hat man r ald Function von 


t-+a und 9 ift ald Function von r und folglich aud ald Zun- 
ction von ta durch die Gleichung :. 


r 
a0 rn 


beftimmt. Gebt man alddann zu den Formeln zurud, welche die 


Werthe von — - En. . geben, fo werden die n Beränberlichen 


felbft durch te, A,B und 2n Gonftanten a,, b,; a, b1.... 
außgebrüdk, d.h. in d eſen Ausdruͤcken kommen anſcheinend 2n +4 

Uuͤhrliche Conſtanten vor, welche durch mehrere Gleichungen 
miteinander verbunden fein muͤffen; denn die Aufgabe geftattet 
nur 2% willfübrlice Gonftanten. In der That finder man, wenn 


man für =, 2, PrRERE ihre Werthe in die Gleichung: 
a2. 1 „? 
24 l+st.=1 


ſubſtiirt und der Kuͤrze wegen eine bekannte Bezeichnung an⸗ 
wendet: 


cosꝰ Ha? + sin? H2b? 4-2sinpcosYyZa,b, —=1, 


| und da dieſe Gleichung für jeden Werth. von © hatt finden muß, 
fo hat fie die drei Gleichungen: 


2a?—1, 221, Zab, —0 


zur Folge, wo bie Gonftante 8 übrigens mit a,, b sufammenfällt, 
welche er blo8 modificirt; denn man hat: 


a, cos(B+NM-+ b,sin($+PB)=a« 0086 +’ sing. 
Die 2a +4 Conftanten, welche fich zunaͤchſt auf die 22+3 Con⸗ 
ftanten A, B, «, a,, bı, .... rebuciren, find folglich durdy drei 
Bleihungen mit einander verbunden, und bilden in der That nur 


22 willkuͤhrliche Conſtanten. 
Die beiden Integrale: 


rdr dr: 
welche nichtd miteinander gemein zu haben und völlig unabhängig. 


\ \ 
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von einander zu fein fcheinen, laſſen fid dennoch auf einen ge⸗ 
meinfchaftlichen Urfprung zurüdführen. Denn wenn wir anneh⸗ 
men, daß R eine durch die Gleichung : 
d 

R= f —YV FRRFB 
beftimmte Function von r ift, fo hat man offenbar: 
t+a@=D;R, $+8=—D,R 
und die beiden vorhergehenden Integrale find, abgefehen vom Zei⸗ 
chen, die beiden partiellen Ableitungen der Function R, von wel: 


cher die Veraͤnderlichen &, y, z,.... allein abhängen. 
Aus dem eben Gefagten folgt, daß die Gleichung: 


D’ı= D. R. =, 


wenn fie fucceffive in: 
und: 


trandformirt wird, zum allgemeinen Integrale: 
zz=r(a,c0os$+-b, sin$) 

hat, wo aı, ba zwei willtührliche Gonftanten find. Um ein Bei⸗ 

fpiel zu geben, wollen wir R=- fegen, fo ift die zu integrirende 

Gleichung; 


D2+5=0, 
wo 7 ald Function von t durch die Gleichung: 
tra — 
| V?r(@+B)- A? 
oder. wenn man feßt: 


B=— =, A’=ma(l—e”), 


2. 


durch die Gleichung: | | 
t+a= f — 
IV Ele (an)? ' 


gegeben wird. - 
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Sept man ferner: 
a -r=aecosy, oder r—all—ecos Y), u 


wo % eine neue Hülfägröße ift, fo hat man: 


- 


2 
i+a = fi * (1-e cos YVdy, y—esiny=(t+«) v: (Zu 





de -Adt= Vireft=e) a? (I—ecos Wdy _ VI=edy 
” a? V m(1—e cos y)? T—-ecosy ’ 
Vu a ee lg © 


sin ® — (cosy— e) ab, siny V i—e. 
Fuͤr hat man blos noch feinen Werth als Function von t 


zu feßen, um das gefuchte en zu erhalten; allein man muß 
alddann die transcendente Gleihung: J . 


w—esiny =(t+ 0) VE 


auflöfen. Man kann den Werth von t als Function von © auch 


leichter erhalten; denn jest man: 


aa, =ccosy, ab, VI-e=c sin, 


wo e und y zwei neue willführliche Conftanten find, fo bat män: 


cos (J—yY)=ecnsy +7, y=ytare cos(Z+e cosY); | 
| m-_ f! — esinyl & 
(t+a) v = tarecos (<+e cos ) esinz(Z-tecos ,) 
—eeosy Yı-(Z+ecosr)..: ä 


Aus diefer Gleichung kann man leicht den arc. cos. fortfchaffen, 
wenn man bdenfelben auf eine Ceite allein febt und von beiden 
Theilen der Gleichung die Cofinus nimmt, und dad Refultat ift 
dad allgemeine Integral der Differenzialgleihung ber zweiten Ord⸗ 
nung: 


| ma 
j D2 MA + Ey = 0, 
wo r eine durch die beiden Gleichungen : 


r=a(l - ecos , y—esiny=(tte) v3 


gegebene Zunction yon E iſt. 
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Anmerkung. Wenn A? negativ wäre, fo wäre  fmagi- 


när; aber gleichwohl laͤßt ſich die Differenzialgleihung auch in 
diefem Falle noch integriren. Denn man hat alddanr: 


— rdr 
Aue — 7 


rdr 
+ a (ee 


wern man bie Gonftante B in R mitbegreift. Hieraus ergiebt ſich 
fucceffive:: 


D,=2R + 5 Dir=DR— I, 


oder : 


A? r? x z 
rD? s-zD?r— 7 == (), s Dır’D. - = 0. 


Sept man: 
| 48* Ad _ Adr 
a Trf WR’ 
fo hat man: 
D,. = , ==ae+ be” P. 


Zu demfelben Refultate wäre man gelangt, wenn man vom Reel⸗ 


len zum Imagindren überginge, für r,R, reſp. vv, RVAI, 
ꝓ VA und für sin (HV-T), cos (pVVAT) imaginaͤre Exponen⸗ 
tialgrößen ſetzte. 


Anmerkung. Die integrirten Differenzialgleichungen be 
iehen ſich, wenn ihre Anzahl nicht groͤßer als drei iſt, auf die 
Bewegung eined materiellen Punctes, welcher durch eine Kraft 
D,R gegen einen feflen Mittelpunct angezogen wird, ınd die Dif- 
ferenztalgleichung : 

D?x+ * —0 
enthaͤlt die Theorie der elliptiſchen Bewegung. 
$. 265. 2) Wir wollen noch die Differenzialgleichungen: 
MD" y+M;D"?y + MDi’y+.—T,, 
NND" y+ ND’y+N,D’y+..=T, 
betrachten, welche fich auf die fehr einfache Form: 
zZMD: y=T,, ZND: y=T, 
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bringen laften, worin T,, Ta beliebige $unctionen ber unabhän- 
gigen Veraͤnderlichen t und einer oder mehrerer anderer Veraͤn⸗ 
derlichen, fo wie ihrer Ableitungen find. Wenn die Coefficienten 

1, Ma, M3,....; N, Ns, N3,.... Gonftanten find, fo braucht 
man, um y und defien Ableitungen zu eliminiren, nur in dem erften 
Theile der beiden vorhergehenden Gleichungen für y refp. T, und 
T, zu fegen und dann die Refultate einander glei zu fegen, fo 


daß die Endgleichung folgende ift: Ä 
ZMD} T, = ZND/T.. 


Denn wenn man bie erfte Sleihung fucceffive n, mal, n, mal, 
n, mal, .... hintereinander differenziert, fo erhält man: 


zMmp"t%ı y=D;' Tı, zMD"t" y-D! ’T,, 
zMD*t% „DAT, ,.., 


und wenn man diefe Gleichungen refp. mit N,, N,, N;,.... mul 
tiplicirt und die Producte zufammenaddirt; fo Tann die refulti- 
rende Gleichung offenbar auf folgende Form: " 


ZMDF(N, D}'y-HN,DP°y-HN,D?%y+..)—N, DIT, +N,DF°T, +... 
oder wegen der zweiten ber gegebenen Gleichungen, auf die Form: 
ZMD! T, = ZNDFT, 


gebracht werden, was zu beweifen war. 

Wenn die beiden gegebenen Differenzialgleichungen in Bezie⸗ 
bung auf x und y linear find, und außer diefen beiden Veraͤnder⸗ 
(ihen nur noch Die unabhängige Weränderlihe t enthalten; fo 
fann man durch das vorhergehende Verfahren nad Belieben die 
Endgleihung mit y, oder die mit x bilden, und beſonders bemer⸗ 
kenswerth ift ed, daß fich diefe beiden Endgleichungen blos durch 
das Glied von einander unterfcheiden, welches eine Function von 
t allein ift. Hieraus folgt, daß die Werthe von z und von y 
folgende Form haben: 


= Geht + Get + Oel .., 
y= Och} Ola HOW +... 


wo Cı , ©: ,.... Zuncetionen von £ find, welche man in jedem be⸗ 
fondern Falle durch bekannte Methoden beflimmen kann, und bie 
Größen A, , Aa, Ar... werden durch eine gemeinfchaftliche Glei⸗ 
chung gegeben. 
Wenn man m Gleichungen zwifchen m + 1 Veränderlichen 
mit conftanten Coefficienten für alle dieſe Veraͤnderlichen, eine 
ausgenommen, nämlich die unabhängige Veränderlihe, hat; ſo 
brauht man, um drei derfelben zu eliminiren, nur den erften 
Theil jeder Gleichung in Beziehung auf ihre Ableitungen zu ord: 
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nen, nachdem man alle übrigen in den zweiten Theil gefebt bat, 
worauf man alödann irgend eine dieſer Gleichungen mit den 
m—1 übrigen vergleicht. Auf diefe Weife erhält man m—1 
Paare von Sleihungen, zwifchen weldhen man die fragliche Ber: 
änderliche auf die oben angegebene Weiſe eliminirt, und man bat 
alddann blos noch m —1 Sleihungen zwifhen m — 1 Veraͤnder⸗ 
lihen. Fährt man auf diefe Weife fort, fo kommt man auf eine 
Gleichung, welche zwei Veraͤnderliche enthält, und man fieht ein, 
dag man alddann für die m gegebenen Gleihungen m anbere 
Gleichungen fegen kann, wovon in jeder blos die unabhängige 
VBeränderliche und eine der übrigen zu beflimmenden Beränberli- 
chen vorkommt. 

Die Ordnung der Endgleihung läßt fih zum Voraus be 
fiimmen; benn bat man z. B. m Differenzialgleihungen der er: 
ſten Ordnung, fo führt dad angegebene Verfahren fucceffive auf 
m — 1 Gleichungen der zweiten Ordnung auf m —2 Gleichungen 
der dritten Ordnung, ...... ‚auf m— (m—1) oder eine Differen- 
zialgleihung der mten Ordnung. Allgemein, wenn m, ®%, D,... 
die hoͤchſten Indices der Differenzirung für jede Weränderliche be- 
eihnen, fo drüdt die Zahl m n+pt.... die Ordnung jeder 

ndgleihung aus. Diefe Eliminationdmethode ift zuerft von 
Favre-Rollin befannt gemacht. | 


Neun und dreißigfte Vorlefung. 


Reduction eines Syſtems von n Differenziafgleihungen der erſten Orbnung 
auf eine einzige Differenzialgleihung der nten Ordnung. — Integration durch 
Reihen. — Ueber die fingulären Integrale ber Differenzialgleihungen von - 

einer beliebigen Ordnung. 


— — — — —* 


$. 266. In dem Vorhergehenden haben wir geſehen, wie 
man die Integration einer Differenzialgleichung der nten Ordnung 
auf die Integration von 7 gleichzeitigen Differenzialgleihungen 
der erften Ordnung zurücdführt, und man kann auch umgefehrt 
bie Integration eines Syſtemes von n gleichzeitigen Differenzials 
gleichungen der erften Ordnung auf die einer einzigen Differen: 
zialgleichung der nten Ordnung zurüdzuführen fuchen. 

Denn wir wollen annehmen, daß n Differenzialgleichungen 
von der Form: 


D,2=f, (t, T, , 2,...), D, 2 (t, æ, Y, z,..), 
D,2f (t, X, Y, z,..), .. 


gegeben find, fo kommt es darauf an, zwiſchen dieſen n Gleichun⸗ 
gen bie n— 1 Beränderlihen y, z, .... zu eliminiren und eine 

leichung zu erhalten, welche blo8 noch die unabhängige Veraͤn⸗ 
derliche 2 und eine der abhängigen Veraͤnderlichen, z. B. x, ent⸗ 
hält. Zu dem Ende differenzirt man die erfte Gleichung m mal 
und fuftituirt für Diy, Diz, .... ihre aus den übrigen an — 1 Gleis 
ungen abgeleiteten Wertte; fo erhält man a —1 neue Glei- 
hungen: 


Dı=B(t. x, yı z,..), D’r=d;, 
Dfi=p,,.., Dr=o, 
weiche in Verbindung mit der erften gegebenen Gleichung: 
D,2=fı (t, T, V,..) 


das Mittel zur Elimination der n—1 abhängigen Veraͤnderlichen 
y, 2, .... an die Hand geben und auf die gefuchte Differenzialgleis 
hung der nten Ordnung mit t und x führen. Hat man Diefe 
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Gleichung integrirt, fo leitet man daraus den Wertb von z und 
deſſen fucceflive Ableitungen mit n willtübrlichen Conftanten ab, 
um fie in die Gleichungen: 


Dii=fi, Dr=p, Dir=p,.., Da, 

u fubflituiren, welche die Werthe der n— 1 übrigen gefuchten 
Nntegrale geben. 

Beifpiel, Bir wollen die beiden gleichzeitigen Differen: 
zialgleichungen: 

D,z=y, D,y=z 
betrachten, fo ergiebt ſich aus der erften: 
D?’r=D.y, ever Dr=d,=Xx. 


Da y unmittelbar eliminirt ift, fo if die legte Gleihung Diz=:z 
genau die Endgleihung, und wenn man fie integrirt, fo erhalt 
mon: | 
=CGe+C,et, 
woraus folgt: 
D. v Ge — Get 
und mithin ift: 
y=Ce— Get 
das zweite gefuchte Integral. 

8. 267. Wir haben zwar gefagt, daß die Endgleichung im 
Allgemeinen von der aten Ordnung ift, und daß ihr Integral s 
willtuhrliche Gonftanten enthält, allein in gewiflen befondern Fat 
len Tann es doch gefchehen, daß diefe Endgleihung von einer nie 
drigern, ald der nten Ordnung ift, und daß ihr Integral weniger 
ald a willtührlihe Gonftanten enthält; aber wir werben feben, 
daß alsdann zur Beftimmung der Werthe der übrigen abtängigen 
Veraͤnderlichen gewifle Integrationen verrichtet werden muflen, 
wodurch die erforberlihe Anzahl von Conſtanten ergänzt wir. 
Geſetzt 3. B., man follte die drei Differenzialgleihungen : 


D,z=y-+z, D,y=r+z, Dz=y— x 
integriren, fo ergiebt fih aus der erften: 
D’z=D,yrD.=y+2z 


und man braucht Fein zweite Mal zu differenziren, weil man y 
und z unmittelbar zwifchen ben beiden Gleichungen: 
D,z=ytz, Dr—y+tz 
eliminirt, welche die Endgleichung: 
D/z =D: 
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Sehen, die blos von der zweiten Ordnung it und folgendes Inte⸗ 
gral hat: 


=Ü, +Ce. 
Diefed Integral enthält nur zwei willkuͤhrliche Conſtanten; aber 
man hat auch zur Beſtimmung der beiden andern Veraͤnderlichen 
nur eine einzige Sleihung Ge —=y-z, welche nicht hinreichend 
ift, und woraus fich ergiebt: | 

z=0,e—y, 
und wenn man für z,z ihre Werthe in die Gleihung Dy--=-+z 
ſubſtituirt; fo erhält man: 

D,y=C, +?7G,e—y. 


Um diefe lineare Differenzialgleihung zu integriren, braucht man 
nur vorher mit et zu multipliciren, fo findet man auf biefe Weiſe: 


y=C, +Ge+Ge* 


und man fieht, daß eine dritte Gonftante erfcheint. Die drei In⸗ 
tegrale: 


ı= C Get, y— C + Ge + Get, 
z=—(, — Get 
baben alle gewünfchte Allgemeinheit. 


Wir wollen nun annehmen, daß die n gegebenen Differenzial- 
gleihungen außer der unabhängigen Weränderlihen € au x und 
defien m’ erfte Ableitungen, 9 und deſſen m’’ erfle Ableitungen, 
: und beffen m’ erfte Ableitungen, etc. enthalten, und daß man 

at: 


a’ tm’ + ; 
fo kann man fie vermittelft der bekannten Gleichungen : 
Dır=r, Dx=r%,., Daw-d9 = im), 
Dıy=y,.., Dız=?7,.. 


aufdie erfte Ordnung zurudführen, und man hat alddann ein Sys 
fiem von m+n gleichzeitigen Differenzialgleichungen ber erften 
Ordnung zu integriren, welche man auf die Integration einer eins 
zigen Diferenzia gleihung der (m-+ a)ten Ordnung zurüdführt. 

$. 268. Wenn feine der bisher zur Integration der Diffe- 
renzialgleichungen angeführten Methoden anwendbar ift, fo ver- 
fuht man die Integration durch Reihen, und wir wollen 
über diefe neue Methode, welche mit großer Worficht angewandt 
werben muß, in der. Kurze dad Nöthige angeben. 

Betrachten wir zunaͤchſt bie Diferenzialgleichung der erften 
Ordnung dy = fı (2, Y)da, und nehmen an, daß ed darauf ans 
tomme, das allgemeine Integral biefer Gleichung aber einen Werth 
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von y zu finden, welcher diefer Gleichung genügt ımb für =n, 
eine gegebene Größe ya hat. Der Ausdrud der Aufgabe felift 
fest voraus, daß fich das gefuchte Integral in eine convergente 
Reihe entwideln läßt, und daß folglich die Integration durd 
Reihen in weiter nichts, als in der Zöfung der folgenden Auf 
gabe befteht:: . 

Wenn fih der allgemeine Werth von y, welder 
ber gegebenen Differenpielgleihung genügt, für 
z=x, aufeine gegebene Große y, redbucirt und durd 
eine convergente Reihe audgedrudt werden Fann, 
diefe Reihe zu finden. 

Die Auflöfung diefer Aufgabe ift fehr leicht; Denn wenn bie 
convergente Reihe, welche den Werth, von y ausdruͤckt, wirflih 
eriftirt, fo muß fie mit der Reihe ubereinflimmen, welde bie 
Zaylor’fche Formel giebt, worauf fih aus der Gleichung: 


dy=fı (z,y)dz, oder Y=fı (7, y) 


durch bloße Differenzirungen die Werthe der fuccefjiven Ableitun 
gen von y, nämlich : 


ray), hey, Veham..- 


ergeben, und wenn man in ben erhaltenen Sleihungen z=1, 
y=y fest; fo erhält man: 


Yyızfılzay), 3% =fa (X ‚Y), y’ fs (24,Ye),---, 
und folglich vermöge der TZaylor’fchen Formel: 





vont ha + TE ham) 
8 
+ +. 


Diefes ift alfo der gefuchte Werth von y, welcher zuläflig ift, wenn 
die Reihe im zweiten Theile der lebten Gleichung convergent if. 
Da derfelbe in diefem Falle offenbar der gegebenen Gleichung ge 
nügt, fo rebucirt er fih für x, auf ys und entkält eine will: 
kuͤhrliche Gonftante ya, iſt alfo nothwendig das gefuchte allgemeine 
Integral. Wenn man die Summe der convergenten Reihe unter 
endlicher Form ausprüden kann, fo hat man das allgemeine Sn: 
tegral der gegebenen Differenzialgleichung ebenfall8 unter endli⸗ 
her Form. | 

As erſtes Beiſpiel wollen wir die fehr einfache Differenzial: 
gleichung: 


dy=aydz, oder Yy=ay 
wehren, ſo haben wir: · 5 
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y—=ay=ay, y'"=ay=aby, y=ay =aWy,.., 
Yız ayı yY,=ay, = adye, way ı,.., 


_ Uxc— x)? —E 
we er +] 


wo die Reihe im zweiten Theile der legten Gleichung immer con: 
—5 iſt und den Ausdruck ygets-0) zur Summe hat. Es iſt 
olglich: 





y — VYo ex —x0) 


oder blo8 y= Ce“, wie bereitö befannt war. | 
$. 269. Das eben Gefagte läßt fich leicht auf eine Differen- 
zialgleichung der nten Ordnung: | 
° Di y=fn (2,%, D,y, D y, .., D;"'y) 


ausdehnen ; denn das allgemeine Integral einer folhen Gleichung 
fuchen, beißt, wie wir gefehben haben, nichts anders, ald einen 


‚ Werth von y fuchen, welder dieſer - Differenzialgleihung genügt 
und außerdem fo befchaffen ift, daß derfelbe, fo wie feine a—1 


erften Ableitungen y’, y’, y’, ..... ya-d gegebenen Werthe yo, 


Ya, Yo yV für 2x. annehmen. Wenn alddann die Reihe, 


welche diefen gefuchten Werth von y ausdrudt, convergent ift, fo 


flimmt fie nothwendig mit der Reihe überein, welche fich aud der 


| Taylor'ſchen Formel ergiebt. Ferner ergiebt fi aus der Glei⸗ 


hung mp: | 
yermd—frı [X y, y.y", / yo-D], yirt? fen.) 
und wenn man in’ diefen Gleihungen <= x,, und folglid): 
y=y, Yayı, Yayfı)n., "P=y 
feßt; fo erhält man die 2— 2, entfprechenden Werthe y", 


yoln=d), ,„... der Ableitungen der nten und der folgenden Ordnun⸗ 


— 


gen. man bat man, vermöge der Taylor’ chen Formel den 
Werth: | 


_ (2 n.\2 
Y=Y + wo * Yor ——eſ— * VYo 4.. 


— (2 - Zo)r 


— — — n) 
r 123.05 %# » + 1.23...n X + 0 ze 


welcher dad gefuchte Integral ift; denn derſelbe ift zuläffig, weil 


nach der Vorausfegung die Reihe im zweiten Theile der legten 
Gleichung convergent, ift. Diefer Werth genügt offenbar der geges 
benen Gleihung und nimmt für zz, nebft den n—1 erften 
Ableitungen y’, y, ..., yrD die Werthe 5, Yor-.- yo an, 
oder was daſſelbe ift, er enthält n willführliche Conftanten. 
Beifpiel. Betrachtet man bie Differenzialgleichung : 


‘ 
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Dy=y"=ay, 
fo bat man: 
"9, Y"=ay=ay, „=ay, "=ay=aty, 
Y=aye, way, yzayı, y""=ay,.-- 
vu. tHteıt a +35 ays 


+- er yet --- 


le +] 


(2) , z-2,” | e{2—re)° 
+Ys > +5 tr 123.45 4 |; 


wo die beiden Reiben im zweiten Theile diefer Gleichung conve: 
gent find und die Ausbrüde: 











y% ea) 4 gehen) Ye era) _ e-eFte— a.) 


u ihren Summen haben. Addirt man diefe beiden Ausdruͤcke yr 
ummen, fo erhält man den Werth von y, welcher fich auf fi 
ſehr einfache Form: 


yaGets} Ce” 
bringen läßt. 
Wenn man diefelbe Methode auf die Differenzialgleichung: 


zD2y-+2D,y+r’ry = 0 
anwendet, fo erhält man für dad allgemeine Integral derfelben: 


etz. 


C, sinnz +C, cosnz 
m... 


. 270. Statt der TZaylor’fhen Zormel kann man auf 
die aclaurin’ fche anwenden, wenn man für zu den befonden 
Werth O ſetzt; aber alddann hat man wohl auf den entfprecden 
ben Werth von y zu achten; denn bderfelbe kann fo befchaffen fein, 
daß “einige der Ableitungen von y unendlid) werben, und Die Rei⸗ 
benentwidelung folglich unzuläfjig wirb. 

Wenn man in dem zuletzt an eführten Beifpiele 7. 0 Sekt, 
und den Größen y, y’ bie wilfführlichen Werthe yo, beilegt, 
ſo kann die Differenzialgleichung: 


* D;y+2D.y+mıy=0 ’ 
welche ſich zunaͤchſt auf: | 


y= 
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zy' +24, =0 


rebueirt, nur dann verificirt werben, wenn man y’ unendlich groß 
annimmt; aber alödann kann man die Maclaurin’fche Formel 
nicht mehr anwenden, und man müßte in biefem Falle nothwendig 
annehmen, daß auch y,—0 iſt. In diefer Vorausſetzung ergeben 
fih aus der Gleichung: 


zD!y-+2D,y-+Hn’zy—=0 
und aus ihren fucceffiven Ableitungen : 
2Diy+3D} y+nD.y+ny=0, 
xD; y+4D!y-Hn2zD; y+2m"D,y—=0, 
xD? y+ 5D} y+ n?xD? y+ 3n:D? y=0 


1 8 08 8 r 2 8 8 8 Tr Tr re Tr FF DL DL oe .eo 


4 
en ev we, 


30, "=— a ZU 


æ2 a* 
vn tn 
an? tn 
| — ( 1237 19348 =.) 
Nun ift aber der zwifhen den Parenthefen ſtehende Factor nichts 


anders, ald 3 folglich: 








x 


und diefer Werth von y ift offenbar nur ein particuläres Integral, 

weil derfelbenur eine willführliche Conſtante enthält. Aber vermit- 
telft der bereitd wiederholt angewandten Methode, welche darin 
befteht, daß man ©, nicht mehr ald eine Conftante, fondern als eine 
unbeflimmte Function von x betrachtet, Bann man leicht zu dem 
allgemeinen Integrale gelangen. Denn differenzirt man den Werth 


sun nT . . e . 
y=Cı u. indem man für C, eine Beränderlihe z, fegt, und 
druͤckt aus, daß dieſer Werth der gegebenen Differenzialgleichung 
noch genuͤgt; fo findet man nach verrichteten Reductionen: 
D? #, + 2aD,u, cotnr—0. 


Sekt man D.u, =v, fo verwandelt fich diefe auf die erfle Or 


nung zurüdgeführte Differenzialgleichung in folgende: 
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D, v 2uv cot az = 0 
und giebt: 


und folglich: 
w=0 + O'cotaz, y_ Csinnz + Closer, 


E 7 


welches dad gefuchte allgemeine Integral if. Wenn man te 
COSnz _, 

zweite particuläre Integral y= ——— für ſich betrachtet, fo fit 

man, daß feine zweite Ableitung wirklich für — O unendlic 


wird, und daß es folglich nicht vermittelft dr Maclaur i n'ſcha 
Formel in eine Reihe entwidelt werden Tann. 


$. 271 Dft wendet man flatt der Zaylor’fchen und Mar 
laurin'ſchen Reihe andere Reihenentwidelungen an, welche durt 
die Methode der unbeffimmten Eofficienten erkalta 
werden. Diefed Verfahren verdient zuweilen fogar den Born 
und ift allein zuläfjiig, wenn die Reihe, welde das gefuchte Inte: 
gral ausdrüdt, Potenzen der unabhängigen WBeränderlichen mit 
negativen Erponenten enthalten muß. In diefem Falle feßt man: 


yzyra (a2) + Ra) +) +... 
ober wenn man <— u =z, alfo dr=dz fekt: 
y=2 +02" +a2t +2 + ..., 


und beftimmt dann die unbeftimmten Goefficienten &,, a3, &y..... 
und den Erponenten a durch die Bebingung, daß der Werth von 
y der gegebenen Differenzialgleihung genügt und nebft feinen A: 
leitungen bis zu der ron der (n—I)ten Ordnung incl. für z=2 
gegebene Werthe ya, Y’a,.... annimmt. Um bie Begriffe zu fir: 
ren, wollen wir annehmen, daß ein Werth von y gefucht werde, 
welcher der Differenzialgleichung : 


dy - yda=bardı=0 
genügt und für z—= verfhwindet. Setzt man wie vorhin: 
y=a,2° + a,2"t!+ a32"t3+.., | 
fo findet man: 
bz"—a, az“! + [a —a, (a+1)]2°-+ [az —-a,(a +2]! +... =0. 


Diefe Gleihung muß für jeden Werth von z erfüllt werden, und 
da 5 nady der Vorausſetzung nicht = O ift, fo muß man zunaͤchſt 
a— 1m, oder a=m-+ 1 feben, wodurch fidh die vorhergehende 
Gleichung in folgende verwandelt: _ N —7——. 
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[d—a,(m + 1ER” lai- (m + 2]e-t! 
+ —a,(m + 3t?-+..—0 
und auf die Gleichungen: | 


b—a(m+1)=0, a —a,(m-+2) *0, 


| - (m +I)=0, 
fährt, woraus folgt: 
nt 7207 
— * 
F— re [E Haatamar rt J 


Die Reihe im zweiten Theile der letzten Gleichung iſt immer con⸗ 
vergent, weil das Verhaͤltniß zweier auf einander folgender Glie- 
ber gegen die Grenze Null convergirt. Der a hernehende Werth 


von y ift folglich zuläffig und erfüllt alle erforderlichen Bedin⸗ 
gungen. 


In dem befondern Falle, wo m—0 ifl, rebucirt fich die ge 
gebene Differenzialgleihung auf dy —ydr=0 und dad Integral 
verwandelt fi in: 

x? Er art 
y=b [= + atimatimsat + Ke—i), 
wie es ſein muß. 
Als zweites Beiſpiel wollen wir die bereits betrachtete Diffe⸗ 


renzialgleichung: 
D:y + - D,y+ny—=0 
nehmen und allgemein feben: | 
| y= as +baP+cı + ..; 


fo fommt ed darauf an, die Coefficienten a, db, c, d,.... und bie 
Erponenten a, B, 7, .... zu beflimmen. Nun iſt aber: 


D,.y=aazrt-!1 + bBaf-1 + eyzti.., 
Di’y = aala—1)2°2 + bB (BE-NDaP7?-+..., 
und wenn man in die gegebene Gleichung fubftituirt; fo kommt: 
ao (a + 1)20® + max +58 (8 + 12-2 + n?ba? 
+99+D2+ ner +. —0. 
Moigno, Integralrehnung. 35 


546 


Nimmt man an, daß die Zahlen a, B, 7, .... ihrer Sroͤße nad 
auf einander bien, fo it a — 2 der Heinfle Erponent von z 
in der legten Gleichung, und ba diefe Gleihung für jeden Werth 
von z nur dann flatt finden Tann, wenn bie GCoefficienten de 
ebenen Potenzen von zgleih Null find; fo muß man zumädf 
aben: 

aa(a+1)=0 


und da a nit =D fein kann, fo muß «0, oder a = — 1 fen 
Wir wollen zunaͤchſt «= — 1 nehmen. Die beiden nächft Hei: 
nern Erponenten von x find a und B— 2, welche gleich, oder ver: 
ſchieden fein können. Wenn fie einander gleich find, fo kann das 
Glied 5B(B-+1)2P? mit Eeinem andern Gliede eine Reduction 
eingehen und muß an und für fih 0 fein, was nur flatt finde 
fann, wenn B=0 oder B=—1 ift, welcher legte Werth un: 
läffig ift, weil B größer fein muß, ad a=—1. Folglich ift B=0. 
Hierauf folgen die beiden Erponenten « und 7—2, welde er 
ander gleich fein müffen; denn da das Glied a’r“ nicht für ſich 
allein verfchwinden Tann, fo muß es fi mit einem andern Gliek 
reduciren, woraus folgt: | 


y=1, wa+tory+l)=0. 
Schließt man auf dieſe Weife weiter fort, fo findet man: 
ı=2, mb +BB-+1)=0, 
e=3, m®c-+tee(e+1)=0. 


Die beiden erften Goefficienten bleiben unbeflimmt, wie es aud 
der Fall fein muß, und bilden willtührlihe Conſtanten, währen 
bie übrigen Goefficienten durdy die Gleichungen: 


n?a a2 
ng eis 
n*a n% 


e = gs le aa 


gegeben werden, und das gefuchte Integral ift: 
ll nz n!z23 
al, ntumat-) 


% 
+Hl-utan--) 


oder: 
ya c08 "2 | „une _ Coon — 
| * "X F 
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Wenn man niet a=— 1, fondern a0 gefeht hätte, fo hätte 
man flatt des allgemeinen Integraled dad particuläre Integral 
y=a — erhalten, und in ber That ‚beißt den Heinften Erpo- 
nenten «=0 ſetzen nichts anders, ald annehmen, daß die Reihen: 
entwidelung feine Potenz der Veränderlichen mit einem negativen 
Erponenten enthält und daß die zweite Ableitung y” für —0 
nicht unendlich werben kann / wodurch folglich dad zweite particu⸗ 
läre Integral förmlich außgefchloffen wird. | 
Beifpiel. Wir wollen die Differenzialgleichung : 


D,y=y'=kııy 


betrachten, fo erhalten wir, wenn wir febßen: | 
y=axst + a2" a0 +79 +.., 
und für y, Diy ihre Werthe fubftituiren, die Gleichung : 


aa («—1)2x°-2 + A 0 (a, —1)29ı2 + Qꝛ œ⸗ (as — )ar2 +... 
— kartn -ka,atıtn + ka,zertn., 


welche nu dann identifch werben kann, wenn man bie drei Glei⸗ 
chungen hat: 


a-1)=0, m=atm(Rn +2), man(n) kan-ı, 


wo a„unde„refp. einen beliebigen Erponenten und Goefficienten der 
Reihe bezeichnen, und diefe drei Gleichungen beflimmen alle Er-- 
ponenten und Coefficienten der Reihe vollſtaͤndig. Der erften 
Bleihung wird genügt, wenn man a0, oder a1 febt, und 
biefen beiden Werthen entfprechen zwei verfchiedene Reihen, wovon 
jede einen willkuͤhrlichen Goefficienten enthält, und beide verifici= 
ren die egebene Differenzialgleihung, wovon fie particuläre In⸗ 
tegrale find, während die Summe diefer beiden Reihen das ge⸗ 
fuchte Integral ift, und wenn man zwei Werthe deö erften unbes 


flimmt gebliebenen Goefficienten a, mit C,, G bezeichnet; fo hat 
man: 


_ kort Kira 
sel Heat rem t 


kart? kin 
+02 1 + tere + -} 


en 2a=—2, d. h. die gegebene Differenzialgleichung folgende 
wäre: 


ſo verſchwaͤnden alle Renner der Reihe; aber wenn man zu der 
Gleichung: va 


„=at+m(2+2) . 


8 


zurädgebt, welche einen beliebigen Erponenten beftimmet, fo fink: 
man a„,—a und folgli: 
y=(+a, +. ++...) ze = Art. 


a ulet man dieſen Werth in die gegebene Differenzialgle 
ung: 


fo erhält man: 
aa (a—1)2°?+ [a,a(a—1)+ ka"? +... 
+[a,a(a—1)+ka,]?+..—=A [a (a1) + ka 3 —0, 
a@1+k=0, -EL, 


und wenn man dieſe beiden Werthe mit a, a’ und zwei ber um 
beftimmt gebliebenen Größen A beigelegte willtührliche Werthe mit 
C, O bezeichnet; fo erhält man enblid: 

y=C x" +02. 

8. 272. Die eben integrirte Differenzialgleihung ber zweitn 
Ordnung fann leicht auf eine Differenzialgleihung ber erfien Ors 
nung zurüdgeführt werben; denn man braudt zu dem Zwed: 
nur; wie wir gefehen haben, y==e/"4* zu feken, woburd mu 
die trandformirte Gleichung: | 

- D,z + ?=kr 
erhält, welches genau die Riccati’fche Gleichung iſt, und wenn 
man fie integriren, folglih daraus den Werth von z ableiten 
Ennte; fo würde y vermittelft der Gleichung y=e/?dr oder in 
eihe: 


y=1+fzdr+ Bde" 4 ( rt... 


beftimmt. | 
Umgekehrt, da fih die Riccati’fhe .Differenzialgleichung : 
D,y + ay’ = bi* 
in folgende: | 
D! z = abzx* 


| verwandelt, wenn man feßt: 
1 
J = 02 D.2 3 
fo kann man fie vermittelſt der gefundenen Reihe integriren, welche 


z und folglich auch y giebt, weil fi y durch eine bloße Diffe 
renzirung aus z ableiten läßt. Die Differenzialgleichung : 
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In 
3 — [| U 1 
PR Diy+ 7 D,y= by, 
gu welche unmittelbar aus der Gleichung: 


D’y=kıry 


—X 


—V 


241 
abgeleitet wird, wenn man 2? in x verwandelt und ſetzt: 


m pe 


+ kann alfo ald ebenfalls durch Reihen integrirt angefehben werben. 
Daffelbe gilt von der en: 


PP = 
y’— == =by, 
welche fih in folgende verwandelt: 
D?z + "D,z—bz, 


wenn man y=x"z feßt. 


ji 8. 273. Wenn wir die trandformirte Gleichung : 
x 
m(m—l) 
ya ymb 


direct Durch Reihen zu integriren gefucht hätten, fo hätten wir Die 
Steihung: zu integriren g 


ala(-1) - m (m—N]e2+ 0, (2, (,—1) -m(m—1)jen2+.. 
— bar" +ba,2ı +bmrt +... 
identifch zu machen gehabt, welches auf die Bebingungdgleichungen : 
| a(a—1)—m (m—I)=0, =a-+2m, 
— Gm [am (am — 1) — mm — 1)) = bau-ı 
geführt hätte, wovon die erfte für @ zwei Werthe: 
«=m, a"=-1—m 


giebt, und die dritte verwandelt fi, wenn man für & feinen 
aus ber zweiten genommenen Werth feßt, in folgende: 
Gm [(a—1) + 2m (2m + 20 +-1)— m(m— 1)]=ba„.-ı 


oder wegen: 
"ala —)) m(um—1)==0 
einfacher in: | or | 


5 
we 
z 


— ⸗ 
2m (2 -+ 20 — 1) a, mdlln-ı. 
au volftändige Integral wird alsdann in Reihen ausgebrüd! 
urch: 


—2 —X 
0” [: + 3(2u +1) + 2.42=--1)(2e-}3) r -] 


b2° dt 
tt] 


Die eben erhaltenen Reiben haben die Eigenthümlichleit, daß fir 
fummirt und durch beflimmte Integrale außgebrüdt werben Fönnen 
Denn wenn man in der Formel 6) in $. 30, nämlid: 


in⸗ti —1 
Jrinsz oo” zur tale 


v 


+ ei sit zc08f-3 242 


fest: 
28, u— 20 — 1, y—ım, 
fo kommt: 
Jrine-i 2 co" do⸗ —— — — "+. 


+ re, Jrine-13 cos?"-29 9. 


Benn man 0 und = zu den Integrationögrenzen nimmt, fo ver 
fhwindet der integrirte Beſtandtheil jebeömal, wenn « eine pof: 
tive Größe, oder eine imaginäre Größe mit einem reellen pofitiven 
Beftandtheile ift, fo daß man bat: 


"inze-ı Im 1 A. * in?⸗ 22 
d cos Im . sin?*-13 cos 9.0. 


Vermöge diefer letzten Relation wirb der Gleichung: 
2m (2m 4 2a — 1) a, = ban-ı 
genügt, wenn man feßt: 


du nun ” sin?*-13 0053. dꝰ ’ 


und folglih Tann man, wenn man für a fucceffive die beiden 
Werthe m, 1—m nimmt, bad erhaltene Integral auf folgende 
Form bringen: 
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y—C, x” S. ” (+ * co? 3-4 —_ r 008'94...)sinm-19.49 
o ‘ Be . 

+02 "(+75 08:3 + eh ' c0849+..)sin!-2"9a8. 

O 0 vide Wr “ 


Nun iſt aber: 








52° | 


1. 1.2.3.4.5.6 
1 1 — bi 
=cos.f-Ir Ybcosd=z erV 50089 +ze =V bc0s9, 


folglich: 
y=C. S. (⸗ v/ B cos9ꝰ + ze —i V 9 0089 sinmm-ı 943 
0 


+0 af ” (3 UV 3 009 + = e!V Scoœd )Yein-⸗xↄuo. | 


Diefer Ausdruck Iäßt fich noch vereinfachen; denn wegen der Wahl 
ber Integrationdgrenzen und der Natur ber Functionen sin, 
cos> hat man: 


AL mn con eins.de / "e 10083 sin’d®, 
o 0 

folglich: 

y- ef EN EI am JAIH-C, — /S. "eV 5eos9 int-mggs, 
\ o ö 


Diefe Trandformationen feßen, wie wir auch bemerkt haben, 
voraus, daß a eine pofitive Größe und folglich m, 1 —m pofitive 
Zahlen find, oder daß m zwifchen den Grenzen O und 1 liegt. 
Denn diefe Bedingung erfüllt wird, fo wirb dad allgemeine In⸗ 
tegral der Differenzialgleichung: 


m(m—1) 
D; y— —y=by 








dr? b?at \ 
1 -+ 2.5 c08 34 354 °08 + cost3 +... 


durch beflimmte Integrale audgedrüdt. Wenn m=0, oder m—1 
ift, fo reducirt fich die vorhergehende Gleichung auf Diy=by und 
in ie Falle ift ihr allgemeines oder vollftändiges Integral be⸗ 
anntlich: | 


y=6 ev + eV. 
Wenn man m=}% febt, fo hat man: 


s=(G+@Vz/f« "V Food ge, 


0 


2 | 


die beiden Gonftanten vereinigen ſich zu einer einzigen und Dad 
Integral bat die erforberlihe Allgemeinheit nicht mehr. Um das 
vollfiändige oder allgemeine Integral zu erhalten, muß man zu einem 


bereit angewandten Rechnungskunſtgriffe feine Zuflucht nehmen 


Man ſetzt nämlich in dem Gliede mit C,, m=; und in bem 


1 
Gliede mit Cꝛ, m=3 Pe, entwickelt dann (zsin?3)! nach der 


immer convergenten Reihe, welche a? ausdruͤckt, und wenn man 


alsdann O +G,=0, Ge — 0 febt, und endlih e=0 macht; 


fo findet man: 


v=ovsf" erVbeod Vz S ".7Vb 09] „sin? 3e8. 


Wenn m>i wäre, fo märe bie mit C, multiplicirte Reihe nicht | 


mehr zuläffig, wogegen die erfte Reihe hinwegfallen müßte, wenn 
m einen negativen Werth hätte. Aber in allen Fällen erhält man 


unmittelbar ein particuläred Integral y, der Differenzialgleichung: 


D,y— = y-=by, 


unter enblicher Form. Das zweite Integral fände man vermit- 
teift deö bereitS mehrere Male angewandten Verfahrens, d. h. 
wenn man y=uyı febte, und ausbrüdte, daß diefer Werth, worin 
„für bie Conſtante eine Function von x gefeßt iſt, der gegebenen 

Gleichung genügt, und auf dieſe Weife ergäbe ſich, daB das allge: 
meine Integral folgendes ift: 


on (S#+0) 


Wenn man in der Gleichung: 
= Om [ "eV 7008 ging a8 
+ Oo" S. "e"V 5009 int-mg3 
cosY=t feßt, fo verwandelt fie Pe in folgende: 
vl * Te eig 
+ Emmi, 
und das particuläre Integral der Differenzialgleichung : 


m(m—I1) 
Dy— a vb 
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y,= 0,2” SE e EL nm-idt, 
oder: | 
na [Ye anna, 


jenachbem m >1 oder m<1 ifl. Die erſte dieſer Integrationen 

taßt fich verrichten, wenn m eine ganze pofitive Zahl ifl, und Die 

zweite Dagegen, wenn m eine ganze negative Zahl if. Man bat 

alfo jedesmal, wenn m eine ganze pofitive, oder negative Zahl 

bezeichnet, ein particuläred Integral der Ey ebenen Differenzial- 

gleihung unter endlidher Form, und die efimmung des allge: 
8 ntegraled derfelben Gleichung ift nach der Formel: 


—— 


auf bloße Quadraturen zuruͤckgefuͤhrt. Die Ricca ti' ſche Diffe⸗ 
renzialgleichung: 


meinen 


D,y-+ ay? = bx* 
verwandelt fich zunächft in: 


D? yZzkya, . 


| 1 . 
wenn man y in =, D:y verwandelt und ab=k febt, und fie ver: 
wandelt fi fucceffive in: 


2m m(m-——1) , 
D,y+— D,y=by, Diy— —y=by 
+1, | 
wenn man 2? inz, y in xz7"y verwandelt und febt: 


nn . * 


Wenn ferner m=En iſt, ſo hat man: 


— in 
2a 1 
und folglich laͤßt fi) die Integration der Riccati’fchen Diffe 


renzialgleihung jedesmal auf Quabraturen zurüdführen, wenn n 
von der Form: 


- R 


| — nA 
iſt. 2n #1. 


‚Bir fommen alfo wieder auf ein Refultat, welche wir be- 
reits durch zwei weſentlich verfchienene Methoden erhalten. haben: 
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6. 274. Es giebt endlich noch eine dritte Integrationsme- 
tbode durch Reihen, welche wir der Einfachheit wegen an einer 
Anearen Differenzialgleihung der zweiten Ordnung ohne zweiten 

il: 


Diy+X,D.y+ Xy=0 


audeinanberfeben wollen, wo X,, X, zwei beliebige Functionen 
* a Zunaͤchſt kann man dieſe Cleihung auf die einfa- 
ere Form: 


D? z—=X:z 


bringen; denn zu dem Zwecke braucht man nur, wie wir gefehen 
haben, y=uz zu feßen und  vermittelft der Differenzialgleichung 
der erfien Ordnung: 


2D,u„+X, “= (0 
zu befimmen, ober zu feben: 
u—e t/ Kıdz, 
Es ift nun noch übrig, den Werth von z in eine convergente Reihe 
zu entwickeln, und wir wollen annehmen, daß 2, D.:=7 für 
z—%, die Werthe zu, z/, annehmen müffen; fo koͤnnen ze und 


2 als willtührliche Conſtanten des gefuchten Integrales dienen. 
Aus der Sleihung: 


I = Xz 
folgt aber: 
dz 
d = Xzdz 


und wenn man von ze an integrirt: 

ds Ä dz 

* = ⸗ Xzdr, oder 5 =7,t f: „Kıdr. 
Antegrirt man ein zweites Mal, fo erhält man: 

[4 x 
entze-n)+ [ide S 2%: 
ober wenn man ber Kürze wegen at 2, (2 — zu) =t febt: 
Fl Fl 
+ / !de 2, Ardı. 

Wenn man in dieſer legten Gleihung unter dem Integralzeichen 


- für z feinen Werth und für / fest, fo findet man, wenn 
man bemerkt, daß alle Integrale von x, an genommen werden : 


u8 
z=t-+ [de [X(t+ [dr [Xıdı) de. 
=t+fdefXtde+fdrfXdefdefXıdı 
und wenn man für z wieber feinen Werth fekt, fo erhält man: 
z—t+/de/Xtds+ [dx [Xdx [ Xtdz 
+Sde[XdrfdrfXdz [de f Xıdx +... 


Sept man biefe Reihe von Subftiturionen fort, fo erhält man 
den Werth von z durch eine unbegrenzte Reihe von Gliedern aus⸗ 
gedruͤckt, welche fo befchaffen find, daß fich jedes aus dem vorher- 
ebenden ergiebt, wenn man mit Xdx? multiplicirt und zweimal 
Dinterefnanber von z=r, an integrirt. Dad lebte Glied allein 
enthält z.oder die zu beſtimmende unbefannte Function; aber wit 
werben ſogleich beweifen: 1) daß biefed legte Glied ohne Ende 
abnimmt, je größer die Anzahl der Glieder wird, und 2) daß ſich 
die ganze Reihe einer gewiflen endlichen Größe, welche fie nicht 
überichreiten und wovon fie beliebig wenig verfchieden fein kann, 
ohne Ende nähert. Denn wir wollen annehmen, daß fih x in 
dem Intervalle von zu bis z ftetig ändert und ed fein E, d, + 
die größten abfoluten Werthe von X, z, t in diefem Intervalle, 
oder noch größere Werthe, fo daß immer X<E, 2<L, t<r ifl. 
Wenn man für d einen endlichen Werth findet, fo ift eben da⸗ 
durch bewiefen, daß z für die zwifchen den Grenzen zu, x liegen 
den Werthe von x nicht unendlich werben kann. Da nun aber 
zwifchen diefen Grenzen: 


Xt<tr 
ift, fo bat man: | 
SXtde<f[Erde=Er(z— x) 
oder bloß: 
JSKtdx <$r(2— 2). 


Wenn man die beiden Theile diefer Ungleichheit mit dx multiplis 

cirt und zwifchen den Grenzen z,, X integrirt, dann wieder mit 

Xdr multiplicirt und integrirt, hierauf wieder mit dx multipli- 

cirt und dann ein drittes Mal integrirt, u. f. f.; fo findet man: 
(x—x,)” 


Sdx [Ktdz<tr 0. 


(x—- &0)* 
Sir fKdzfde/Xidı< ie Tazı ’ 


Ius fXdx [dr [Kaz f da f Kıdz irn CE 


u. f. f. für alle zwifchen zu und x liegenden Werthe von x. Für 
biefelben Werthe von x hat man auch: 
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Xr<E6, 
folglich: . 
SXıdı< [Yde=kila—a), 


SdefKıde<a TE, 
(«10% 


Sdrf Xdxzfde [Xzdr << Taza 
und allgemein: 








SdxfXdx..fdrfXzde< ein u 


Wenn man für jedes dieſer Integrale, woraus ber Werth von z 
befteht, feine obere Grenze ſetzt, fo erhält man nothwenbig die Un- 
gleichheit: 

(z--20)* (#—x,)* (2-20) 


tn trete ne 











welhe um fo mehr flatt findet, wenn man die Reihe im zwei: 
— — ohne Ende fortlaufen laͤßt. Aber die Summe diefer 
eihe ift: 


L [er or 4 gene) Y €] 


welche offenbar für alle zwifchen «, und x liegenden MWerthe von 

x einen endlichen Werth behält, und man kann folglich eine 

Suenge 1 angeben, welche fie nicht erreicht. Ferner nimmt der 
usdruck: 


era)» _ [a-m)V Er 
1.2.3... 2n 123..%2 


welchen man auf die Form: 
.. VE, eV E 
2 


bringen kann, ohne Ende ab, je größer n wirb und kann Feiner 
werden, als jebe gegebene Größe e, wie klein dieſe auch fein mag. 
Man hat alfo, wenn man n hinreichend groß nimmt: 

z<L+& 


und da diefe Ungleichheit für alle zwifchen zu, x liegenden Werthe 
von é ſtatt finvet, fo kann man für z feinen Werth 3 feben, fo 
daß man hat: 


g<L+E, 9<cHh 
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oder weil e beliebig Hein werden kann: 
s<L. 


Des lebte Glied der Seihe, welcheö Eleiner ald Ze iſt, nimmt alfo 
ohne Ende ab, je größer die Anzahl der Glieder wird unb z 
‚bleibt immer leiner, ald eine fefte endliche Grenze. Folglich ifl 
die in’d Unenblicye fortlaufende Reihe, welche den zweiten Theil 
der Gleichung: - 


z—t+/dı[Xtde+ [dx [ Xdr [ dx [Xtdx 
+/dx[Xdx [dx [ Xdx [dx [ Xtdx +... 


bildet, convergent unb hat genau das gefuchte Integral z zur 
Summe. 


8. 275. Das allgemeine Integral der Differenzialgleihung 


D2z =Xz kann man auf folgende Weife in eine Reihe ı entwideln. 
Man fest nämlich: 


zu tu tu +... FU, 


o %g, U, Urr.... Un, n-}+ 1 zu beftimmende Functionen von. x 
Find, weiche duch die Gleichung: | 


Ds ug +Dau, + Dim +... + Daun) 

Ku Ru + Xu. Xu, 
oder: 
zD; u=2ZXu 
miteinander verbunden find. Ferner wollen wir annehmen, daß 


z, z für 2x, beflimmte Werthe zo, Ze annehmen muͤſſen und 
daß die Unbefannten wo, %,, .... den Gleichungen : 


Du—=0, iu =Xu, iwu=Xu ,.., iu Xu. 


genügen. Hierauf wollen wir biefe Gleichungen von x, an inte 
griren und annehmen, daß w u’, diefelben Werthe, wie z,z ans 
nehmen, und daß ſich folglich die Gleichungen: 


“tutnt.. tu=z, weru tust. Tamm 
fr =, won, W—=zo auf: 
utrutr.tu=0, u +, +. +00 
eeaucicen, und endlich wollen wir annehmen, daß man für =, 


u=0, u—=0,.., w=—0, uw —=0, uU—=0,.., v0; 
fo kommt: Ä 
W=ntzı (&-u)=t, w=/dıfÄtde, 
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w=/dre/[Xdrf dx / Xtdr, 
u=/ds/Xdx /[dx/Xdr/dr/ Xtdr,.., yo, Ua, 


wo die Integrale fämmtlid) von = an genommen werden. 


Der auf diefe Weife für z erhaltene Werth genügt eigentlid 
nicht der gegebenen Differenzialgleihung: 


3 
D,2= ‚ 
oder: 


Du. +D u +.+D u, = Xu Xu, +.+X, 
fondern bloß der folgenden: 


Du +D2, +. + Di —Xu +Xu, +. + Kun 1; 


allein durch ganz Ähnliche Betrachtungen, wie die weiter oben ar 
gewandten, Tann man zeigen: 1) daß fih die Summe u +1, 
+32, +... + deflo mehr einer endlichen Grenze nähert, je ar 
fer » wird, und 2) daß, wenn man eine hinreichend große Ar 
zahl von Functionen Us, U, Up .... Un, .... nimmt, welche auf bit 
angegebene Weiſe fucceffive auseinander abgeleitet werben, da 
Glied Xu* beliebig Klein werben kann, und daß folglidy alödam 
der Werth eu Fu + + .... + der Differenzialgleichung 
Diz— Xz genügt. 


$. 276. Der Bollftändigkeit wegen wollen wir nochmals bi 
Differenzialgleihung ber zweiten Ordnung ohne zweiten Theil: 


D;y+ X; D,y+X,y=0 


betrachten. Seht man y=e/?4=, fo wird fie auf die Differen 
zialgleichung der erſten Ordnung: 


D,z+2?-+2X, +%,=0 


zurüdgeführt, welche man durch die bekannten Mittel integrirt, 
und y wird alddann durch die Reihe: . 


zdr)? 1d2)3 
y=1+/zdr+ ur + wer rt. 


gegeben. Wenn man aber ein particuläres Integral y, dieſer 
eihung kennt, fo kann man bekanntlich leicht das zweite parti: 
ceuläre Integral, und folglich das allgemeine Integral beftimmen: 
denn man braucht zu dem Ende nur y=uy, zu jeken, und ma 
findet alsdann: 


— e/Xı dz 
v=n (+0 / — 


> Su SS 5 
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Wenn man 5. B. dad partictulaͤre Integral y=C,z ber Differen- 
zialgleichung : | | 


1 ıI__ 
D.y— (ir —1) D.y+ z#lz—I) 0 


kennt, fo wird das zweite particuläre Integral derfelben durch dem 
Ausdrud: 








f- dz “ 
eJ/ (2-1) el(iz—ı) i -1 
x — mn [ x? dr=x 7 dr 
alr 
=— — . —|zr 
x 


beftimmt, und das allgemeine Integral ift: 


y=0xr+C,k. 


Diefe Methode ift, wie wir bereitö bemerkt haben, auf eine 
beliebige lineare Differenzialgleihung anwendbar. Es giebt auch 
ein Mittel, durch welches man leichter von dem erften particulä- 
ren Integrale zu dem zweiten gelangen kann, und welches nur 
der Differenzialgleichung der zweiten Ordnung entfpricht. 

Betrachten wir die beiden Differenzialgleichungen : 


Dy+XD,y+X,=0, D; yı +X,D,yı +L=10, 
fo erhalten wir, wenn wir die erſte mit yı, die zweite mit y 
multipliciren und dann die Probucte von einander abziehen: 

yıD; y —yD; Yyı+Xı YD.y—yP,yı) =. 
Sekt man: 
YyD:y—yD.yı=u, 
fo hat man: 
yıD: y — yDiyı =D,u 
und die vorhergehende Differenzialgleihung nimmt die fehr ein- 
e 


fache Form: 
D.u-+-X,u=0 
an, worauß folgt: 

u Ce /Aıdr, yıD.y— yD.yı =C, erde, 


Diefe legte Differenzialgleichung/ welche von der erſten Ordnung 
und linear iſt, koͤnnte man durch die gewoͤhnliche Methode inte⸗ 
griren; allein man gelangt ſchneller zum Reſultate, wenn man 


bemerkt, daß der erſte Theil =y?D, . ift, fo daß man alfo hat: 


—_ (Kıdz 
Dp, —— 
Yı y; 


und folglich: 
— /[Kdı 
y=Cy + SE gi — de. 
1 
Anmertung. Aus der Gleichung: 
y,D,y—yD.yı = Ge / dıda 


ergeben fich mehrere Eigenfchaften der linearen Differenzialglei: 
hung der zweiten Ordnung ohne zweiten Theil. Zunaͤchſt geht 
daraus hervor, daß y und beffen Ableitung D,y für einen gemif: 
fen Werth von = nicht zu gleicher Zeit verfhwinden kͤnnen; dem 
wenn dieſes der Fall wäre, fo müßte die willtührlihe Conſtante 
C,=0 werden, was im Allgemeinen nit der Fall fein Tann. 
Zerner fieht man, daß zwifchen zwei fucceffiven Werthen z, 
und 2, von z, welche „=0 machen, ein Werth von = liegt, 
welcher y verfhwinden macht; denn wenn man bie Conſtante C, 
als pofitiv annimmt, fo ergiebt fih aus ber Gleichung: | 


| yDy—yDyyı = Ce /Kırde, ’ 


dag yD.yı <0O ik fir z=a,, zz, und folglid y und D.y 
entgegengefeste Zeichen haben; aber fehr wenig nad) zu und vor 
x, bat D,y, entgegengefebte Zeichen. Daffelbe ift alfo auch mit 
y der Fall, und folglich muß y in dem erwähnten Intervalle we 
nigftend einmal verfchwinden. Umgekehrt, zwifchen zwei auf ein: 
ander folgenden Werthen von x, welche y verfhwinden machen, 
liegt wenigftens ein Werth von 2, weldyer y, verfhwinden madı. 
teraud folgt, wenn man z von — wo bis — @ fletig zunehmen 
läßt, daß bie beiden Functionen y und yı immer abwechfeln 
verfchwinden. So hat 5. B. die Differenzialgleichung: 


‚Diy+y=0 
zum allgemeinen Integrale: 
y=(C, sinz-+ Cy cosz 


und ed ergiebt fich leicht, daß die durch die Gleihungen y==sin: 
und y=cos.r audgedrüdten Curven die Abfciffenare abwechfelnd 
durchichneiden. 

$. 277. Wir wollen diefe vollftändige Analyſe aller bisheri- 
gen Unterfuchungen über die Sntegration der Differenzialgleichun- 
gen mit einigen Betrachtungen tiber die fingulären Auflöfungen 
beſchließen. | 

Wir wollen annehmen, Daß dad allgemeine Integral der Dif 
ferenzialgleidhung : 


—— 
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FGœ, y, D,y, Diy,..,D’)=fla, Y, y, rs yo] —0 


durch: 
Fe, Y, Cı, Cꝛ, Gr. n)—=O 


ausgebrüdt werde. Wenn man zwifchen den Gleichungen: 
F=0, D.F= 0, D’F—0,.. ⸗ D’F=0 
"die Conſtanten cy, C3, C, .. € eliminirt, fo erhält man noth- 
wendig die gegebene Differenzialgleichung wieder. 
o ift 3. 3. von der Differenzialgleichung : 
\ Diy+tay—1—0 
das allgemeine Integral: 
F=ay—1-+c0s2V a—(c sinzY a+0c0oszVYa)Y a=0, 
woraus fi ergiebt: 
D,F=aDy—- YasinzYfa—(ccosr Ya—c,sinzY a)ua—0, 
D2F — a Diy—a cos.ıY a+ (csinzf a+c.cos2y aJaYf a—0. 


Aus biefer lebten Gleichung ergiebt fich aber in Verbindung mit 
der erften unmittelbar die gegebene Gleichung: - 


Diy+ay—1=0 
wieder. Differenzirt man nun die n Gleichungen: 
F=0, DF=0, DF=0,.., D’F=0 


in Beziehung auf die Conftanten Cı, Car .... Cn und bezeichnet bie 
erhaltenen Differenziale der Kurze wegen durch: 


.zd,F, Zd.D;F,.., Zd. Di 'F; 


fo fommt man immer wieder auf die gegebene Differenzialglei: 
hung, wenn man zur Elimination der Conftanten flatt der Glei- 
dungen: 


F=0,D,F=0,.., DIF—0 
die neuen Gleichungen : 
F=0, D,F+2d,F=0, D’F+2d,D,F=0,.., 
D:F+2d.Di 'F=0 . 
anwendet, wofern man hat: 
SdLF=0, 24D,F=0,.., ZeDF20. 
Moigno, Integralsehnung, 36 


mM 
Wenn man zwifchen den » Gleichungen: 
zdr=0, ZdD,F=0,.., ZdDI'F=0 


die n—1 Verhaͤltniſſe: 
dc, dc, dc.—ı 


den de,’ ur. 


eliminirt bat, fo daB man auf eine Differenzialgleichung ie 
(a — I)ten Drönung: 


I (z, Y,cCı, Car, On D,y, Di y,..., D;"' Y)=V0 


fommt, und man eliminirt die n Conflanten ci, Cy, ...., c, ji 
fchen den n Gleichungen : 


f{=0,F=0, DF=0,.., D'D=0 


wieber, um eine von den Conftanten unabhängige Differenzialgki 
hung der (n — ſ)ten Ordnung: 818 nj 


(2,9, D. V,. DI)0 


zu erhalten; fo folgt aus Dem Vorhergehenden, daß dieſe legte Olr 
chung im Allgemeinen eine finguläre Auflöfung der gegebenendit 
ferenzialgleichung tft. 

Hab Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß maı 
abe: 
c 


F=y-; 


23—c,2—c] — c3=(, 


fo erhält man, wenn man bie Gonftanten c,, c, zwifchen den ii 
Gleihungen: 


F=0, D,F=0, D’F—0 
eliminirt, die Differenzialgleichung : 
f&v,Diy, D?’y)=y-—zD;.y 
2 
+ 5 D?y—D2 y2— (Diy — zDiy)=0. 
Ferner ift: | 
1 __ =’ \ da _ 
1, FF = 6 + 2) dc, 2—20z, 
® I _L_ dc, _ 
Fr D.F= * 1, 


— 
und wenn man das Verhaͤltniß Fr zwifchen ben beiden Gleichungen 


\ 
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— (5+ 2«) ne Bu 0, - * —1=0 
eliminirt; fo erhält man: | 
f= (5 + 2), —2—2%, =(. 
Eliminirt man endlich die Conſtanten ci, Cs zwifchen den drei 
Gleichungen: " 
. f=0,F=0, D.F=0, 
fo fommt man auf die Gleichung: 


1=y(a+ D+ 5 —Deyt— (2 +5)D.y=0, 
welche eine finguläre Auflöfung der Gleichung: 
22 
y-zD.y+ 7, Diy— Diy!— (D,y— zD1y)2=0 
if. Es ift leicht einzufehen, daß nicht blos die Gleichung: 
(2,9, Dey,.., ii’ y=0 
ein finguläred Integral der Differenzialgleichung : 
f (@&, 9, D:y, Dz’ y‚.., D;y)=0 
ift, fondern daß auch die fucceffiven Integrale: 


‚Al (#, Y, c, D.y,..., DE?y)=0, 
xe (œ, y-c, c, Dey,.., D’y)=0, 


2. 008 08 0 8 TR er Tr — 60806 


berfelben Gleihung x=0 finguläre Auflöfungen der Gleichun 

=0 find. Hieraus folgt, daß die allgemeinfte finguläre Auf⸗ 
loͤſung höchftene a — 1 willkuͤhrliche Conſtanten enthält, was be⸗ 
reits befannt war. 

Zuweilen gefchieht ed, daß die Sleihung f=0O feine der will: 
tührlichen Gonitanten cı, Cyr...., Cn enthält, und alddann flimmt 
die finguldre Auflöfung x=0 mit f=0 überein. Es fei z. 8. 
die Diferenziolgleihung gegeben: 


f=ya!Dy— aD; y?+62yD,y—6y?=0, 
fo iſt das allgemeine Integral derfelben: 
F=ry+ c2°+0y=0 
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und man hat: 


J — dc; 1 — „da a 
DEUF= a 4y, Det. 


Ferner findet man: 
(=: D9—1=0, 


das finguläre Integral iſt: 


und wenn man integrirt; fo erhält man die zweite finguläre Auf 
fung = ce. 

enn die Gleihung f=0 nur n— m willtührliche Conſtar 
ten O1, C2,..., Cam enthielte, fo wären zur Beflimmung der fir 
gulären Auflöfung die Gleichungen: 0 


f—-0, D’'F=0, DY?’F=0,.., D’"F=0. 


hinreichend. 
Wir wollen nun annehmen, daß die Differenzialgleichung: 


f (@«&,y, D:y,.., Ey)=0 
nicht blos durch den Ausdruck: 
y=F,(@&,c,0,.., w)=0, 
fondern auch durch einen zweiten Werth von der Form: _ 
yrep=Fı (@,0, 021.0) FEP&rCı 7 29, Cm) 


verificirt wirb, wo m Eleiner, ober hoͤchſtens =" iſt und e cin 
fehr Heine Größe bezeichnet; fo wird die Gleihung: 


f l&, 9, Yı yU,.., y)=0 
nicht blos durch die Werthe: on . 
Bu —V — 
ſondern auch durch: | Eee 
2 y+tes, y+eH/ y"teHN, ner yo epe oo 
erfüllt, und man hat folglich: — 
f+.(2# ri ge 7 —R 
+ (er + +), 


pa 
e 


rz 27 
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wo & aud eine unendlich Feine Größe bezeichnet, welche mit e | 
zugleich verfchwindet. Es iſt aber f==0, und folglich erhält man, 





: wenn man durch e dividirt und dann e=O fekt: 


— 


af n df "— S ‘ a = 
ayle) ren “ ++. 


Nun hat der GCoefficient Fr aber entweder einen endlichen Werth, 
oder er iſt =0. Im erften Falle ift die vorhergehende Gleichung 
von der nten Ordnung und giebt für $ einen Werth mit n will: 
tührlichen Gonftanten, m ift =n und der Werth y==F ift kein 
particuläres, fondern dad vollftändige oder allgemeine Integral 
Der gegebenen Differenzialgleichung. Im zweiten Falle ift die 
Gleichung, weltye 5 giebt, von einer niebrigern, ald der nten Ord⸗ 
nung, m ift Heiner ald n und F ift ein particuläred, oder ſingu⸗ 
läred Integral. Wenn alfo die Gleichung: 

fl, yı, y%,., y9]=0 
finguläre Auflöfungen geftattet, fo hat man: 

fd | 
dye) == Un) f=0 
und da; 
daf=D.fdr+D,f.ydc-+ Duf.y' dc+.. 
+D,%-Df.yd de +Dywf.yertDdr 


ift; fo hat man auch in der Vorausſetzung einer fingulären Auf- 
loͤſung: 


Df+D,fy+Dyfy +. +D,eDfym—0, 
und folglich: | 
| yrrd—=DiYy= 2 
Die beiden Gleichungen: | 
Dinf=0, Dy=5 
geben in gewiſſen Faͤllen finguläre Auflöfungen, wenn auch das 
allgemeine Integral nicht bekannt iſt. 
Beiſpiel 1. Es ſei: 
 D2y+2r- 2Y aD =0, 
y"+2r— 2 Y a4y=0, 
io kann man die Gleihung f=0 auf folgende Form bringen: 


oder: 
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fer Var +aV F- 2 HN, 
fo daß: | 
df 
mar 
iſt, und wenn man biefen Werth ==0 fett; fo findet man m 
Werth: 


*8 
dy - zıldı, „=C, 7, 


welcher der gegebenen Differenzialgleihung genügt umd eine fi: 
guläre Auflöfung derfelben ift. 


Beifpiel 2. Es fei: 
few —y VAR rz=0, 
fo ift: 
D./=s1-Y a8, 


folglich 2? — a? =0. Aber wenn man die gegebene Gleidm 
auf die Form: 


[SW He — ya + 
brichte, fo hätte man: 
Du /=@-V Fr VeRe=0, 
und aus diefer legten Gleichung ergäbe fich nicht bloß: 


2? — a? =l, 





fondern auch: 

+7? —a!=(. 

Beifpield. Es fei: 

rl’ +0, 

fo folgt daraus: 
„_ _y”—)) 

Tray)’ 
und wenn man ausbrüdt, daß biefe Ableitung die Form g 
nimmt; fo hat man: 

yı—i=0, fl, 


woraus fich durch Elimination von y” ergiebt: 
a? 
—I=0, y=zde,s=C + 7 
Beifpiel 4. Endlich fei: 
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a -arinn, 
fo bat man: 


| 0 
‘ “=; —— 
und folglich: 
V0, 
woraus ſich ergiebt: 
x? y 2 
y=-—-z3ıY=E Tr#' 


und wenn man y’ zwifchen diefer Gleichung und ber gegebenen 
eliminirt; fo erhält man bie beiden fingulären Auflöfungens 


ya — cd) — (+ aN!=0, Y-+r?— ai=(. 


Um zu entfcheiden,, ob die durch die eben auseinandergefehte Me⸗ 
thode gefundenen Integrale wirklich finguläre Integrale find, thut 
man am beflten, wenn man, wie audy bereitö bemerkt worden, un⸗ 
terfucht, ob fie fih aus den allgemeinen Integralen ableiten laf- 


fen, wenn man ben willtührlichen Gonftanten befondere Werthe 
eilegt. 


Wir haben diefe Methode aus der Integraltehnung von Ca⸗ 
raffa, Profeffor der höhern Mathematik ji Rom, entlehnt, und 
dad Verfahren, welches diefer Mathematiter bei Differenzialgleiz: 
chungen der erften Ordnung anwendet, ift folgendes: E8 fei: 


| f&,9y,,y)=0 
die gegebene Differenzialgleichung, welche wir auf.die Form: 
v„+H9@W)=D.y„+Pa,)=0 
bringen wollen, und: 
F cz y,=0 


fei dad allgemeine Integral derfelben; fo findet man, wenn man 
dieſe lebte Gleichung differenzirt: 


D,F + D,F.y — 0, 


—ãA man dieſe Gleichung in Beziehung auf die Eonftante c 
auflöft: 


e=x(%, 9, 9. 
Subftituirt man dieſen Werth von e in die Gleichung! 
FG,.) 0O, 


— — | 
fo erhält man: | 
Fa,yvx@yfN)=®, 

und wenn man für y’ feinen Werth) — 5 (2,y) fubflituirt: 
| Fl2,9,x@&,y 9) 3 0. 

Diefe Ichte Gleichung muß offenbar eine iventifche OO fein, m 
man bat folglich, wenn man fucceifive in Beziehung auf z uny 
differenzirt: 

D.FOXVDAXD. DXFSO, 

D. FO - DIXD, ) PxFSO, 
woraus folgt: 


D,F + D; FD.x — D,F+ D, FD,x 
D.= —D.FDax D$= D,FDpr 
Aber jede finguläre Auflöfung hat die Gleichung: | 
D.F=0 


und mithin die Gleichung: 
D,F = 0, 
folglich auch die beiden Gleichungen : 
D,$ >x, D, p =» 


zur Folge, und diefe fo a priori aufgeftellten beiden Ba 

dienen jur Beſtimmung der fingulären Auflöfungen einer Dife 

renzialgleichung, deren allgemeined Integral unbekannt iſt. 
Beiipiel. Es fei: 





zde+ydy=dyV Ary— a 
oder: 
— x 
Dy=- Va 


fo bat man: 


AZ Eiger: 74 — 


und; 


D.= — — — 
= Versen 


r a 
@+y-e) I -y+ Var 
h | 
ee er} 
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welche beide Werthe unendlich werden, wenn man bat: 
air y— al=0,. a— at, 
Die erfte diefer beiden Gleihungen giebt: 
zdx + 4d9 = 0 
und die zweite: | 
zdı = 0 


und beide find finguläre Auflöfungen der gegebenen Differenzials 
gleichung. 


Bierzigfte Borlefung. 


Neue Methode zur Integration eines beliebigen Syſtemes gleichzeitiger Diffe: 
renzialgleichungen ber erften Ordnung. 


N 





6.278. Die Integration ber Differenzialgleihungen durch 
Reihen ift illuſoriſch, fo lange man fein Mittel Bat, woburch man 
fid) überzeugen ann, daß die erhaltenen Reihen convergent und 
ihre, Summen Zunctionen find, welche den gegebenen Öleichungen 
genügen können, fo daß man nothwendig entweder ein ſolches Mit- 
‚tel, oder eine andere Methode fuchen muß, vermittelt welcher man 
allgemein die Zunctionen beflimmen kann, welche gegebenen Dif⸗ 
ferenzialgleihungen genügen. Dieſes haben wir in Vorleſun 26 
und 33 gethan. Die dort auseinandergefeßte Methode iſt ſtreng 
und laͤßt in theoretiſcher Beziehung nichts zu wuͤnſchen übrig, und 
wir haben fie zugleich auf ein Syitem von Differengialgleihnnan 
einer beliebigen Ordnung erſtreckt, beren Integration fich auf die 
Integration gleichzeitiger Differenzialgleichungen ber erften Ord⸗ 
nung zurüdführen laßt. 

$. 279. In praßtifcher Beziehung und in vielen andern Ruͤck⸗ 
ſichten hat jedoch die neue, von Cauchy herruͤhrende Methode, 
welche wir nun auseinanderſetzen wollen, viele Vorzuͤge. 

Es ſeien x, y, z,.... abhängige Veraͤnderliche oder Functio⸗ 
nen der unabhängigen Beränderlichen £, welche durch die Differen: 
zialgleichungen der erſten Ordnung: 


dx =Fıdt, dy Fadt, dz Fedt,.., 


oder: 
DAFi, Dy=F;, Diz=F5,.., 
(D) ds _dy_ de dt 
F, F, FB oO | ” 


beflimmt werben, wo Fı, Fr, F,,-..-. befannte Functionen ber 
Beränderlihen &, %, 2,....., & bezeichnen. Offenbar wirb bie All: 
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| — d 
gemeinheit diefer Gleihungen nicht vergrößert, wenn man * ſtatt 
di | 
z fett. 

Wir wollen annehmen, daß dieſe Gleichungen integrabel find, 
d. h., daß z, y, 2,.., & fich gleichzeitig fo ändern koͤnnen, daß dies 
fen Gleichungen immer Genüge geſchieht, ober daß, wenn = ein 
willkuͤhrlicher Werth von £ ift und E, 7, 9,.... die entfprechenben 
willkuͤhrlichen Werthe von x, y, 2,.... bezeichnen, die abhängigen 
Veränderlichen mit t durch Gleichungen von der Form: 

(@) * 51 (&, 9, 9,-., 7, ds y=Pr (&, N, br Tr ), 
2 93 (5, 0, ,.. Tı dD,.. 
verbunden ſind. 

Dieſe Gleichungen finden noch ſtatt, wenn man 7 ſetzt⸗ 
und da &,n, 2%, .... die 1 7 entſprechenden Werthe von z, y 
Zı ren. find; fo hat man identiſch: 

s=4 (&, 2, d,.., 7, ®), n=Pa (&, 9, dr Tr 7), 
pr (5, 0, dr, Tr T),.. 


und eben fo hat man aus gleichen Gründen: 


r=H (z, Y, Zug t, Ü), y=% (£, y, Zyuny t, D, 
= (a, Yyı Zr, t, Du, 
= yı Zr, 6, Tr), n=Pp (8, Wr Zr, tt, d), 
= (8,9, 2... , tb, M)ı.. 
Das erite und dad legte Diefer vier Syſteme von Gleichungen find 
zur Darftellung der allgemeinen Integrale der gegebenen Differen- 
ai leihungen gleich geeignet, und die Eriftenz eines biefer beiden 
Hifeme annehmen, if nichtö anders, als die Annahme, daß die 


Integration der gegebenen Differenzialgleihungen möglich und 
Tealihrt ift. | 


Um die Begriffe Ki firiren, wollen wir annehmen, daß das 
Spftem der gefuchten Integrale durch die Gleichungen: 


| E=B, (8,9, 2, ,t,T), 2=P (8, 92,10, 8), 
md (%,Yı 2. ,t,D, 
welche wir einfacher durch: 
| fh, neh, eh... 
bezeichnen wollen, dargeftellt wird. Mit: 


J u=f (x, 3, 2,..) 


| 
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wollen wir eine beſtimmte Function der Beränderlihen 2, 9.2... | 


und mit: 
o—=f (&, n, 8,.), U=f (Ch, f, G,..) 
sefp. ven Werth bezeichneit, welchen die Function u annimmt, wenn 


man darin fucceffive für die Veraͤnderlichen x, y, z, .... bie will 
führlichen Werthe &, n, C, .... und die Zunetionen fi, fa, Sa, ---- 
fest, wo U und f,, £., fi, .... blos von den Größen X, %, zZ, --- 


t, v abhängen und fi für (=r auf die mit v bezeichnete neue 
willtührliche Gonftante reduciren. Kerner hat man vermöge ber 
Sleihungen (i,) nothwendig: 


FG, 9, 3, )=f(h, f, , f, ‚...), oder U=v. 


Diefed voraudgefeßt, laffen fich leicht die folgenden drei Lehrſaͤtze 
beweifen , welche die Grundlage der neuen Integrationsmethode 
ilden. . ’ 
8. 280. Lebrfag L. Der Ausdrud U=C, woC 
eine willführlihe Gonftante und U bios eine fur 
ction der Veränderliben 9, 2,...., tund r ift, kann 
nur dann ein ISntegralder gegebenen Differenzial 
gleihungen (D) fein, wenn der Werth s—=U ein par 


ticuläreö Integral der partiellen Differenzialglei- 
hung ift: 


(C) Ds +F,D.ss+F.D,s + FRD.s+..=0. 


Denn U=C kann nur dann ein Integral der gegebenen Diffe 
renzialgleichungen fein, wenn die aus den Gleichungen: 


ef, neh, ehr... 
oder: 
=, (8, 0, dı-ı To Ü), n=Pz( Iren 


abgeleiteten Werthe von 2, y, z, ...., U nicht auf eine Function 
von r, fondern auf eine willführlihe Conftante reduciren . was 
nur der Fall fein kann, wenn dad Xotaldifferenzial von U inBe 
ziehung auf & gleih Null if. Man hat folglich: 


D,U+D,UD.z-+D,UD,y+D,UDz-+..— 0 


oder wenn man fiir D;r, Diy, Diz, .... ihre aus ben Glei- 
chungen (D) abgeleiteten Werthe fubftituirt: 


D,U + Fi D,UÜ + F,D, U + F,D.,U + .. — 0. 


Diefe lebte Gleichung muß übrigens eine identifche O—=0 werben, 
weil fonft zwifchen ven Größen x, %, z,... Z und r eine gewille 
Relation feftgefegt würde, welche eine nothwendige Folgerung aus 
den Gleichungen: Ä 


Ef, n=b, s=h, .... 
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wäre. Diefes Tann. aber nach ber Vorausſetzung nicht "der Ball 
fein; denn dieſe legten Gleichungen werben durch ‚völlig willkuͤhr⸗ 
lihe Werthe von z, y, z, t, = und durch die Werthe von E, n, 
&,.... erfüllt, welche fich vermittelft derfelben Gleichungen aus den 
2, Y, 2, ...., t und r beigelegten Werthen ergeben, fo daß es 
ungereimt wäre, wenn man annehmen wollte, daß man die Ver: 
änderlihen &, n, 3, .... zwiſchen dieſen Gleichungen eliminiren 
und eine Relation zwifchen den Größen &, y, 2,...., t, v allein 
erhalten könnte. Die Gleichung: | 


4) DU-+FDU+RDU+RDU+.—0 


kann alfo in der That nur eine identifche fein, welche ausdruͤckt, 
dag s—U der Gleihung (C) genügt. Soll alſo U=C ein In 
tegral der Igegebenen Differenzialgleichungen fein koͤnnen, fo ift 
burchaus erforderlih, daß s—=U ber partiellen Differenzialglei- 

Sung (0) genugt. 
nmertung. Wenn © den befondern Werth bezeichnet, 
welchen die Function f annimmt, wenn man =&,y=n 
z=Ö, ... fest, fo reducirt fich der MWerth der allgemeinen Intes 
rale der gegebenen Differenzialgleichungen, welche von der Form 
=C find, nad) dem Gefagten nothwendig auf U=v, und als⸗ 
dann ift au der Wertb s — U— vo, fo wie der Werth s—= U 
ein particuläreö Integral der partiellen Differenzialgleichung. - Um 
alfo zu erfahren, ob die gegebenen Differenzialgleihungen ein alls 
gemeined Integral von der Form U=C haben können, braucht 
man nur zu  unterfuchen, ob der Werth s=U, oder s= U—v 
ein particuläred Integral der Gleichung (C) iſt, wenn v eine will: 
tührliche Conftante und U eine Function der Veränderlihen x, %, 
Z,...., t bezeichnet, welche fo befchaffen ift, daß fie fich für einen 
befondern Werth 7 der Weränderlichen t auf eine gegebene Fun⸗ 
ction von z, %, z,...., naämlid auf v=f(z,y,2,....) reducirt. Um 
die der Ausdrude U— y zu erhalten, welche den gegebenen Gleis 
chungen genügen fünnen, muß man den Werth von s, welcher ber 
Gleichung (C) genügt :und fih für &=r aufu— v reducirt; gleich 
Null feßen, oder man: braucht auch nur dad ber Integrale Der Slei- 
hung (C), welches fih für t=r auf u rebucirt, = zu feßen. 
4 281. Eehrſatz 2. Um die Werthe von der Form: 


Ef, ‚ n—=h, =h PER 


zu erhalten, welde ein Syflem allgemeiner Inter 
gyate der gegebenen Differenzialgleihungen bilden 

Öönnen, braucht man nur die erthiebenen particu 
lären Integrale der Steigung (C) zu ſuchen, welde 
fih für t=r aufieine der Veränderliden ,y, 2, .... 
reduciren. 

Diefer Lehrſatz ift eine Folge aus dem vorhergehenden, wor: 
aus fich derjelbe unmittelbar ergiebt, wenn man fucceflive , yz..... 
für die Function f(z,y,2,....) ſetzt. Bezeichnet man alsdann mit 
sh, s=h, s=Lz,.... die verfhiebenen Integrale der Gleis 
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hung (C), welche ſich für t=r auf eine der Beränberlichen 7 
%, 2,.... reduciren, fo wird berfelben Gleichung (C) auch noch ge 
nügt, wenn man für s einen der Werthe: 


sh —E, s=h—n, s=h—L,... 


nimmt, und wenn man diefe Werthe von s—=0 feßt; fo erhält 
man die Integrale der gegebenen Differenzialgleihungen (D) un: 
ter der gefuchten Form. 

8.282. Lehrſatz 3. Umgekehrt, die allgemeine In 
tegration der Sleihung (C) hat die allgemeine In— 
tegration der Gleihungen (D) zur Folge, und um 
die allgmeinen Integrale diefer legten Sleihur 

en zu erhalten, brauht man nur die Wertbe fi, fu 
87... von s, welde der Sleihung (C) genügen und 
fih fürt=r aufz,y,z.... rebuciren, willtäbrlichen 
Gonftanten 8, n, 8, .... gleich zu fegen. 
Denn auf diefe Weife erhält man die Gleichungen : 


ef hl 2), ıh=hl ) ehe ),.-ı 


vermöge welcher x, 9, z, .... Zunctionen von t find, welde fid 
für t=r refp. auf &, 0, 9, .... rebuciren. Da nun f, ein par 
tieuläred Integral der Gleichung (C) ift, fo hat man: 


D.fı + Fı D, f, +F,D, fi + F. D. ſ. +..=0. 

kaͤßt man ferner 2, y, z,.... ſich mit t ändern, fo ergiebt fid 

aus der Gleihung fi = E die Gleichung: s j 

Dif, +D,fDe +D,f,Dy-+DfDz+..=0, 

und wenn man D,f, zwifchen diefen beiden Gleichungen eliminitt 

und ebenfo in Beziehung auf fi, fr ,.... verfährt; fo findet man: 

| D. fi, Dc—F)+D,f, (Dy—F,)+Ds fi (Dz—F,)+..—=0, 
D.f, (Dæ - Fi) +D,& Dy—F)+ Dia Dir— F) +... =0, 
D. ſ, Da—F)+ D,f; Dy—F.)+ D.ſ. (Dr — F)+..=0. 


eu 8 0 0 8 Cr rt Tr Tr rd rn Tr Tr Tre Tr Tr U Tr Tr Tr re ra 8 8 7 en 0 


- 


Wenn man diefe legten Gleihungen durch Addition - verbindet, 
nachdem man fie mit unbeflimmten Factoren multiplicirt bat, 
welche man alddann fo annimmt, daß die fämmtlihen Diffe 
venzen: 


Dx—F,, Diy - Fa, D -F,.. 
mit Ausnahme einer einzigen, eliminirt werden, und man ſetzt: 
K — D. f, D,f: D,f, no D,f, D. f, D. f. ... + ... 3 
fo erhält man: 
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K(Der—E)=0, KDy—F)=0, KDe:—F,)=0,.. 


Nun kann aber die durch K außgebrüdte Function von 7, Y,2,.., 
t im Allgemöinen nicht verfhwinden; denn fie rebucirt fich ſo⸗ 
wohl, old D,f,, Difa, Difz ,... für i=r auf die Einheit, weil 
alsdann: 


h=x, h=y, ,=2,.. 
if. Man hat mithin nothwendig: 

Dir—F, —0, Dy — F, =0, Dz—-r=0,.. 
ober endlich: 
Da=F,, Dy=F, Dz=!HF,.... 
Die Gleichungen: B 
ef, neh, Ieh,.. 


verificiren folglich die gegebenen Differenzialgleichun en und find 
die allgemeinen Integrale derfelben. Diefe Integrale find ferner 
fo befchaffen, daß fie, wenn ein Syſtem von Werthen der Veraͤn⸗ 
derlichen z, y, 2, ...., t gegeben ift, unmittelbar die neuen Werthe 
&E,.0, &, .... geben, welche die abhängigen Veränderlichen für einen 
neuen Werth = der unabhängigen Weränderlichen‘ annehmen. 

Anmerkung. Wenn die allgemeinen Integrale der Diffe 
renzialgleihungen (D) auf die eben angegebene Weife erhalten 
und burch die Zormeln (£,) ausgedruͤckt werden, fo drüdt bie 
Formel U=v, worin U = flfj,fa, fs, ...) eine beliebige Kunction 
von fu fan fa,..... bezeichnet, ein neued allgemeines Integral der 
Differenzialgleihungen (D) aus, und um daffelbe zu erhalten, 
braucht man nur, wie wir gefehen haben, das der particulären 
Integrale der Gleichung (C), welches fih für.i=r auf 
u f(2,9,2,...) rebucirt, einer willtührlichen Conſtante © gleich 
zu feßen. \ | N 

Beifpiel Die gegebenen Differenzialgleichungen feien: 

de—=xdt, dy —ydt, dı= zdt 40*4 
ſo hat man: 
FR=r, Rh=y, B=z,.. 


und bie Gleichung (©) verwandelt fih in: 
Ds+2D,.s+yD,s-+zD:s-+..=0. 
I FE — 
se -‚,s=ye . ‚3=ze 5. 


haben offenbar die Doppelte Eigenfhaft, daß fie. der partiellen 
Differenzialgleihung genügen und fih für =r auf 2, y, 2,.... 


Die Werthe: 
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rebueiren. Die allgemeinen Integrale der gegebenen Differenzial- 

gleichungen find — sr ie " 
rt ken Tv - 

s=re ‚a=ye ‚mie 4... 


oder : 
tt 7 It 
z=ie ‚y=ue ‚mi „. 


und in diefen lebten Formeln können E, x, C, .... als durch bie 
Integration eingeführte willkuͤhrliche Gonflanten betrachtet werben. 
Ugemein, da man bat: 


zD,u+yD,u„+:D,s+..=s, 


wo u eine beliebige homogene Function von z, y, 2, .... des erflen 
Grades bezeichnet, fo hat das Product wer! die zweifache Ei: 
genfchaft: der Gleichung (C) zu gemügen und fi für = + auf: 


w=[ (z,y, 2...) 
zu rebuciren, und mithin iſt der Ausdrud: 
o=welt-0 oder = vet") 5 


auch ein allgemeines Integral ber gegebenen Differenzialglei⸗ 
dungen. 
$. 283. Wir wollen der Kürze wegen ſetzen: 


FD. + FD + FDs+.. = D.sDzr+ DD y+...—Fops 
und und des Zeichens Sps zur Andeutung bed beflimmten Inte 
graled — y "Fnsdt bedienen, fo daß wir haben: | 


Sps = -S. (F, D,+ F,D,s + F,D;s +...)di = f. ' Fosdi, 


wo s übrigens eine beliebige Bunction von 2, y, z, ...., tif. 
Aus der Gleichung: | 


DU+FDU+RDU+FDU+..=0 
ergiebt fih, wenn man in Beziehung auf & von == an inte 
grirt: 
| U—.—-S,U=0, U=s+SoU. 
Wenn man in dem zweiten Theile diefer letzten Gleichung für die 


Function U ihren aus diefer Gleichung abgeleiteten Werth ein 
oder mehrere Male hintereinander fubflituirt und der Kürze we: 


‚gen SZU, SZU, .... ſtatt SoSpU, So So So, .... fegt; fo findet 
man: 
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Um + Su + SH U=u 4 Snu ts + Su. 
und allgemein: 
U=u+SptSöu+SSu+SSut.SS'u4+ Son, 


wo # eine beliebige ganze Zahl ifl. Wenn in biefer Testen Glei- 

hung das Glied SpU für zunehmende Werthe von n ohne Ende 
at, fo ift die Reihe im zweiten Theile convergent und man 
at: | 


=u-4- Spa +tS5su+S3u+Ssu+ ..y 


Die Zormel U=p, melde ein beliebiges Integral der gegebenen | 
Differenzialgleichungen ausbrüden kann, verwandelt fich folglich in: 


urSpue+Spu+Spu+t..=v, 


und da man, wenn Sp nicht mehr ein Operationdzeichen, fondern 
eine wirkliche Größe bezeichnete, hätte: - 


1 
1+S5+S5 + B+..=1-g, 


fo kann das allgemeine Integral auf folgende fymbolifche Form 
gebracht werden: . 


— — 
IS, =. 


Da überdied aud der Gleichung, welche den Werth von U durch 
eine convergente Reihe giebt, folgt: - 


SHSU=S(@a+ Spu+S5u+S;u+..) 
= Su t+SHu+S5u+.=U-u, 


fo ift Har, daß der durch diefe Gleichung gegebene Werth von U 
der Gleihung: | 


U—u— SHU=0 


genügt, und fol Lich auch ber Gleichung (C), infofern die Reihe 
convergent ifl. an kann alfo folgenden Lehrſatz aufitellen: 


Lehrſatz A. So lange die Reihe: 
%, Spu, Sau, Siu,... 
convergent ift, fann die Formel: 


(1) u4rSpu + Su +S5u+..=o oder 1-8, — v 
Meigne, Jntegralrechnung. 37 
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ein beliebiges der allgemeinen Integrale der dit 
ferenzialgleihungen (D) darftellen. 


8. 284. Wenn die Aunctionen Fi, Fa, Fa,.... und folgli 
Fns die unabhängige Veränderliche £ nicht erplicite, ſondern bie 
die davon abhängigen Veränderlihen z, y, z, .... enthalten, m 
man fubflituirt in Die Gleihung : 


Sos=— [,'Fosdt 


für s die Zunctionen u, welche die Veränderliche £ auch nicht mt 
hält; fo ergiebt fih aus diefer Gleichung fucceffive: : 


Sou=— /,'Foudt=— Fou „ a=(r-UN Fo, 


Sum [  e-grua= ref -u 





-“ und allgemein: 
n N 
| DU 795.n DM 
Vermoͤge diefer legten Gleichung verwandelt fich das allgemein 
Integral (1) der Differenzialgleihungen (D) in: 
r—t (r— 1)? 
“7 Fer; 


und da, wenn Fpu nicht mehr ein Operationgzeichen ſondern ein 
wirkliche Größe wäre, man hätte: . 








Bw +.=v 





_ — De 
1 +7 Fo+ rn FB +..—e" ofs, 


fo Tann diefed Integral auf folgende ſymboliſche Form gebradi 
werden: E | u 


(I,) er HFoy —v. 


Man hat alfo folgenden Lehrſatz: 
Lehrfag 5. Wenn die Zunctionen F,, Fa, Far 


die unabhängige Beränderlide 2 nidt erplich! 
enthalten, fo fann die Gleihung: 


1 2 . 
(I) u+ — Fout "I Fiu+..—o, 
oder: 
u ‚ee QFoyy 





_ — 
ein beliebiges der allgemeinen Integrale der Blei- 
chungen (D) darflellen, fo lange die Reihe: 


T—i (— N? F 


u * 1 Fpu, 1.3 Bw, .. 








convergentift. Br 
- Anmerkung. Wenn man aus den Formeln: 


u 
I-S, =®; er Hroyo 


die allgemeinen Integrale 5==fi, n=fa, g=fz,... der Differen- 
ztalgleihungen (D) ableiten will, wo &E, a, 3,... die Werthe von 
x, 9%, 2,... bezeichnen, wenn die unabhängige Veraͤnderliche einen 
neuen Werth = befommt; ſo braucht man in diefen $ormeln nur 
fucceffive zu fegen: | | 


u=r,0=$,Uu=Y,.., 2, Van. 
Die allgemeinen Integrale ber gegebenen Differenzialgleichungen.. 
werden .alfo in allen &ällen durch Die Formeln: 


(12) . =, ı=oy eig 


ausgedruͤckt, und wenn F,, F,, F;, .... die unabhängige Veränder: 
liche & micht erplicirte enthalten, durch die Formeln: 


= er -NFe, ın>=€ —J——— 6 e(®-NFn Zyuny 
(13) } ober: | 

— — ti: _ 
Bert rn + S2 Fix... 
.. Bir wollen ald erſtes Beifpiel wieder die Gleihungen: . 
de=ıxdt, dy=ydt, de=zdt 





nehmen, fo if: 
F,D,u + F,D,u+ F,Du+..—=2D,u+ yD,u+ zD.u—=Fou. 


Wenn man ferner für w eine homogene Function des erften Gra- 
des von z, y, 2, .... nimmt, fo bat man identifch: 


ıD,u +yD,u+2D.u+ * —U, Fpu—=u 
und man Tann blo8 Fo =1 ſetzen. Da uüberdied Fi, Fa,F3,.... 
die unabhängige Veraͤnderliche E nicht erplicite enthalten, fo find 
„die gefuchten allgemeinen Integrale: 


—=ze!-t, Li = yert, ‘= zeit, u... 


8. 285. Wenn man in der Bleihung: 
FRD,s+F,D,s-+F,D.s+..—Fos 
“für s fest, fo kommt: 
F,D.u+F,D,«+F,D,u+..=Fos, 


und wenn F,,F,,F:,.... die unabhängige Veränderliche 2 nicht erpli- 
cite enthalten, k eine conflante Größe bezeichnet und Die Function 
u fo gewählt wird, daß fie der Gleichung: 


F,D,u+F,D,u+-F,D,u+..= ku 
genügt; fo hat man identifch: 
Fow= ku 
unddie Bormel: 
er Nun, 
welche ſich auf: 
= ueht-N, oder u— vet) 


rebucirt, Tann ein allgemeines Integral der gegebenen Differen: 
zialgleihungen ausbrüden. 
Um von diefen allgemeinen Formeln eine Anwendung zu ge 
ben, wollen wir die Differenzialgleichungen : 
de=(ax+ by+cız + . )dt, 
dy=(a,2+by+c,2+..)dt, 
d= (sc +by+ az...) d 


betrachten, wo au, Bi, ci, ....; Gy dar Car .... conflante Größen 
find; fo muß man haben: 
d d 
„w+by+azt.)Z +ar+b,y4+02+..) pr +.—_h, 
und biefer Gleichung wird genügt, wenn man febt: 
u=Ar+uy+ Vz + .., 


wofern A, u, 9, .... conftante Factoren bezeichnen, welche ben 
Bedingungen: 
artraut ar +... —=kı, 
ba+butbvt..—ku, 
cr, Col + Cry +..= kr, 


.e in 8 8 8 8 8 re fe 


si 
oder : 
(Dr +au tar +... —=0, 
bir, -Kurbrt.. —=0, 
er +au (a — kr ..—0, 


enügen, woraus fi) durch Elimination von A, u, v, .... Die 
leihung : 


(a, bla —k)... — a,b, („—k).. +... —=0 


ergiebt, welche nur bie eine Unbefannte k enthält, und deren Grad 
der Anzahl » ber Weränderlihen x, y, 2, ..... gleich ifl. Diem 
Wurzeln diefer Gleihung geben für die GCoefficienten A, u, v, ...., 
a Spfteme von Werthen, und die allgemeinen Integrale der ges 
gebenen Differenzialgleichungen find fammtlid in der Formel: 


uU verl!—) 
oder: 
2 + uytrz +. (tun + rg+ .) ee 
enthalten. 


Wenn man für die eben integrirten Differenzialgleichungen 
folgenden fubflituirt: 


d&=[ar+bytaz+..+f(ö]dt, 
y=la:+by+oz+t..tfs(Ölde, 
d=[gct+by+tczt+..t%(Öldt, 


[er ; v8 8 8 8 Terre rd Tr Tr re 9 5 oe 


wo fh (ÖÜ, fa(Ü, fs (U, .... beliebige Functionen der Veraͤnderlichen | 
t an — RR dur die Formel: q 


u=Artuy+Vz+.. 


beftimmte Function wieder nimmt, wo bie Gonflanten benfelben. 
Bedingungen wie weiter oben genügen müflen, und endlich der 
Kürze wegen fegt: 


N OrERÖFAO+. FH; 

fo findet man: 

Fr—ku+/t), Sou=—/, Foudt=kr Zw fOdt, 
2,._ kr — 1)? 


——— 
(7 — iy tRoAr — N 
Su, — S. rar, 
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und die Gleichung: 


5, tu + 0485 + =v 
giebt: 
o=s[14k6—) ++] 
_ S. [1+% @d+r + -] food, 
oder was auf daffelke hinansläuft: 


— — 
v—= ver f. erdf(t)dt, 





oder : 
wet vet — S. er füdt, 
oder endlich: | 
rt uytr+.=0+un rg + .)ettN 
Du ALICE OR gar": 


Die verfchiedenen Gleichungen, welche in diefer legten Formel 
enthalten find, weil man der Conftante k und folglih den Grit: 
fen A, u, v,...., n verfchiedene Werthe beilegen fann, ftellen das 
Spftem der allgemeinen Iritegrale der gegebenen Differenzialglei: 
ungen dar. Wenn zwei, drei, .... Wurzeln der Gleichung mit 
k einander gleich werden, fo flimmen die Diefen Wurzeln entfpre 
chenden Gleichungen überein und man muß dafür eine derſeiben 
nebft der abgeleiteten Gleichung der erſten Orbnung, oder den bei: 
den abgeleiteten Gleichungen der erften und zweiten Ordnung ,.... 
welche man erhält, wenn man die beiden Theile der beibehaltenen 
Steihung ein oder mehrere Male in Beziehung auf die Größe k 
differenzirt, fubflituiren. 


Um von der Formel: 


” . — 
1—-S 
noch eine Anwendung zu geben, wollen wir annehmen, daß fid 


die Gleichungen (D) auf eine einzige rebuciren, welche in Beziehung 
auf x vom erflen Grade und von der Form: 


"K=[lf)+rFiOü]dt 


it, wo f(Ü), Ft) zwei beliebige Zunctionen von t find. Man 
bat alfo in diefem Falle: 


® 


— 
F=fÖ+:zFö, Fu=[f$+zF@]%, 


= [1 OQ+zFW]Eat, 


und folglid, wenn man u=r ſetzt: 


ber f — J. P(ut-4 S. "Fo S. 'FOd.d—..| 
— S. f li — S. Foac+/. Fo „ Fiödı.dt —.| di. 


Da ferner F(t) die Ableitung: von S/ - F() at ift, fo bat man: 


A F of." Fat. 1 [ S. 270 a)", 


Ä Jro/'rof,‘roaaa=;,[ /,' Fo a" 


. 090 ı 31 8 8 8 8 8 Tr Tr rer a Tr rd Tr re Fr Tr TB Tr TE TC TE KT CR DK CL 5 —0 


und, folglich : 


1 -[ roa+ f' ro [ro at. at —. 
= 1— [. Foa+4[ /, Foa]’- ne fe F wa 


Das allgemeine Integral wird alfo durch folgende Gleichung ge⸗ 


geben: | 
Sl Food Si 
= re Je na S. ' {@e Jr Ad 1 


In den vorhin kurz durchgegangenen verfchiebenen Beifpielen 
iebt die Formel (I) für die gegebenen Differenzialgleichungen 
bie befannten Integrale, welche wir durch die verfchiebenen frü= 
bern Methoden erhalten hatten. | 


$. 286. Es läßt fich leicht zeigen, daß die Formel: 
et Yıoy—v 


auch dann noch ein allgemeines Integral der Differenzialgleihun- 
gen (D) ausbrüdt, wenn z eine erplicite ober entwidelte Fun⸗ 
ction fammtlicher Beränderlichen x, y, z, ...., E ift, und folglich 
Fpw nicht mehr vermittelft der Sleihung: 


Fpu=F,D.u+ F,D,u +F,Du+..., 
fondern vermittelft der Gleichung: 


aM 
Fru=Da+FDs-+F,Du+-FDu-+ .. 
beflimmt wird, wofern jedoch die Reihe: 


—t.. ei 
“Ent —13 Fiu,.. 





convergent bleibt und v ben Werth von u bezeichnet, welcher ben 
Werthen &, n, &, ...., = ber Veraͤnderlichen z, y, z, -..., t nt: 
fpriht. Denn wenn man in diefer letzten Vorausſetzung fekt: 


— — 1 
U=u+ Ti Fou+ G Flut... 


fo folgt, weil allgemein: 





(— 1," N" ar (G—H.-ı 
Fo. 153. Fnu= a3; FD u 193. w—1) Fu 


if, FHU=0 oder was auf daffelbe hinauslaͤuft: 
DU+FD,U+RDU+FDU+..=0. 


In der gemachten Borausfegung ift alfo s=U ein particuläre 
Sntegral der Gleichung (C) und die Formel: 


— — 9 
U v, ode u F “+ —* FRru .. v, 


oder: 





el -OFoy — vo 
ift ein allgemeined Integral der Gleihungen (D). 
Uebrigens kann man in derfelben Vorausſetzung die Formel: 
er-NFıy—o, 
vermittelft der Taylor’fchen Reihe direct aus den Gleichungen 
(D) ableiten. Denn da u eine beliebige Function der unabhängi: 
gen Veränderlichen & und ber abhängigen Veraͤnderlichen z,y,z... 
ift, welche mit t durch die Gleichungen (D) verbunden find; fo 
bat man vermöge biefer Gleichungen und der Formel, welche die 
Function Fux beflimmt: 
du=Fpudt, dFpu=Findt, d.Fia—= Fin.dt.,... 
und folglich: 
du=Fpu.dt, du —=Fpu.dt!, du = Fiu.dtt,.... 
Wenn erner v einen neuen Werth von # bezeichnet, welcher einem 


neuen Werthe 7 der unabhängigen Veränderlihen t entfpricht; 
fo bat man nad) der Taylor'ſchen Formel: 





(1) (el)? —.: “NM .. 


und wenn man für ds, dw, .... ihre vorhergehenden Werthe 


fegt: 
| — N) 
vz=y + rnu+ BA-— un Fiu+.. 


et HFny. 
Um vie Richtigkeit diefer Zormel an einem fehr einfachen Bei⸗ 


fpiele nachzumweifen, wollen wir annehmen, daß fi die Gleichun⸗ 
gen (D) auf folgende rebuciren: 





de= di, y="di, d=-d,.., 
fo ift: 
Fou— = (Du-+zD,u-+yD,0-+ 2D,x+..) 
und folglid: 
| Fpu ==, 


wenn u eine homogene Function des erften Grades von z,y, 2,... 


€ wird. Da aber alddann Fpu eine homogene Function bed Gra- 
des Null ift, fo hat man: 


Flu=0, Fr—=0, Fia-0,.. 


und das Integral wird durch die fehr einfache Gleichung: 


| 1: 
egeben. Wenn man in diefer lebten Gleichung die Function w 
—* auf die Veraͤnderlichen z, y, z,.... reducirt, ſo muß man 
zugleich der willführlichen Gonftante v einen der Werthe &,n,8,.... 


eilegen, und man erhält auf diefe Weife die allgemeinen Intes 
grale der gegebenen Differenzialgleichungen unter der Form: 


* 4 4 
[4 — 7“ . 


7 n 4 


Zu benfelben Werthen würde man direct gelangen, wenn man bie 
beiden heile jeder ber Gleichungen: 


Yy 3 


4 
< ger» 


integrirte. 


6. 237. Man könnte die Formel: . 


— T—N2 
(1,) v= „+ Fnu-+ | — Fiu+.. 





auch noch verallgemeinern, wenn man für die unabhängige Ver 
änderliche t und die Größe 7 refp. eine gegebene Funckion r de 
Beränderlihen z, y, z....., t und den E=r entfprechenden Bett 
p von r feste. Denn da r und w zwei beliebige Functionen von 
&, y, 2,...., t find, fo müflen z, d& z,.. t, und folglich aud di 
Functionen r, w fi wegen der Gleichungen (D) gleichzeitig ar 
dern, und wenn man mit p, v zwei correfpondirende Werthe die 
fer Functionen bezeichnet; fo AN v der Werth der Function a, 
wenn die Veraͤnderliche r den Zuwachs p--r befommt. Nimn! 
men nun an, daß fih v durch die Zaylor’fche Formel in cin 
nach den fleigenden Potenzen dieſes Zuwachſes fortfchreitende Reik 
entwideln Lädt, fo bat man, wenn: 


du dr 9 
vr’ dr '’“ | 
die Verhaͤltniſſe zwiſchen den totalen Differenzialen der Zune 
nen Tr, Zu bejeihnen: 
ı® 
u ge, eo 4 
v=ur 1 at 12 er +. 
Herner ift identiſch: 


 dr=D;,rdt+D,rde + D,rdy + D,rdz + ..., 
du Dadt D.udæ + D,udy +D,udz +... 





und wegen der Gleichungen (D): 


de _ dy_ de, _ 0 di — — 
Bann Fdede FD — 
. du . 
—Da+FDu+FDa+F,Dut.' 


du Du+F,D..+F,D +FDu+ o.. 
dr Dirr+F Dr IF,D + FED F,D,r-+... ’ 
folglich, wenn man ber Kürze wegen feht: 


F _ Da + F, D,u + F;D,a+ F,D,a + ..., 
WED HFDr+BDs+BDr +...’ 


fo hat man ganz einfach: 

















du 
dr = F) u, 
woraus fi ergiedt: 
\ gie 
_dr__ dEpu 3 
dr dr =Fow 
und folglich : | 
v=u+ eF = r Fhu+.. 
ober: u 
o—=e(eNFoy. 


Wir wollen noch bemerten, daß diefe leuten Formeln ein all- 
gemeined Integral ber gegebenen Differenzialgleichungen ausdruͤ⸗ 
den, wenn die Reibe: on 


F — 





%, Fpu, 2— FF} U, 
convergent ifl. Denn wenn man der Kürze wegen febt: 
—r\3 jr 12 


fo erhält man, da vermöge der Gleichung, welche Fpu durch r 
und # giebt, Fur =1, und folglich: 





(e—r)* _ F en p. 
Fp· 195, ,Fpu= Fl u — 93.0 Du 


if, Fr Ü=0, und ti. : 
DU+FDU+FD-U+RDU+..— 


Folglich ift s=U ein particuläred Integral der Gleichung (C) 
und der Werth: 





e—r)? | 
17 Fhu-+ .. 


ift ein allgemeines Integral’ der Gleichungen (D). 


$. 288. Denn u blo8 eine Function der Veraͤnderlichen z, 
9, 2,.... it und Fou, F'pw, F"pw,.... die Wer Zeerthe von Fpw be 
zeichnen , wenn in den gie Functionen von z u: ., & betradye 
teten Größen Fi, Fa, . für die Beränderliche t neue — 
I, 0, 8", geſetzt een fo hat man. offenbar: 








SG =— fS, Fondt= Sonde * — dt, 
Bu= fo f, CXVC.C. 
3u=— /,'Fof,Fo Poudrrarar 

— S. FpF’pF"pudt" dr dt, 


oo. CB} ee RT [8 BB 8 8 rd 5 LT Tr re Tr rer re br 5 Tr re ra ra a 8 8 4 


und rolgtid verwandelt fih das allgemeine Integral der Glei⸗ 
Yungen (D) in 





uf Fit [Sf FoF’pudt’ dr. 


— J. S. SE FpF’pF"pudt” dt’ de +... 


Wenn die Zunctionen Fı , Fr, Fr, .... die Veraͤnderliche & nid! 
erplicite enthalten, fo hat man: 


(i‘) 


Fua=Fpu= Fpu=.., FnFuw= Fr Ur... 


— J. a-T, 
S. . ⸗ dr dt ⸗ . -S. fe SE drdrdt — = 


und die Formel (1) geht in die Formel (l,) über, wie es ber Jal 
ſein muß. 


Wenn man blos zwei Veraͤnderliche x, t betrachtet, in web 
chem Falle fih die Gleichung: 


Ds -+FıDs + F.D,s +F,Ds + ..=0 | 


ferner: 


auf: 
DU+FD,.U=0 


reducirt, wenn man darin s—=U feßt; fo rebucirt fi) Das Total⸗ 
differenzial der Function U, nämlich: 


dU = D,Udt+D,Udr, 


wenn man darin für D,U feinen Werth — F D. U feßt, auf ein 
Droduct von ber Form: 


V(de— F,dt),.. 
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wo V=D,U if. Wenn alfo die Zunction U durch eine der 
Gleichungen: 


U=ua+Sw +SBu+Ssu-+.., 
=u+ Fru+tGrat.. 


beftimmt wird, fo kann der Factor V=D,U den erften Theil 
einer Differenzialgleihung zwifchen x und t von ber Form dæ — Fidt 
=0 integrabel machen. Denn differenzirt man bie Gleichung : 


. D,U + F,D,U — 0 
in Beziehung auf z, fo erhält man die Gleichung : 
D,V — D, (—F 1 V), 


welche die Integrabilität bed Productes V(dx— Fidt) ausdrüdt, 
und welche man als eine partielle Differenzialgleichung betrachten 
Fann, wodurch der Factor V ald Function von x und £ beflimmt 
wird. | 

Wenn man ftatt der gegebenen Gleichungen (D), welche von 
der erften Ordnung find, eine oder mehrere Differenzialgleichungen 
von einer höhern Ordnung betrachtete; fo brauchte man, um fie 
auf Differenzialgleihungen der erften Ordnung zurüdzuführen, 
nur einige der Formeln: | 


Da=r, De=r",.., Dy=y, Dy=y",.., 
d. h. neue Differenzialgleichungen zu ihnen hinzuzufügen, welche 
felbft von der erfien Ordnung find, wenn man nidt blos =, y, 
2,..., fondern auch einige der Ableitungen 2’, 2,..., Yı, za 
2, 2,0. als Unbekannte betrachtet. 
Vermittelſt dieſes Kunftgriffed ergiebt ſich aus der Gleichung: 


%rz-uy-+vz-+.. 
N t 

Stunt Jene RO O+ 
leicht das Integral einer linearen Differenzialgleihung mit ton= 
ftanten Goefficienten und mit einem zweiten veraͤnderlichen Theile, 
d. h. einer Differenzialgleihung von der Form: 

D’z+A,D}"'"z2+4,D}°zr+..+4,_ıD: z+A,x=T 
unter endlicher Form. 


Ein und vierzigfle Borlefung. 


Beltimmung ber Grenzen, zwiſchen welchen die Reiben, welche bie allgemein 

Integrale eines Syſtemes von Differenzialgleihungen ausbrüden, converga 

bleiben, und ber Fehler, welche man begeht, wenn man vom jeber Reihe m 
bie æ erfien Glieder beibehält. 


6. 289. Wir haben nun noch zu zeigen, wie man ih 
Allgemeinen veriichern kann, daß die in der vorhergehenden Er 
lefung erhaltenen Reihen convergent find, wenigftend für hin 
"hend kleine Werthe der Differenz --r oder *—t, und wie m 
alsdann die obern Grenzen der Fehler beflimmen Tann, wel 
man begeht, wenn man von jeder Reihe blos die  erften Br 
der beibehält. Wir können diefen doppelten Zweck leicht dur 
einige neue Verfahrimgdarten erreichen, deren Inbegriff Saudı 
die Grenzrechnung genannt bat. 

Es fei r eine pofitive Größe, 3 ein reeller Bogen und ! N 
eine beliebige Function ber reellen, oder imaginären Veränkeil: 
hen x; fo- hat man offenbar: 


Df(z+re?VY-) — ya Dof(z +re? 71). 





Wenn man nun die beiden Theile diefer Gleichung in Beziehum 
auf r von r=0 an und in Beziehung auf 3 zwifchen ben Ort 
jen S= — x, I— + integrirt, und annimmt, daß bie du 
f(z+re?l-1) außgebrüdte Function von =, r, 8 enblid u 
fletig bleibt, was für einen Werth S für den r beigelegten Berl 
und für einen Fleinern Werth, auch haben mag; fo findet mat: 


m S. "Dife+reV Dar =0, 

oder was daſſelbe ift: 
SE f(a+re?Y "Tas= re f(&)d3—=2#[(2) 

und bieraus ergiebt fi: 





„ 
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Henn man biefe Gleichung rn mal hintereinander in: Belebung 
auf x bifferenzirt, fo erhält man: - | 


— = A tr gi @+reV= as, 


und’ wenn man alddann den zweiten Theil diefer letten Gleichung 
n mal hintereinander theilweife integrirt, fo hat man: 





EN re Allah ya. 


De Ausbrud re— kann als ein ber Beränderlichen x beige: 
legtes imaginäred Increment betrachtet werden, welches wir mit 


Ah; bezeichnen wollen, fo daß re!Y!-1—h; ift, und Lf(x-+ k) 
oder Le ſei der groͤßte Werth, welchen der Modulus der imaginären 
Function f(x F A) annimmt, wenn man in dem Wertbe von 


A. = re? Vi den Winkel S variiren läßt, ohne daß fich der 
Modulus r ändert; fo ift der Modulus des Ausdrudes: 


red fla+reIV 


Feiner, ald dad Product r-*Lr, oder hoͤchſtens demſelben gleich, 
und der Zahlenwerth des Integrales: 


F ut) oo. (X Arad v-ngs 


überfchreitet den Werth ded Ausdruckes Zur "Le nicht, fo daß 
man bat, wenn M den Modulus oder den Zahlenwerth eines bes 
liebigen imaginären, oder reellen Ausdruckes bezeichnet : 


M. fWa)<1. 2. 3.. ‚nr Le. 

Da ferner allgemein ift: 
1.2.3.0 = (— D. r- 
ſo hat man auch: 
V. IαC πD. TIL. 
Die Ungleichheit findet auch noch für a=0 flatt, und man hat 
M .f(z)<Lr, wie man auch direct aus der Gleichung: 
=} Ss. "2 h)dd 


hätte fchließen koͤnnen. Die vorhergehenden Gleichungen ſeten, 
wie bereits ausdruͤclich bemerkt worden, voraus, daß die Fun: 
com: . it. . r 


x 
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fs+k)=f(r+re?V/ 7) 


endlich und fletig bleibt, was für einen Werth SI bei dem hr 
Größe r beigelegten Werthe auch haben mag. 

. 2%. Kommen wir nun wieder auf die Integration ie 
Differenzialgleihungen zurüd und nehmen zunächft an, daß es ii 
darum handle, das allgemeine Integral einer einzigen Differer 
zialgleihung dr=F,dt, worin F, =X=g(z) eine Function m 
einen Veraͤnderlichen z ift, durch eine Reihe auszubrüden. Ber 
man mit u f(x) eine neue Function von x bezeichnet, fo mi 
* geſuchte Integral, wie wir geſehen haben, durch die Gi 

ung : 


MW) Ort +e— Hofe) +Tz- Fifle) 
+ — — 








gegeben, worin: 
FAFS Fi D. FGSD.F) 
oder: 
FFGVSSSGJG) 
iſt, und man hat folglich: 
Hfd)=HAf@), 
Hfa)=lef" +) PDf a, 
Ff=IH Pf” HILFE"), 
+ AH Dr R 
Aus diefen Gleichungen ergiebt fih nah dem Vorhergehenden: 
Miuf@)<R,rL, .rL,, 
MRIO)<R,(rZL,)trL, 
MAf@<R;trL,)rLr, 


wo R,, R,, R,..... Zunctionen von r find, welche durch die Ol 
chungen: 
—R = yıı D, r"!, 
RB, = (m Da1--rT!(D, r)D,!, 
— By = (Dir 14 KDD 
+ Da! pr (Dr Dr 


befimmt werben, und der Werth von r fo befchaffen fein mi 
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daß jede der beiden Functionen F(c+ ii), $(x-+K;)-für denfelben 
Merth von r und für einen kleinern Werth endlich und fletig 
bleibt. Uebrigens find die Größen — Ri, Ra, — R;.,.... offen: 


bar die Werthe von Fof(z), Fof(®), Fof(a),.... wenn man, 
nachdem: | 


TORE IOF FE 


gelen: ifl, den Modulus 7 für die Veränderliche x fett; denn der 
vefficient ded Probuctes rZr‘im zweiten Theile der Ungleichheit: 


MIO < N Dirrb, 
ift, abgefehen vom Beichen, nichtö anders, ald der Werth von 
fr) (x), wenn man f(rJ=arT! fest und r für x fubftituirt. Es 
ift allgemein: 
MF}, f (x) <R, (rL,)* rL;, 
wo (—IPR,.der Werth von Foflz) iſt, welcher den Werthen 
von Plz), f(x) entfpricht, die durch die Gleihung P(@)= fa) 
= x! gegeben werden; wenn man darin # für X ſetzt. Aus der 
Sleihung: 7 
— H/d=HÄDfad) 
ergeben fich aber in "Verbindung mit der Bedingungsgleichun 
HB) FD=rT die Werthe: | i 3 
H,fa)=r! D,a1=—r3, - 
RBfo=ır!D —ır°=3r15; 
FifJ)=a!D3r5—=—3507°, 


. 8 00 0098 08 8 8 8 8 Tr Tr Tr 8 8 0 oe 


Bf)=(—1r 135.001) tet), 
Man hat folglich: 
R. 1.3.5.2 1) me), 
und mithin: | . BEE 


MFSf(&) <135..(2n — 1) — L, 


Da endlich offenbar: 
L p(a-H-hi) __ Lolz+ki) 
r 


ift, fo hat man aud: | | 
Mrs F@)<1.3.5..(2n—1) [z —— I 
Moigno, Integralrechnung. 38 
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Demnach hat das allgemeine Glied der Reihe, welche Das gefuht 
Integral ausdrüdt, namlich: 


cn * „Fof@) 


offenbar einen Zahlenwerth, welcher Heiner iſt, als der bes Ir 


ductes: 
13.5.24-) park) "Ir 
1.23._" [9 LT, ] Ir: 


und folglich Meiner, al& der des Productes: 
en Tr, 


weil offenbar: 


13.5..(20—1) _ 2.46..20 
1.2.3... < 133.0 2" 


tft. Folglich haben die verfchiedenen Glieder der in Rebe ſtehen 
den Reihe Fleinere Zahlenwerthe, ald die correfpondirenden Glieder 
der geometrifchen Progreffion, deren allgemeines Glied durch: 


[2-9 L ‚ern Tr 


auögebrüdt wird. Diefe Progreffion ift aber covergent, wen 
man bat: 


M. [2 (HL ‚ern ] <A, 
oder: , 
M.a-9<i —— , 
2 L 9 u ki) 


und wenn man alödann die Summe der n erftien Glieber be 
Reihe für die Summe ber ganzen Reihe nimmt; fo iſt der Ref 
oder der begangene Fehler, abgefehen vom Zeichen, Pleiner ald: 


uae th ji 


(E,) — — 
I-M2 LE 





Lr. 


Setzt man z. B. fd )=x, fo wird das gefuchte Integral: 





Ee=r+(—HFr+ nr Fir + —E32+ on. 
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und der Reſt der Reihe im jieeiten Theile. diefer lebten Gleichung 
ift, abgefeben vom Zeichen, Kleiner als: | 
[12-92 et ' 


> Kath). 
+ 
1-2 pr 


Man kann aljo folgenden Lehrſatz aufftellen: 

8291. Lehrſatz 1. Wenn die Beränderlihe t und 
Die Function z.derfelben durd die Differenzlalglei- 
hung dr=$(z) dt mit einander verbunden find und & 
bezeichnet einen neuen Werth der Function z, wel: 
her einem neuen Werthe vr der Beränderlihen t ent 
ſpricht; fo läßt ſich Enad der Formel: 


[E@) 


(1)? 


ie] g=r+ Fort TIRe + I FH. 





in eine nach den fleigenden Potenzen der Differenz 
<—t fortfhreitende convergente Reihe entwideln, 
wenn man hat: 


| | 1 
EI”) M. (r — 17) < 4 Lre+k (+ 4) ’ 
" h; 


x ß 


wo der Werth des Modulusr von h=re?” -1 bloß der 
Bedingung genügen muß, daß die Junction $(c-+A,) 
endlich und Betig bleibt, was auch der Winkel S für 
diefen Werth und für einen kleinern Werth fein 
mag, und der Reſt der Reihe, wenn man blod ihren 
erfien Glieder nimmt, ift, abgefehen vom Zeichen, 
kleiner als das Product [EL]. | 

Alddann läßt fih auch eine beliebige Function 
f(&) von E in einenac den ftleigenden Potenzen von 
*—t fortfohreitende convergente Reihe entwideln, 
und der Reſt diefer Reihe ift, abgefehen vom Zeichen, 
Fleiner als das Product (E,), wenn der Werth des 
Modulusr der Bedingung genügt, daß bie. beiden 
Functionen fa+h), Hl&+th) endlich und ftetig blei- 
ben, was für einen Werth der Winkel $ fur dieſen 
Werth vonr und für einen Fleinern Werth auch ha— 
benmag Esift übrigens vortheilhaft, den Modus 
lusnvon A;fo anzunehmen, daß die Grenze für den 
Modulus von r—t möglichft Elein werde, zu wel 
chem Zwede man nur ben kleinſten Werth der Größe 

ol ; 

rem zu nehmen braudt. 

Um die vorhergehenden Formeln auf ein einfaches Beiſpiel 
anzuwenden, wollen wir annehmen, daß fich die Differenzialgleis 
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hung de=#(z)dt auf dr= zedt rebucirt, we a eine pofitive 
Conflante bezeichnet. Wenn z als pofitiv angenommen wird, da 
mit H(z)=r° immer reell bleibt, fo if der Ausdruck: 
Batk)=(z+reV U 


für gebrochene, oder irrationale Werthe des Erponenten = nur bam 
ftetig, wenn r <= ifl, und alddann hat man: 


Krtk)=ztr, Kerpen, Le er 


Den Heinften Werth diefer lebten Größe unter der Bedingung 
r<x erhält man: 1) wenn man a<2 ſetzt, für — æ, nämlid 
yaye-l, und 2) wenn a>2 iſt, für: 





np, et 0, ver=, 
r a—1 
nämlid : 
as 


Da nun & und Ei nach dem erſten Lehrſatze zwei correfpondirenk 
Werthe von x und t bezeihnen, welche der Sleihung dr— 
enügen, fo läßt fich & in eine nach den ‚fleigenden Votenzen da 
Differen = —t fortfchreitende convergente Reihe entwickeln, wenn 
der Zahlenwerth diefer Differenz kleiner, als die Hälfte des Ber 


l 
haͤltniſſes ZI iſt für a<2 und Heiner, als die Hälfte bes Ber 


— Iy-ı 
haͤltniſſes * F für a>2. In der That ergiebt ſich aus der 


Differenzialgleihung dr==r°dt, wenn fie direct integrirt wirb: 
1 


— er-i, s=z[1— (I) (le ——— 





und die Potenz: 
1 


— 
laͤßt ſich in eine nach den ſteigenden Potenzen der Differenz —t 
fortfchreitende convergente Reihe entwideln, wenn ber Bahlenwerth 
diefer Differenz Eleiner iſt, ald der des Werhältniffes (Dat 
Zerner ift einleuchtend, daß biefed letzte Verhaͤltniß, abgefehen 
vom Zeichen, immer größer iſt, als das Verhaͤltniß — und 
um fo mehr größer, ald feine Hälfte, wenn a< 24, und auch 


größer, als das Werhättnig —— und folglich größer, als bie 








— — 


pn . 
Hälfte deffelben, wenn man a>2 fest. Denn in der erften Bor 
ausfegung bat man: 

1 1 
M.-—>1>5 
und in der zweiten: 


as >A—o)", 4 > (1 — Ai 








Der erfte Lehrſatz verificirt ſich alſo fuͤr die Differenzialgleichung 


—=xedt, und aus dem eben Geſagten folgt ſogar, daß man für 
eine Differenzialgleihung von diefer Form noch eine obere Grenze 
* Bahlenwerthes ver Differenz *—t erhält, wenn man für bie 

ormel: 


_ 1 
M. (x 
Ch 

folgende : u 
Ä | 1 

Me)= Leer 
u 
ie Diefe Bemerkung ift auch auf die Differenzialgleis 

ungen: 

=r"*dt, —e®#dt, di=e"# dt,.. 


anwendbar, deren Integrale fich leicht direct berechnen Iaffen. 


8. 292. Wir wollen nun annehmen, baß F, im zweiten 
Theile der Differenzialgleihung de—=Fıdt zugleich eine Function 
von x und t ilt, fo daß man Fı=f(z,t) hat; fo wird das In- 
tegral durch die Formel: 


ra=r@-/,ror@ar ff Forofte)arar 


fS. SS: FpF'pF"nf(a)dt’drdr +... 


ausgedruͤckt, worin: 


sata, fd, Fifd=fet)f@), 
Welke, fo)... 


(I) 


und folglich: | 


Kol, NE) FA IG, t) Def (æ, ᷑). fo). 
FVFVF ) (æ,) f(æ, tf "Jr, ) D.(æ, e”) f (2), 
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For DENE ER) f" | 
+2) [2a )D- at) + Dil, If, ET) 
+H@&, fat) DEE, ) -D. fEG, tt) D fa). 


fl. Da ferner die Veränderlichen U, 1”, #”,.... in den beflimm 
ten Integralen refp. zwifchen den Grenzen = und &, und f, ‘| 
und #,.... liegen mülfen, fo ift Mar, daß dieſe Veränderlichen in. 
mer zwifchen den Grenzen = und £ liegen, woraus folgt, daß jet 
derfelben durch einen Ausbrud von der Korm te (T—t) dur 
eftellt werden kann, indem e eine zwifchen O und 1 Tiegende Zahl 
ezeichnet. Wenn man nun durch Le wieder den größten Bat) 
bezeichnet, welchen der Modulus der imaginären Function! 


f (@+h;; £+e (r—t)] 


annehmen kann, wenn man in A; den Winkel 3 variiren läft, 
ohne den Werth von r und den von e zu ändern, ferner e, in 
Werth von e bezeichnet, für welchen der Modulus Zr am gröfn 
wird und n eine beliebige ganze Zahl iſt; fo ergiebt fich aus in 
Ungleichheit: 





MO@<-VLeDro 
fucceffive: 
MD f, t) <C-DDie Dr, 
MD fG, 0) Ci Dy h re, 
MD f(æ, t -ſ De )VLES 


on er 8 8 8 Tr Tr Tr Tr re 8 dr 6 0 


und aus diefen Testen Ungleichheiten ergiebt fih, wenn Ze” da 
größten der größten Mobuli und R,, R,, Rs,.... biefelben Zur 
ctionen von r wie oben bezeichnen: 


MFofD<R,rle rL,,- 
MFy)Fouf)<B,rL”..rL,, 
MFpFoF’/of)<R;rLe* .rLr. 


Die Goefficienten R,, Rz, Rz, .... müffen nothwendig diefelben 
Werthe behalten, wie vorhin; denn wenn man bie Function f(z,l) 
auf f(x) reducirt, fo muͤſſen die verfchiebenen vorhergehenden Zur: 
meln mit den’bereitö früher erhaltenen übereinflimmen, was in 
ber That der Fall ift, wenn die Werthe von R,, R., Rs, ..- 
in den beiden Formelfpftemen diefelben find. Da der allgemein 
Werth von Ra derfelbe bleibt fo hat man für einen beliebigen 
Werth von n: . 
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 MFoFoF"n..Ff@)< 135.020 0r* (Le) 2, 
ober was daſſelbe ift: 
MF)FPF".Fr f(&) 
<135..(2n—1) IL fe th, tm Bl) "Lr. 


Das allgemeine Glied der Reihe, welche das gefuchte Integral 


ausdruͤckt, bat alfo einen kleinern Zahlenwerth, ald dad Product: 


— — — .. 


135..(2n—1) flx P, t+ eur — Hl” 
— —— h; In 


und um fo mehr, ald dad Product: 
I Ett meol] "L.. 


Ze in Rede ſtehende Reihe iſt alſo endlich convergent, wenn man 
bat: 


(©) M. —R erh, steel Zi, 


und der Reſt der auf ihre n erften Glieder reducirten Reihe hat 
alsdann einen kleinern Zahlenwerth, ald das Product: 


Im. ae yet — 
E — — —— L.. 
1—M. |2@—HL et hi, theme] ee ae]! 


Es ift wohl zu bemerken, daß der Modulus 7 von A: fo befchaf- 
fen fein muß, daß jede der Functionen: 


f[z+h,, te —U], fat) 


endlich und ftetig bleibt, welchen Werth der Winkel S für den 
dieſem Modulus beigele ten Werth und fuͤr einen kleinern Werth 
auch haben mag. Es iſt uͤbrigens vortheilhaft, dieſen Modulus 
fo zu wählen, daß bie durch die Formel (C’,) für den Zahlen⸗ 
werth von r—t gegebene Grenze fo groß als möglich wird. Sept 
man 3. B. f)=r, fo wird das Integral: | 


E=r— S. Er 2.d’ + Sf. ' S. r F’pF”’n zdt’ dv 
— S. 'f; .* pFp Fſp ædtꝰ dt dt’ .., 


I.e 


. 00 


und der Reſt der Reihe im zweiten Xheile diefer Gleihung if, 
abgefehen vom Zeichen, kleiner als: 


[2% |pcegz tk 49 T 


Man kann alfo folgenden Lehrfag aufftellen: 


. 293. Lehrfag 2. Wenn die Weränderliche £ un 
die Function x derfelben durch die Differenzialglier 
ung: " 0 ' 


miteinander verbunden find und E bezeichnet eine 
neuen Werth der gunction x, welder einem neuen 
Werthe = der VBeränderlihen t entſpricht; fo laßt 
fih &E durch die Formel [I] in eine convergent: 
Reihe entwideln, wenn die Gleihung (C,) verificirt 
wird, d. 5. wenn der Zablenwerth der Differen 
—t!leiner ift, ald der, welchen die Gleihung: 


[E@) L(<+h,). 


(9) — ttaGe9)_; 


iebt, wenn der Werth ded Modulusr von A; be 
ebingung genügt, baß die Function: 


ffe+k,t+e@c—H] 


endlich und ftetig bleibt, waß für einen Werth de 
Winkel 3 für diefen Werth von r und für einen Ele: 
nern Werth auch haben mag; und der Reſt der auf 
ihre 2 erften Glieder reducirten Reihe if, abgefehen 
vom Zeichen, Fleiner ald das Product [ET]. Ai 
dann läßt fih auch eine beliebige Junction f(E) von 
E dur die Formel (I) in eine convergente Reihe 
entwideln, und der Reft diefer Reihe if, abgefehen 
vom Beihen, Fleiner als dad Product (E,), wenn de 
Modulusr der Bedingung genügen muß, daß die 
beiden FZunctionen: | 


fat+h), fle+h, t+e GG] 


endlich und ſtetig bleiben, welchen Werth der Win 
tel 8 für den dDiefem Modulus beigelegten Werth 
und für einen Fleinern Werth auch haben mag. 
Um von den vorhin abgeleiteten Formeln eine Anwendung 
hr geben, wollen wir annehmen, daB fi bie Differenzialglei: 
ung: a u 
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de — f (z, Od 
auf: 
 de=(c+t) dt 
reducirt, wo a eine beliebige pofitive Groͤße bezeichnet. Wenn man 


z+-t poſitiv ſezt, damit ((74 1) reell wird und 7⁊t iſt, ſo 
bleibt die Function: 


flæ Phi, —E—————— — 
für ⸗ i 0 nur dann ſtetig, wenn man hat: 
r<Zc-tt. 
Alsdann findet man: 
L[xthrt+e@-OP=[c+r+t+e(e— 0’, 


und wenn e, den Werth von e bezeichnet, für welchen biefer lebte 
Ausdrud am größten wird; fo hat man „—41 und: 


pEthchtt ne Nr _ ehren? 


Der Beinfte Werth, welden dieſer letzte Ausbrud unter der Bedin⸗ 
ung r<c+t annehmen kann, ift der, welcher r=z+t nt 
8 richt, naͤmlich: 


(Arti+r)e 
s+!i d 


oder der, welcher = * entſpricht, naͤmlich: 
tee, 


jenachdem 2t Eleiner, oder größer als + ift, d. » jenachdem 
die Zahl a Heiner, oder größer ald: 
str e— 
1 +2 * 224 — 
iſt. Wenn man, um die Begriffe zu firiren, die Zahl 5 2 ſetzt, | 
fo ift fie um fo mehr kleiner, als der Ausdrud 2 + Fr’ und 
wenn man in der Sormel: | 


(—%) ı!® tk: theme] _ 3 
ehe 





für den Coefficienten von r — t den Bruch Bd 1er: fo 


reducirt fie ſich auf folgendes. F 


2x +t+ P=racHt). 


Diefe Sleihung wird offenbar durch einen zwifchen ben Grey 

s=t, r=@ liegenden pofitiven Werth von = verificirt, weihe 
den erften Theil derfelben fucceffive = 0 und — oo maden. U! 
man aber allgemein bat: 


(2r+t 192 (2r + et! 
«+I 





- [+ t+ r)dr <(s—t) (22 ++ r)%, 
fo ift Mar, daß der Werth von 7, welcher der Gleichung: 
er +t +" =I@+H 
genügt, kleiner ift als der, welcher der Bedingung: 
x +ehept eh geh —Hr+6, 


| genügt, d. h. Bleiner als die Grenze: 
1 


12260 x + Hr @+t J — 


und derſelbe liegt folglich zwifchen t und biefer letzten Grenze, I 
daß man benfelben leicht für jedes den Weränderlichen z und! 
beigelegte Spftem von Werthen berechnen Tann. Run wird akt 
für den fo beflimten Werth von 7 die Reihe, welche den Watt 
von & oder das gefuchte Integral giebt, convergent, und der If 
berfelben ift, abgefehen vom Zeichen, Heiner ald der Ausdrut 
[E’,(2)] oder als: | 

& —t) Qr+t+ 2 

+! 
_2e-9Qe tt. @rO. 
— — 


Dieſe Reihe giebt folglich dad allgemeine Integral ber Differn: 
Aalgleiung dr=(z-Ht)* dt, und man kann befimmen, wie viele 

lieber man im zweiten Theile diefer Gleichung beibehalten mub 
um ben Werth von 8 mit einem gegebenen Grabe von Ann 
rung zu erhalten. Diefe Schlüffe finden ſtatt, was für emm 
Werth die Zahl a auch haben mag; aber wenn biefe Zahl ſehr 
groß wird, fo ift es vortheilbaft, in dem Ausdrucke: 


(2) L f[z + Rh; ‚tt m (—t)] 
7 


für den Goefficienten von —t nicht die Groͤße: 


(2% +t + T)a 
| s+t d 
fondern das Product: 


nz @ + m 


zu fubftituiren, und wenn man auf diefe Weiſe verfährt; fo erhält 
man bie Gleichung: 


eg 


welche für = einen Werth giebt, welcher Bleiner ift, ald ber ber 
Gleichung : 


Ct —(ctN° _ „ad 
as 
genügende, und folglich Heiner als die Grenze: 


r=(c+0) [+ } (1-: ) @+9=]- 2. 


Wenn die Zahl a fehr beträchtlich wird, fo ift der in Rebe ſte⸗ 
bende Werth von r viel größer, als der, welcher der Gleichung: 


(1) (2r+ + =4(c+t) 


genügt, und ein Werth, welcher Beiner ift, aber größer ald t, 

macht die Reihe, welche den Werth von & giebt, convergent, und 

Fi Reit diefer Reihe ift, abgefehen vom Zeichen, kleiner ald das 
roduct: 


ana dat, ur 
Bunte et I). 


$. 294. Dieſe Beſtimmung ber Bedingungen ber Conver⸗ 
gen; und der Grenzen ber Reihe, welche dad gefuchte Integraf 
ausdruͤckt, läßt fich leicht auf ein beliebiges Syftem von Differen- 
zialgleichungen zwifchen einer unabhängigen Veränderlichen t und 
den Functionen ©, %, z,.... derfelben erftreden. Denn ed ſei 
(2, y, 2,....) irgend eine Function der reellen, oder imaginären 
Beränderlihen z, %, 2, -... UNd &., Ya, Zur <e..- feien imaginaͤre 
Baer ehesliche, deren Moduli refp. 7°, 7”, r’", .... find, ſo daß 
man hat: 


0% 


12 pi eat 


T; = retV -1, Y% = Met Vi, 2; = u" Vi, .... 


wo , d, 3", ..., reelle Bogen find, und wir wollen annehmen, 


004 J 
daß die Moduli , , r’”, .... fo gewaͤhlt ſind, daß die Fun⸗ 


ction : 
f(z+2, y+y, +2...) 


endlich und ftetig bleibt, was für Werthe die Bogen 3°,3",3,... 
für die Werthe diefer Moduli, oder für kleinere Bat, au baben 
mögen; fo ergiebt ſich aus der Gleichung: 


(d)=z J- Bi f(r+ redV "iygs 
fucceffive: 
fG, y,2,. —— f(æ +2, y,2,..)d8, 
fa+z,, Yy, ———— u y+y, 2,. das, 
f(x +3, y+y, 21...) 
ı 
-./H etz y+y, z+2z ‚..)8B, 





und folglich: 











f(&,y; z,. = 
day’ ag age 

SE Buy ai Sat tw Zu) — 
Wenn m’, m’, m", .. "stieg ganze Zahlen find, fo ergiebt fidh 
ebenfo aus der Gleichung: 

toy | er AfletreV = DaB, 
wenn man: 
ml x 
. — gm’! qm’! — 

fest : 
Dir tefa,y,.)= 


K SE +r u „etm 3 ms . —XE = 49 J 


und wenn man alsdann mit Le den größten Werth bezeichnet, 
welchen der Modulus ze imaginären Function f annehmen fann, 
wenn man in 2, %w . die Zinfel 3 , , 3"%,.... fih ans 
dern läßt, ohne die Rovuli rn, . zu ändern: fo erhält 
man: 

nimmt 1.2..m' 13..0” 1.2...m' 
Man" en ee 7 u Du 


\- 
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oder was daſſelbe iſt: 

— | (Z, y, 2,..) | Br 
an a Dt rn 1 Le 
Diefe lebte Formel findet felbft dann noch ſtatt, wenn die Zahlen 
m’, m’, m’, ...., oder einige derſelben, ſich auf Null reduciren. 
Es iſt übrigend wohl zu bemerken, daß man, um den zweiten 
Theil der lebten. Ungleichheit, abgefehen vom Zeichen, zu erhalten, 





rn 
f(z, Y%,2,..)= —*— R 
zu ſetzen, und dann die durch: | 
De f(z, Yy, z, ...) 


angezeigten Differenzirungen zu verrichten, d. b. die Function 
f(z, y, 2, ....) fucceffive m’ mal in Beziehung auf x, m’ mal in 
Beziehung auf y, m’’ mal in Beziehung auf 2, .... zu bifferenzir 
ren braucht, indem man R blos als eine Gonftante, oder als eine 
von dieſen Weränberlichen unabhängige Größe betrachtet; aber 
nach verrichteten Differenzirungen R= Lr und außerhalb der Fun⸗ 
tion R, z=r', y=r”’, z=r",.... feßt. ' 

$. 295. Wir wollen nun ein Spyftem von Differenziafgleis 
dungen von der Form: | 


=Fdt, dy=F,dt, de=Fydt,.. 


betrachten. Wenn F,, Fa, Fs,.... blos Functionen der Veraͤnder⸗ 
lichen z, 9, 2,.... find, fo daß man hat: W 
F,=9 & y 2..), Fed (, y, 2,..), 
BR =Pp; (z, y, La), se... 


ud u=f(%,%, 2.....) ift eine neue Function berfelben Werän- 
derlichen; fo wird ein Integral der gegebenen Differenzialgleis 
chungen durch die Gleichung: 


f (&,2,8,.) = f @ 9,2, ..) + (7-1) Fp f @, Y,2, .) 


+ —* FRFG, y, 2;-)+.- 





beſtimmt, worin: 


Fofwy,2,.)=pD.ftHD, ft D.- 


iſt. Hiernach iſt einleuchtend, daß in dem durch Frp /(z, y, 2,..) 
ausgedruͤckten Polynome irgend ein Glied bad Product aus meh⸗ 
reren gleichen, oder ungleichen Zactoren ifl, wovon jeder mit einer 
der Zunctionen S, Pr, Pa, Pr, .... oder mit einer ihrer Ableitungen 


—⸗ß 

der verſchiedenen Ordnungen in Beziehung auf eine, oder mehrere 
der Veraͤnderlichen z, y, 2, ..... übereinflimmt, und um eine obere 
Grenze de Modulus von FE? f(x, y, 2,....) zu erhalten, braucht 
man offenbar nur für jeden der erwähnten Factoren eine obere 
Grenze feines Modulus zu feßen, deren Beflimmung wir vorhin 
gelehrt haben. Wenn man auf diefe Weife verfährt, fo erhält 
man für die obere Grenze des durch Fr” f(x, y, 2,...) bezeichne: 
ten Polynomes ein zweites Polynom , welches wir mit A bezeid- 
nen wollen und fi nach der vorhergehenden Bemerkung leicht 
aus dem erſten ableiten laßt. Denn um den Wertb von A, ab: 
gefehben vom Zeichen, zu erhalten, braucht man nur den Werth 
von Fi f(z, y,z,....) zu fuchen, wenn wan darin vor den Diffe 
renzirungen in Beziehung auf x, y, z, .... feßt: 











yf' u r’ ⸗ “ 
f= — A, 9= —— Ars 
[pP 774 [7 77} 
= — o... A, ‚ = r'r’ — ... A; 


und nad) den Differenzirungen: 


== , y= rt, z=r”, 20 4 
A=L,, A, =L,, f} A=L, A=L,, 4000 


Da man ferner findet, daß das Polynom: 


Fu f(z,9,2....) 


aus lauter pofitiven, oder aus lauter negativen Gliedern befteht, 

jenachdem »# eine gerabe, ober ungerade Zahl iſt; fo ift klar, daß 

man den gefunbenen Werth von Fi” fx, y.z,...) nur mit (— 1) 

8 multipliciren braucht, um daraus den Werth von A abzuleiten. 
enn man ber Kürze wegen febt: 


_rr'r"... 
Pr wYz 





[4 
fo bat man: 
f(&,y. 2...) * Ap, 
 Fof@, Y, 2,..)=p (A, D,f+ AD,f+ A,D.f-+...) ge 
Fof(a,y,2..)=AFW po—=L,Fi p, ' 
und folglich; 
A=P, L; ’ 
wenn. p, den - Werth des Ausdruckes (— 1)" Frp in Beziehung auf 


Die vorhergehenden Bemerkungen bezeichnet. Es ift nun noch Die 
Größe P, zu beflimmen. Wenn aber u, v, w,.... beliebige Fun⸗ 





_ u 
ctionen von %, Y,'2,.... bezeichnen, fo hat man ;offenbar vermöge 


der Gleichungen, welche den Werth von F, f(x, y, 2,....) beftims 
men, und der Gleichung: 


Fnf(&,y,2..)=p (A, D,f+A,D, f+As D,f+ ..) 
F,(utote+..)=Fpu+ Fort+Fow-+..., 


Fpww=uFnv +vFow, 
| A 
Fp=—ah (+ 2424.) 
Ag Artı Art 
+. 


Er tee — 
und folglich: 
= (+4 +. )/ 
(rer) Kara ). 
-Fop=6pt (Ah) 
+ (42424 )I+B ++.) 
+2p% —— 


und hieraus ergiebt ſich, wenn man außerhalb der Functionen 
A,, u „trep. z=r, y=r', 2=r”,.... und folglich 
p=11est: 


| —J ) 
— +): 
P,=6 * +++ 9 
rar *. ++ +...) 
+2 (Hrär+ät-) 


wo bie Werthe von A,, A, Ası ... auf die angegebene Weiſe be⸗ 
ſtimmt werden. J | 
Da man andererſeits offenbar hatı“ 


— E 26 N 


ſo ergiebt ſich daraus: | 
| Petr, J Aust), 
P,< 15 348 34* *. I 
und allgemein: 
| nonler y 
wo N das nte letzte Glied der Reihe: 


1, 2r+1=3, 6+7+2= 15 ‚... 


d. h. die Summe ber Zahblencoefficienten im zweiten Theile der 
Gleichung, © welche Fa p giebt, bezeichnet. Da aber dieſe Coefficien- 
ten diefelben Werthe behalten, wie groß die Anzahl der Berän: 
berlihen x, 9, z,.... auch fein mag, ja braucht man nur, um die 
Beh! — zu erhalten, den fehr einfachen Hal zu betrachten, wo 
.p -_ ⸗ Fof(2)=A,pD,f(2), 
woraus fich ergiebt: 
(1) Fa ap = N pt! (=)", 
und da fi aus ben Shen: 
p =L, Fof@)=AipD. fl) 

direct ergiebt: 

(-1PF2 p=1.3.5.. (21) pet (%); 


fo bat man: 
- . N=135..(28-1), 
und folglich: 


P.<135.. (20-1) (2 + er * 
A<1.3.5. (tr 2+.)L 


Die Größe A, welche eine obere Breme des Modulus von 
FE (z, y, 2...) bezeichnet, kann alfo den zweiten Theil der vor: 
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hergehendn Ungleichheit nicht überfchreiten, woraus folgt, daß der 
Bablenwerth des allgemeinen Gliebes: 


** Du f(z,y,2,...) 


der Reihe, welche das gefuchte Integral giebt, Meiner. ift, ald der 
ded Productes: 


1.3.5...Qr—1) A, 
I le- (7 +++ Nr | 
und folglich auch kleiner, als der des Productes: 


—X 24 * +. 1,7 


Die Bahlenwerthe der verfchiedenen Glieder der in Rede ftehenben 
Reihe find alfo Peiner, ald die Zahlenwerthe der correfponbis- 
renden Glieder der geometrifchen Progreffion, deren allgemeines 
Glied dieſes ‚lebte Product if. Nun ift aber dieſe Progreffion 
convergent, wenn man en 


oder wenn man für A,, A, A, .... ihre Werthe ſubſtituirt: 
1 


Lo — —— — 
(C,) Mc L ®; etz: Yin) + Lei ner. 


und wenn man die Summe ber % erften Glieder der Reihe für 
ihre ganze Summe nimmt; fo iſt der begangene Fehler oder der 
Reſt der Reihe, abgefehen vom Zeichen, Feiner ald ber Reſt der 
geometrifchen Progreſſion, d. h. als: 


m ve (#+; »+ at )]! 


Wenn man 3. B. (, y, 2 3). = & ft, fo wird die Reihe, 
welche das Integral giebt: 


9] 34 SP 


(r 3 
123 


und wenn man bei dem nten Gliede berjelben ftehen bleibt; fo iſt 
der Modulus des Reſtes kleiner als: 


— ——— 
J [2«.-9( 7 4 u )] 
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Man kann alfo folgenden Lehrſatz aufftellen: 

.2%. Lehrſat 3. Wenn die Beränderliche £ und 
die Zunctionen z,y, z,..... berfelben burd die Diffe 
renzialgleihungen: 


de & (%, y, 2,.)dt, dy=9P (2, Y, 2,..)dE, . 
d= Pz (x, y, Ly«) di,... .. : j 


mit einander verbunden find und E, n, &, .... find 
neue®erthbevonz, y, 2, ...1 weldhe einem neuen Ber 
tbe er von tentfpredhen;z fo laffen ſich &,, 8,... burd 
die Formel 1] in convergente Reiben entwideln 
welche nad den fleigenden Dotenzen der Differen; 
*—t fortfhreiten, wenn der Zahlenwerth der Dif 
ferenz s—t kleiner iſt, als der durch die Sleichung: 
platzt, yıyiı -.) px.) Ps(..). 
L xi +L yi. +2, r- 


beflimmte, wo die Moduli r/, 7”, 1’, derimaginären 
Ausdruͤcke: 


= re!vY-i ‚y= I VA ‚= us" VA , 


fo gewählt find, daß die Zunctionen: 


Pi at, y +% ‚ z+2+.), 9(-), Pal.) 


endlich und fletig bleiben, was für Werthe die Win 
tel I, 8, 3”,.... für die dDiefen Moduli beigelegten 
Werthe und für Pleinere Werthe auch haben mögen. 
Alddann ift der Reft jeder auf ihre n erfien Glieder 
reducirten Reibe, abgefeben vom Zeichen, kleiner als 
das Product [EI] oder ald das Probuct, welches fid 
daraus ergiebt, wenn man für L(x+2,) eine der Gr 
gen Ly+y), Lez+2),.... fest. Auch fann man al 
dann eime beliebige Function f(E,n,%,....) von E, 1 Ö,... 
in eine nach den fleigenden Potenzen der Differenz 
7 —t fortlaufende convergente Reibe entwideln 
und der Reſt dieſer Reihe ifl, abgefeben vom Zeichen, 
Fleiner ald dad Product (Eu), wenn die Function: 


fat y+y, 2z+2+.-) 


für die den Moduln r’, r”, beigelegten Ber 
the, oder für Eleinere Werthe, fo-wie die Zunctio 
nen Pı, Pr, Par... endlih und fletig bleiben, welde 
—Werthe ubrigend die Winkel 9% 9, 9%,.... aud 
baben mögen. Bu 
$. 297. Wenn die Sunctionen F,, Fa, Fs,.... in den gege- 
benen Gleihungen die Beränderlihe £ erplicite enthalten, fo 





u — — — -- 
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ergiebt ſich durch aͤhnliche Betrachtungen, wie die, durch welche der 
eehrfat 2 erhalten ift, flatt des Lehrſatzes 3 der folgende: 
Lehrfag A Wenn die Beränderlihe t und die 
Zunctionen 2&,y, z,... berfelben durch die Differen- 
zialgleihungen: 


de=$, (8,9, 2,., Hat, dy=gdt, de= dt... 


mit einander verbunden find, und 5, n, 5... find neue 

MWerthbevonz,y,z,.., welhe einem neuen Werthe 

von t ntſprechen; ſo wollen wir annehmen, daß 

*76 J— Z,..) eine beliebige Function von z, Y% 
.ift, der here wegen ſetzen: 


Fou=9ı Du +9 Du+pDau+.. 


und mit For, F'pu, Fo, ... die Werthe von Fpu be 
zeihnen, wenn man für die Beränderliche t andere 
Beränderlice et, 0”,... ſubſtituirt. Ferner feien 
ee, et, En Lleinere Zablen alö die Einbeit und die 
Moduli [7 vr’, der imaginären Audbrüde: 


ser! VI, y= Mei VA, ,—_rtet VA, 
fo gewählt, daß jede der Zunctionen: 
Pi ytyı, z+2,..,t+e. (TH), Ba (.), Palm 


endlich und ftetig bleibt, welhe Werthe die Winkel 
3,9, 31", für die dieſen Moduln beigelegten 
Wertbe und für Eleinere Werthe auch haben mögen. 
Endlid wollen wir feßen: 


A,=ln=19ı la yty, 12, item ED), 
A=L,r ‚A=L,r 2 


wo L den Grm Modulud bezeihnet, weldhen jede 
Bunction etommen ann, wenn man die Winkel Y 
37,30, . variiren laßt, ohne r’, 1”, r’”,.. zu ändern 
und Em nr "m... Die Werthe find, welde man er d', 
€”, .... beilegen muß, damit jeder Modulus den gr zy⸗ 
ten Werth bekommt. Alsdann laſſen ſich die Sum 
ctionen &, %, 6, .... durch die Formel 15 


14 
E=r— S. D’p dt + S. ff F’pF’p rdtat⸗ 
V 
— S. J. S. FipF'pF“ prdt"”dt"dt + von 


und durd andere ähnliche Formeln in convergente 
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Reihen entwideln, wenn ber Zahlenwerth von «—t 
fleinerift, als der durch die Sleihung; 


(«—1) +24 +.)=4 | 


beffimmte, und der Reft jeder aufihre n erften Slie 
der reducirten Reihe ift, abgefehben vom Zeichen, 
Feiner ald dad Probuct [ER], oder als das, weldes 
man erbält, wenn man für L(x +2) eine der Srößen 
L(y+y), L(z+2),..... feßt, wo Die Werthe von A,,A, 
A,,.... immer durch diefelben Sleihungen beftimmt 
werden. Auch die Function f(&,n,8,....) laßt fi durch 
die Formel: 


f% Nr 2 „)= f (2 Y,2, ..) — /. F’'p f (z, y, z, ...) dt’ 
T. . FoF"pf(2,y, 2,..)dt’de —... 


in eine convergente Reihe entwideln, und der abfe 
Iute Werth des Reſtes diefer Reihe iſt fleiner, als 
der des Productes (E,), wenn die Function: 


f@+2i,yty%, z+%,..) 


für Die den Größen 7’, r“,r””,..... beigelegten Werthe, 
oder für kleinere Werthe, endlich und ftetig bleibt, 
fomwobl als die Zunctionen P, Pa, Par --.-, welde 
Werthe die Winkel Y, 3”, 9”, ... aud haben mögen. 


Bei der Anwendung der Lehrfäge 3 und A ift es vortheilhaft, 
die Mobuli 7, r”, r’”, .... fo zu wählen, daß die Grenze dei 
Modulus von r—t fo groß ald möglich wird. 


8. 298. Note. In dem Vorhergehenden haben wir gefehen, 
dag man zur Beſtimmung bed Reſtes der Reiben, welche die In⸗ 
tegrale der gegebenen Differenzialgleichungen ausdruͤcken, den Werth 
&n von e beflimmen muß, für welchen ein von S abhängiger Aus: 
drud den größten Werth annimmt, welcher bereitö in Beziehung 
auf 3 fein Marimum erreicht hatte. Diefer größte Werth, 
welcher auf ben Ausdruck des Reſtes der Reihe führt, gehört zu 
denjenigen, weldhe man abfolute Marima (maxima maxi- 
morum) nennt und welhe Sauchy in einer ganz neuerlich her: 
audgegebenen Note beftimmen lehrt, deren wefentlihen Inhalt wir 
bier noch mittheilen wollen. 

Es fei x eine reelle Veränderlihe und u—= f(x) eine reelle 
Function von x, welche nebft ihrer zweiten Ableitung f’’ (x) we 
nigſtens diſgen gewiſſen Grenzen ftetig bleibt; fo nd die zwi⸗ 
fchen dieſen Grenzen liegenden Werthe bon z, welche den größten 
und kleinſten Werthen der Function & entfprechen, befanntlich die 
Wurzeln der Gleichung: 
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fo =0 wer D,u=0 


und zwar giebt eine folhe Wurzel ein Marimum, oder Minis 
mum von %, jenachdem die Ableitung der zweiten Ordnung eine 
negative, ober pofitive Größe il... Ä 
Bei gereiffen Unterfuchnngen fommt ed nicht ſowohl darauf 
an, ale Marima, oder Mini.ma einer gegebenen Junction zu 
beftimmen, fondern blos das größte aller Marima, oder das 
Fleinfte aler Minima, d. b. dad abfolute Marimum 
(maximum maximorum), oder bad abfolute Minimum 
(minimum minimorum), weldhen 3wed man in fehr vielen Fällen 
‚durch folgende Berrachtungen erreichen kann. 

Wir wollen annehmen, daß die Function u außer der Ver: 
änderlichen x noch einen gewiffen Parameter & enthalte, fo läßt 
ih für einen befondern Werth dieſes Parameterd fehr oft die 

urzel der Gleichung D,u=0 leicht finden, welche das abfo- 
lute Marimum von wu giebt. Es fei X diefe Wurzel und U 
der entfprechende Werth von u oder das abfolute Marimum 
von z, fo hat man: — 


UVU FG), 
wo X eine Wurzel der Gleichung: 
| Du=f'(J=0 


if. Nun wollen wir annehmen, daß fich der Parameter a fietig 
ändert, fo ändert fich die dem abfoluten Marimum ber Zuns 
ction # entfprechende Wurzel X im Allgemeinen auch ftetig, bis 
zu dem Augenblide, wo u=u, wird, indem %, ein anderes Ma= 
rimum von w bezeichnet, welches einer andern Wurzel X, der 
Gleichung: | | | 

" f() = 0 

entfpricht, und folglich biß zu dem Augenblide, wo die Gleichung 
mit a, welcde fih durch die Elimination von x zwiſchen ben 
Gleichungen: Ä | Ä 


u=0 ‚ D,u= 0 
ergiebt, gleiche Wurzeln befommt. Es fei U=0 diefe Gleichung 
mit u, ſo befinden fi) die Werthe von w, welche gleiche Wurzeln 
ausbrüden, unter denen, welche gleihen Wurzeln ber Gleichung: 
| D,v=0(, 
d. h. Werthen von x entfprechen, welche den beiden Gleichungen: 
D,u=0 und Diu=0 


zu gleicher Zeit genügen. 
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Durch ganz ähnliche Schlüffe, wie die eben angewandten, 
fommt man aut biefelben Gleichungen: 


U=0, Duw=0, 


wenn man flatt ded abfoluten Marimums ber Function x 
ihr abfolutes Minimum beftlimmen will, und man fann ba: 
ber folgenden Lehrſatz aufftellen: 


Lebrfag 1. Es fei z eine reelle Veränderlide 
und.a = f(z) eine Junction von a, weldhe wenigftens 
für die zwifhen gewiffen Grenzen liegenden Werthe 
von x fletig bleibt, und X fei eine Wurzel der Glei- 
hung: . - 

D,u = 0, 


welche zwifhen diefen Grenzen liegt und das abfo: 
Inte Mazimum, oder Minimum der Function w giebt. 
Wenn fih nun der in der Function“ vorkommende 
Parameter a ändert, fo entſpricht die Wurzel X dem 
abfoluten Maximum, oder Minimum der Function 
wbid zudem Augenblide, wo der Parameter @ einen 
foldhen Werth annimmt, daß die durch Elimination 
von z zwiſchen den Gleihungen: 


a=f(x)=0, D,u=0 


erhaltene Sleihung U=0 gleihe Wurzeln betommt, 
welche folglih befanntlih der Gleichuug DU=0 
geni en, und diefe legte Gleihung wirb fur Die 
erthe von u erfüllt, die den Werthen von zent 
fpreben, welche niht nur der Gleihung D,u — 0, 
fondern auch der Sleihung Dix = 0 Genüge leiften. 
Durch diefelbe Schlußweife erhält man den folgenden allge: 
meinen Lehrſatz: 


Eehrſatz 2. Ed feien z,y,z, ..... reelle Beränder 
lihde und u=f(z, y, 2, ....) Fi eine reelle Function 
vonz,Yy,2, ...., welde wenigftend für bie zwifchen 

ewiffen Grenzen liegenden Werthe vonz,y, 2, .... 
heti bleiben. Ferner fei x, y, 2, .... ein Eyftem 
von Verthbenvonz,y,z, .... welche zwifchen dieſen 
Grenzen liegen, den Sleihungen: 


D,u=0, D,u=0, D, u — 0 


genuͤgen und fuͤr gewiſſe beſondere Werthe eines, 
oder mehrerer in u vorfommender Parameter a, ß, 
Yv +... dad abiolute Marimum, oder Minimum ber 
sunction uw geben. Wenn fih diefe Parameter än- 
bern, fo entfpriht das Spflem der Werthe z—=x, 
y=y,2=2,.... fortwährend dem abfeluten Maris 


‘ 


— — — 
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mum, ober Minimum ber Function a, bis zudem Aus 
genblide, wo die Parameter ſolche Werthe anneh- 
men, daß die fih aus der Eliminationvon u, y,2,.... 
zwifhen ber Sleihung: - 


‚w=f(%,y2,....) | 


und den Gleihungen: 


ergebende Sleihüng U—=0 gleihe Wurzeln bekommt, 
welche folglih aud ber Aebingungsgleihung D,U=0 
genügen. Uebrigens wird diefe Bedingung durch 
bie Werthbe von u erfüllt, vie Werthenvonz, y, 2. 
entſprechen, welche nicht bloß die Sleihungen: Ä 


D,u=0, D, u—O, Da=0,., 


fondern aud die Gleihungo=0 verificiren, wo v 
Die alternirende Function bezeihnet, welche man 
aus den Größen: ;!; | | 


Diu, D: u, D:,u, 1 
Days, Dia, Dau, 
D..u, Duu, Du 


bilden kann, fo daß many. 3. hat, wenn ſich die Ver 
aͤnderlichen 2, 9, z,.... aut zwei x, y rebuciren: 


v=D:uD;u— (D.uD,w8. 


Zufas. 

Jacobi hat in der legten Zeit die Aufmerkſamkeit der Geo⸗ 
meter auf einen fehr merkwürdigen Zehrfab von Poiffon gelei- 
tet, mit deffen gäife man für gewiffe Syſteme von Differenzials 
gleichungen die Integrale gegenfeitig aus einander ableiten kann, 
ohne Quadraturen anzuwenden, fo daß man in gewiſſen Faͤllen 
nur zwei Integrale zu kennen braucht, um alle uͤbrigen daraus 
abzuleiten. Es iſt nicht möglich, dieſe von Jacobi verallgemei⸗ 
nerte ſchoͤne Theorie Poiſſon's bier vollſtaͤndig auseinander zu 
ſetzen; aber wir wollen wenigſtens nach einer Note von Lio u⸗ 
ville zum Schluffe deffen, was wir über die Integration der 
gewöhnlichen Differenzialgleichungen zu fagen haben, einen Begriff 
von diefer Art von Unterfuchungen zu geben fuchen. 
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Bir wollen annehmen, daß die vier Differenzialgleichungen: 
(D) D<—=F=gD,F, Da=h=—$D;F, 
Dy=F,=9DF, Do=F,=— $D,F, 


worin 9 eine gegebene Function der fünf Weränderlihen 2, %, y, 
vo, t und F bloß eine Zunction der abhängigen Beränderlichen 
x, u, y, v bezeichnet, de Integration vorgelegt feien; fo ift der _ 
Ausdrud F=C, wo C eine Conftante bezeichnet, offenbar eins 
der Integrale der gegebenen Differenzialgleihungen; denn biefe 
Gleichung verificirt nfenbar die partielle Differenzialgleichung: 


DAF+FD,F+F,D.F+ F,D,F+-F,DF=0. 


Ferner wollen wir annehmen, daß f=c, wo f blos eine Fur 
ction der abhängigen Weränderlihen z, u, y, © bezeichnet, ein 
ee Iitteral derſelben Differenzialgleichungen ſei, ſo daß man 
identi at: 


(O DD,f—D,FD,f+D,FD,f—D,FD,f=0, 


und die beiden andern Integrale zu beſtimmen ſuchen, welche man 
mit den vorhergehenden FC, f=c verbinden muß, um x, %, 
y, v vollftändig als Functionen der unabhängigen Veraͤnderlichen 
€ zu beflimmen. 

Zu diefem Zwecke bemerken wir zunähft, daß man aus ben 
beiden Gleichungen F=C, f= c die Werthe zweier Unbefannten, 
. B. die von ® und v, ald Sunctionen ber beiden andern und ber 
willkuͤhrlichen Conftanten C, c ableiten Tann. Setzt man biete 
Werthe in die Gleichungen: 


Dz=gD,F, Dy=9HD,F, 
fo erhält man zwei Gleichungen mit zwei Veraͤnderlichen, und 


wenn f=c ein Integral derfelben fein fol; fo braucht man nur 
zu haben: 


D,f+9(D,FD,f+D,FD, f)=0, 
oder bloß: - 
D,FD,S+D,FD,f=0, 


wenn f die unabhängige WBeränderlihe £ nicht enthält. 

Nehmen wir nun an, was wir jogleich beweifen werden, daß 
wdr-Hvdy dad Differenzial einer gewiflen Function x der beiden 
Beränderlihen x, y fei; fo hat man: 


Aber wenn man bie Gleihung F=C in Beziehung auf ec, wor 
von # und v abhängen, differenzirt; fo findet man: 


D,FD,u-+D,FD.v=0, 


su 
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oder; 
D,FD, Dex +D,FD,D.y= 
boiglich wird die Gleichung: 
D,FD,f+D, FD, f=0 
verificirtt, und f=c ift daß gefuchte Integral, wenn man 


—D.x ſetzt. Folglich ji Die leihbung D.x=c ein drittes 
Integral der Gleichungen (D) 


Wenn 9 blos eine Function von £ ift, fo finder man pleicht 
ein viertes Integral; denn differenzirt man die Gleihung F 
in Beziehung auf C und multiplicirt dann mit 9; fo ommt: 


—® FtDDont D,FDev)—=0, 
oder: 
EN FD, Doxt Dat FD, Dog) o, 
woraus folgt, daß die Gleichung: | 
D,f+9$(D,FND, f+D, FD ‚D=0 


durch f=Deox— / Pdt verificirt wird, und daß folglich, wenn c 
eine wilttührliche Conſtante bezeichnet, das legte gefuchte Integral 
der gegebenen Differenzialgleichungen (D) folgendes iſt: 


Dex=/SYdt+c. 


Aber wenn w nicht blo8 eine Function von t ift, fo muß man 


aus den drei befannten Integralen nur Ye Werthe von drei ab⸗ 
haͤngigen Veränderlichen, z.B. von &, y, v, ableiten und fie in 
die orte ber gegebenen, Differenzialgleichun en fubftituiren , welche 
alödann bios noch zwei Weränderliche enthält, und deren vollſtaͤn⸗ 
diges Integral noch zu beflimmen if. 


Es ift nun noch je beweifen, daß udr + vdy ein genaues 

Differenzial oder daß D,u—=D,vift. Aus den beiden Gleihungen 

=C,f=e ergiebt fi fi ch aber, wenn man fie fueceflive in Be: 
ziehung auf x und y Differenzirt und u,’ © ald Zunctionen von 
x, 3% betrachtet: 
D,F+D,FD,u+D,FD,v=0, D,f+D.fD:utD,fD.v=0, 
D,F+D,FD,u+D,FD,v=0, D,f+D.fD,utD,fD,v=0, 
pn Def DuF—DurDer Dof DPy F- DyfD,F 

=D fDer—DofDur’ 3% DufD,E—DiofDur’ 
und .diefe beiden Werthe find. vermöge der Gleichung (O), namlich) : 

D,FD,f— D,FD,f+ D, FD, f— D,FD,f=0 

offenbar einander gleich. 

Moigne, Jutegralrechnung. 40 


818 


Ebenſo beweift man, daß das Binom zdu-+-ydo ein genaut 
Differenzial dy ifl, und die Function dient alsdann, wie bie 
Function x, zur Beſtimmung ber beiden legten Integrale ber ge 
gebenen Differenzialgleihungen. 

Jacobi bemerkt, daß diefe Integrationsmethode unmittelbar : 
auf die beiden Differenzialgleihungen der zweiten Orbnung: 

Dir=—-DR—D,R, Dy=—D,R—D,R 


% 
anwendbar ifl, wofür man die vier folgenden: 


D,z=w, D.w=—D, (R+R), 
D,y=v, D,v=—D, (R+R) 


fegen kann, welche die Bewegung eined materiellen Punctes in 
einer Ebene beflimmen, auf welchen die Kräfte D,R, D,R wir 
ten, welche Functionen der Entfernungen r, r dieſes materiellen 
Punctes von zwei in diefer Ebene liegenden feften Mittelpuncten 
find, worin diefe Kräfte wirken. Um dieſe Gleichungen mit da 
Kae hungen (D) übereinftimmend zu machen, braucht man nur 
zu : 


$=1, Fet(w+o9+R+R. 
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Ladung, ihre Ladung für eine beſtimmte Gefhwindigkeit, ihre Verdam⸗ 
pfungstraft für beſtimmte Effekte, ihre Nutzkraft in Pferdekraͤften, ihre 


® 


Fi 


Nutgtkraft für eine gegebene Quantität confumirten Waffers und Brenn: 
materials, ibre Eabung ober ihre Erpanfton, welche den größten Nutzeffekt 
giebt 2c. ausdruͤcken. bft einem Anhange, welder eine kurze Anweiſung 
zum richtigen Verftändniß und zum leichten Gebraude der in biefem 
rke vorkommenden mathematifhen Formeln für diejenigen enthält, 
welche mit ben Segeln der Algebra noch nicht vertraut find. Deutſch be: 
arbeitet von Dr. ©. H. Schnufe. Lericond. 1839. geb. 12/s 


Pſoiſſon, &. D., Lehrbuchh der Wahrſcheinlichkeits rechuung und beren wid; 
tigften Anwendungen. Deutſch bearbeitet und mit ben nöthigen Zuſaͤtzen 
verfehen von Dr. C. H. Schnufe. gr. 8. 1841. geb. 23%), «$. 


Pouncelet, (Ingenieur,) über die Stabilität der Erbbefleibungen und beren 
Aundamente. Aus dem Franz. überfegt und mit einem Anhange ver: 
mebhrt, von 3. W. Lahmeyer Mit 6 Figurentafeln. gr. S. geh. 
1844. - 1% $. 

Echnuuſe, Dr., ©. H., Sammlung ausgewählter allgemeiner ormeln, 
VBeifpiele und Aufgaben aus der Differenzialrehnung und beren Anwen: 
dung auf Geometrie. Ein Hülfsbud für Lehrer und Schüler an ee 
Unterrichtsanſtalten. 1844. Yu. 

Whewell, W., Elementar⸗Lehrbuch der Mechanik zum Gebrauch für ted- 
nifche Lehranftalten und zugleich ale ein Supplement zu den Lehrbüdern 
der Phyſik. Nach der äten fehr verbefierten und vermehrten Driainal: 
Auflage-aus dem Englifhen überfegt von Dr. ©. H. Schnufe. Mit 
Figurentafeln. Ler.8. 1841. geh. 1%, +$. 

— — über die Grundfäge der englifchen Univerfitätsbilbung, nebft allge: 
meinen Bemerkungen über das Stubium ber Mathematit. Nach der 
en Driginal:Xusgabe deutſch bearb. von Dr. ©. 5. Schnufe. - 184. 
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